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Vorwort. 


Das  Handbuch,  dessen  erster  Band  hiermit  in  die  Oeffentlichkeit 
tritt,  sucht  die  älteren  und  neueren  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete 
der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  zu  einem  einheitlichen 
Lehrgebäude  zusammenzufassen,  um  ein  möglichst  getreues  und  voll- 
ständiges Bild  von  dem  gegenwärtigen  Stande  dieser  Theorie  liefern 
zu  können. 

Obwohl  schon  die  Analysten  des  achtzehnten  Jahrhunderts  mit 
Vorliebe  die  Integration  gewisser  specieller  linearer  Differentialglei- 
chungen geübt  hatten,  so  ist  doch  die  moderne  Theorie  dieser  Diffe- 
rentialgleichungen erst  auf  den  Grundlagen  erwachsen,  die  ihr  Herr 
Fuchs  in  seiner  zuerst  im  Programm  der  Berliner  Gewerbeschule  vom 
Jahre  1865  veröffentlichten  Abhandlung  geschaffen  hat. 

Bei  der  Bearbeitung  einer  Disciplin,  die  so  auf  eine  verhältniss- 
mässig  doch  nur  kurze  Zeit  der  Entwickelung  zurücksehen  kann, 
glaubte  .  der  Verfasser  der  Darstellung  nicht  den  beengenden  Zwang 
einer  starren  Systematik  auferlegen  zu  sollen,  sondern  dieselbe  in  der 
Form  möglichst  frei,  und  im  Aufbau  wesentlich  der  historischen  Ent- 
wickelung folgend  gestalten  zu  müssen.  Dabei  war  er  stets  bemüht, 
Fragen,  die  noch  ihrer  Beantwortung  harren,  nicht  aus  dem  Wege  zu 
gehen,  sondern  auf  dieselben  hinzuweisen  und  sie  nachdrücklich  als 
offene  zu  bezeichnen. 

Man  könnte  die  Resultate  der  Forschungen  über  den  zu  behan- 
delnden Gegenstand  in  zwei  Kategorien  sondern. 

Die  eine  würde  diejenigen  Untersuchungen  umfassen,  die  sich  die 
Ausbildung  von  Methoden  für  die  Integration  einer  vorgelegten  linearen 
Differentialgleichung  zum  Ziele  setzen,  in  dem  Sinne  natürlich,  wie 
eben  die  moderne  Wissenschaft  das  Problem  der  Integration  einer  Diffe- 
rentialgleichung zu  fassen  gelehrt  hat.  Dahin  gehörten  also  die  ver- 
schiedenartigen   Formen    der   Darstellung   von   Integralen,    sowohl    die 
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allgemein,  als  auch  die  nur  in  beschränkten  Bereichen  gültigen,  und 
ebenso  die  Auffindung  der  wechselseitigen  Beziehungen  zwischen  diesen 
Darstellungsformen . 

In  die  andere  Kategorie  wären  diejenigen  Untersuchungen  zu  ver- 
weisen, die  sich  auf  besondere  lineare  Differentialgleichungen  beziehen, 
sei  es  nun,  dass  man  für  lineare  Differentialgleichungen,  deren  Coeffi- 
cienten  specielle  Eigenschaften  haben,  die  Natur  der  Integrale  zu  er- 
gründen sucht,  oder  dass  es  sich  darum  handelt,  die  Gestalt  der 
Coefficienten  zu  finden,  wenn  sich  die  Lösungen  durch  gewisse  analy- 
tische Eigenschaften  auszeichnen  sollen.  Hier  wären  z.  B.  die  Unter- 
suchungen über  lineare  Differentialgleichungen  mit  eindeutigen  doppelt- 
periodischen Coefficienten  einzureihen,  ferner  die  Theorie  derjenigen 
linearen  Differentialgleichungen,  die  durch  bestimmte  Integrale,  durch 
eindeutige,  algebraische  oder  sonst  irgendwie  charakterisirte  Functionen 
befriedigt  werden  u.  s.  w. 

Eine  scharfe  Scheidung  zwischen  diesen  beiden  Kategorien  ist 
natürlicherweise  nicht  möglich;  im  Grossen  und  Ganzen  ist  aber  der 
vorliegende  erste  Band  der  ersten,  der  in  Vorbereitung  begriffene 
zweite  Band  der  zweiten  Kategorie  von  Untersuchungen  gewidmet. 
Da  bei  den  letzteren  wesentlich  Methoden  in  Betracht  kommen,  die 
der  Theorie  der  Substitutionsgruppen  angehören,  so  wird  auch  diese 
Theorie  erst  im  zweiten  Bande  Platz  finden. 

Zur  Erleichterang  der  Uebersicht  ist  das  Werk  in  Abschnitte  und 
sind  diese  wieder  in  Kapitel  eingetheilt;  im  Uebrigen  besteht  es  aus 
fortlaufend  numerirten  Artikeln,  deren  Inhalt  immer  durch  eine  kurze 
Ueberschrift  augedeutet  wird.  Die  Litteraturnachweise  sind  nicht  in 
den  Text  eingefügt,  sondern  nach  dem  Vorbilde  des  Lacroix'schen 
„Traite  du  calcul  differentiel  et  du  calcul  inte'gral"  mit  dem  Inhalts- 
verzeichnisse zu  einem  Nachschlageregister  vereinigt  worden.  Man 
findet  daselbst  bei  jeder  Nummer  zuerst,  in  der  Aufeinanderfolge  des 
Inhaltes,  diejenigen  Schriften  genannt,  in  denen  Sätze,  Bezeichnungen, 
Gesichtspunkte,  die  in  der  betreffenden  Nummer  vorkommen,  Tum' 
ersten  Male  in  völlig  präciser  und  bewusster  Weise  veröffentlicht  sind. 
Hieran  schliessen  sich  in  chronologischer  Reihenfolge  die  späteren 
Bearbeitungen  derselben  Gegenstände,  soweit  sie  dem  Verfasser  als 
Quellen  gedient  haben  und  endlich  folgen  unter  dem  Schlagworte 
„vergl."  Verweisungen,  theils  auf  Darstellungen  bei  anderen  Autoren 
(insbesondere  ist  bei  Gegenständen,  die  auch  in  der  vor  kurzem  er- 
schienenen „Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differential o-lei- 
chungen"  von  Lothar  Heffter  behandelt  sind,  fast  immer  auf  die 
betreffende  Stelle  dieses  Werkes  hingedeutet  worden),  theils  auf  ältere 
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Schriften,  in  denen  verwandte  Gregenstände  oft  unter  anderen  Gesichts- 
punkten, oft  auch  in  nicht  ganz  genauer  Fassung  behandelt  oder 
berührt  sind.  Diejenigen  in  der  historischen  Einleitung  erwähnten 
Schriften,  deren  Inhalt  in  späteren  Nummern  ausführlich  dargestellt 
wird,  finden  sich  erst  bei  den  betreffenden  Nummern  angegeben.  Im 
Texte  selbst  werden  nur  diejenigen  Arbeiten  genau  citirt,  in  denen  der 
Leser  die  ausführliche  Darlegung  einer  vom  Verfasser  nur  angedeuteten 
Deduction  zu  suchen  hat.  Vom  Verfasser  selbststänchg  geführte  und 
anderweitig  noch  nicht  veröffentlichte  Untersuchungen  sind  als  solche 
nicht  besonders  gekennzeichnet  worden. 

Der  Verfasser  war  bemüht  die  Darstellung  so  zu  geben,  dass  ein 
mit  den  Grundzügen  der  Functionenlehre  vertrauter  Leser  derselben 
wohl  ohne  Schwierigkeit  wird  folgen  können.  Die  vielfach  erforder- 
lichen Hülfsmittel  aus  der  Determinantentheorie  und  Algebra  wurden, 
soweit  dieselben  in  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  entweder  garnicht, 
oder  nicht  unmittelbar  in  der  Fassung,  wie  sie  hier  zur  Verwendung 
gelangen,  enthalten  sind,  ausführlicher  entwickelt;  die  äussere  Form,  in 
welcher  das  geschehen  ist  und  die  Bezeichnungsweise,  die  dabei  zur  An- 
wendung kommt,  sind  dem  Verfasser  aus  den  Vorlesungen  Leopold 
Kronecker 's  geläufig. 

Bei  der  Revision  der  Druckbogen  hatte  sich  der  Verfasser  der 
freundlichen  Unterstützung  des  Herrn  Professor  Dr.  Franz  Meyer  in 
Clausthal  und  der  Beihülfe  der  Herren  stud.  Richard  Fuchs  und  cand. 
W.  Koch  zu  erfreuen;  auch  von  dieser  Stelle  aus  sei  den  genannten 
Herren  für  ihre  Bemühungen  der  wärmste  Dank  ausgesprochen. 

Ich  kann  diese  Vorbemerkung  nicht  schliessen,  ohne  des  Freundes 
zu  gedenken,  mit  dem  gemeinsam  ich  den  Entschluss  zur  Herausgabe 
dieses  Handbuches  fasste,  und  durch  dessen  Hinscheiden  mir  ein  uner- 
setzlicher Mitarbeiter  entrissen  wurde.  Als  Paul  Günther  und  ich 
im  Frühjahr  1891  die  Voranzeige  zu  diesem  Werke  in  den  „Mit- 
theilungen" der  Teubner 'sehen  Verlagsbuchhandlung  erliessen,  ahnte 
noch  Niemand,  dass  ein  halbes  Jahr  später  der  allezeit  frische  und 
schaffensfreudige  Günther  nicht  mehr  unter  den  Lebenden  weilen 
werde.  Noch  zu  einer  Zeit,  wo  ihn  die  tödtliche  Krankheit  schon  mit 
aller  Wucht  erfasst  hatte,  war  Günther  mit  Vorstudien  für  den  ihm 
zufallenden  Theil  der  Arbeit  beschäftigt.  Die  Aufzeichnungen,  die  er 
sich  in  dieser  Zeit  gemacht  hat  und  die  mir  wenige  Monate  nach 
seinem  Tode  durch  Herrn  Professor  Dr.  Fuchs  übergeben  wurden, 
bestehen  aber  fast  ausschliesslich  in  Excerpten  aus  Abhandlungen  von 
Thome,  Fr  oben  ins  und  Appell;  ich  habe  nur  bei  Abfassung  der 
Nummern    19    und    21    Einiges    aus    diesen    Aufzeichnungen    benutzen 
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können.  Dagegen  war  es  mir  eine  welimüthige  Freude,  dem  Wunsche 
Günther 's,  dass  ein  Theil  seiner  Habilitationsvorlesung  zu  einer 
historischen  Einleitung  des  Werkes  verarbeitet  werden  sollte  (vergl. 
die  Fussnote  auf  S.  1),  zu  entsprechen.  Möchte  es  mir  gelungen 
sein,  die  Arbeit  in  seinem  Sinne  ausgeführt  zu  haben! 

Berlin,  im  November  1894. 

Ludwig  Schlesinger. 
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Historische  Einleitung.  *) 

1.    Problem  der  Integration  einer  Differentialgleicliung  bei  den 
älteren  Analysten.     Einführung  der  complexen  Grössen. 

Seit  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  hat  das  Problem  der 
Integration  von  Differentialgleichungen  im  Vordergrunde  des  Interesses 
der  Mathematiker  gestanden,  denn  fast  alle  Aufgaben  der  angewandten, 
aber  auch  eine  grosse  Zahl  solcher  der  reinen  Mathematik  führten  auf 
Differentialgleichungen,  denen  eine  zu  bestimmende  Function  zu  ge- 
nügen hatte.  Die  Geschichte  der  Mathematik  lehrt  aber,  dass  die 
Auffassung  des  Problems  der  Integration  einer  Differentialgleichung 
eine  lange  Reihe  von  Entwickelungsstadien  durchmachen  musste,  bis 
man  sich  zur  völligen  Klarheit  darüber  durchgerungen  hatte,  in  wie  weit 
die  Aufgabe  der  Bestimmung  einer  Function  ihrer  Lösung  näher  ge- 
bracht ist,  wenn  es  gelingt  eine  Differentialgleichung,  der  diese  Function 
genügt,  aufzustellen. 

Die  einfachste  Art  von  Differentialgleichungen,  die  sich  darbot, 
war  diejenige,  der  der  Inhalt  eines  von  der  Abscissenachse,  einer  Curve 
und  zwei  Ordinaten  derselben  begrenzten  Flächenstücks,  als  Function 
der  Bestimmungsstücke  eines  Punktes  dieser  Curve  genügt,  und  bald 
nachdem  man  eingesehen,  dass  diese  Function  nur  in  den  seltensten 
Fällen  in  geschlossener  Form  hergestellt  werden  kann,  gelang  es 
Näherungsmethoden  ausfindig  zu  machen,  die  eine  für  die  Praxis  aus- 
reichende Berechnung  dieses  Flächeninhalts  gestatteten;  man  nannte  diese 
Methoden,  die  bis  auf  Newton  zurückreichen  (vergl.  Roger  Cotes: 
Harmonia  mensurarum;  de  methodo  differentiali  Newtoniana-,  1722) 
mechanische   Quadraturen.     Naturgemäss    ging  das   Bestreben  der 


*)  Die  historische  Einleitung  wurde  mit  Benutzung  des  schätzenswerthen 
Materials  verfasst,  welches  sich  in  der  von  meinem  verstorbenen  Freunde  Günther 
bei  Gelegenheit  seiner  Habilitation  gehaltenen  öffentlichen  Probevorlesung  „Die 
geschichtliche  Entwickelung  der  modernen  Theorie  der  Differentialgleichungen" 
vorfand;  dieselbe  ist  darum  als  eine  gemeinsame  Arbeit  von  Günther  und  mir 
anzusehen. 

Schlesinger,  Differeutialgleicliungen.    I.  1 


2  Historische  Einleitung. 

Mathematiker  nun  dahin,  auch  für  Functionen,  die  complicirteren  Diffe- 
rentialgleichungen genügen,  ein  ähnliches  Berechnungsverfahren  7a\  er- 
langen, und  man  versuchte  darum,  wenn  eine  Differentialgleichung 
vorgelegt  war,  dieselbe  auf  Quadraturen  zurückzuführen. 

Abgesehen  davon,  dass  diese  Zurückführung  nur  ausnahmsweise  ge- 
lang, traten  bald  noch  andere  Umstände  hervor,  die  eiu  Hinausgehen  über 
die  Methode  der  mechanischen  Quadratur  erforderlich  machten.  Diese 
Methode  lieferte  nämlich  zwar  mit  beliebiger  Annäherung  den  Werth  des 
Flächeninhalts,  wenn  das  Flächenstück  zwischen  zwei  durch  feste  Punkte 
der  begrenzenden  Curve  hindurchgelegten  Ordinaten  genommen  wurde, 
sie  liess  aber  nicht  erkennen,  wie  sich  der  Werth  jenes  Flächeninhalts 
ändert,  wenn  etwa  der  eine  dieser  Punkte  veränderlich  gedacht  wird. 
Diese  Aenderung  liess  sich  nur  verfolgen,  wenn  ein  expliciter  Aus- 
druck gefunden  war,  der  das  Flächenstück  durch  den  Werth  der  ver- 
änderlichen Abscisse  darstellt,  und  dies  war  im  Allgemeinen  nicht  zu 
erreichen,  wenn  man  sich  auf  die  elementaren  Functionen,  für  welche 
Tafeln  vorhanden  waren,  beschränkte.  Während  nun  hervorragende 
Mathematiker  bestrebt  waren,  den  Kreis  der  explicite  darstellbaren 
Functionen  immer  mehr  zu  erweitern,  indem  sie  wie  z.  B.  Euler, 
Lagrange  und  Legen dre  zu  Reihenentwickelungen  und  anderen  Grenz- 
processen  ihre  Zuflucht  nahmen  und  dann  auf  Grund  derselben  Tafeln 
für  die  so  dargestellten  Functionen  berechneten,  quälte  sich  die  Mehr- 
zahl der  Analysten  mit  meist  vergeblichen  Bemühungen,  möglichst 
viele  Quadi'aturen  in  den  Rahmen  der  bekannten  elementaren  Functionen 
hinein  zu  zwängen,  um  dieselben  auf  diese  Weise  für  die  Benutzung 
der  vorhandenen,  im  Gebrauch  befindlichen  Tafeln  zugänglich  zu  machen. 

Wir  bemerken  hier  eine  analoge  Erscheinung,  wie  sie  in  der  Algebra 
bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  hervortrat.  Auch  wieder  war  es 
Newton,  der  Näherungsmethoden  für  die  Berechnung  der  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  angegeben  hatte,  aber  das  allgemeine  Bestreben 
ging  dahin,  die  Auflösung  einer  vorgelegten  Gleichung  durch  Wurzel- 
grössen  zu  bewirken,  da  deren  Berechnung  leicht  mit  Hülfe  von  Ketten- 
oder Decimalbrüchen  geleistet  werden  konnte.  Allmählich  erkannte  man, 
und  Ruffini  hat  es  im  Jahre  1805  zuerst  ausgesprochen,  dass  eine 
solche  Auflösung  im  Allgemeinen  nicht  möglich  sei,  und  je  mehr  diese 
Unmöglichkeit  sich  im  Bewusstsein  der  Mathematiker  befestigte,  um  so 
dringender  sah  man  sich  vor  eine  Frage  gestellt,  deren  Beantwortung 
Methoden  zeitigte,  die  auch  für  das  Problem  der  Integration  einer 
Differentialgleichung  von  folgenreichster  Bedeutung  wurden.  Es  ent- 
stand nämlich  die  Frage:  ist  denn  überhaupt  eine  jede  Gleichung  auf- 
lösbar, und  die  Antwort  hierauf  konnte,  wie  Gauss  zuerst  1799  strens 


2.  Begründung  der  Functionentheorie  durch  Cauchy.  3 

uezeigt  hat,  im  bejalieuden  Sinne  nur  dann  gegeben  werden,  wenn 
man  das  Grössengebiet  durch  endgültige  Einführung  der  complexen 
Zahlen  erweiterte.  Durch  diese  Erweiterung  des  Grössengebietes  hatte 
schon  früher  Euler  viele  analytische  Fragen  in  einem  neuen  Lichte 
erscheinen  lassen.  Die  unendlich  vielen  Werthe  des  Logarithmus,  den  Zu- 
sammenhang der  Exponentialfunction  mit  den  trigonometrischen  Func- 
tionen hatte  er  entdeckt,  aber  erst  die  genialste  Anwendung  des  zu  jener 
Zeit  noch  mit  einem  gewissen  mystischen  Zauber  umhüllten  i,  die  Ent- 
deckung der  elliptischen  Functionen  durch  Abel  und  Jacob i  im  Jahre 
1827,  die  mit  einem  Schlage  nicht  nur  all'  die  räthselhaften  Erschei- 
mmgen  erklärte,  die  Legen dre  in  fünfzigjähriger  mühevoller  Arbeit 
an  den  elliptischen  Integralen  beobachtet  hatte,  sondern  auch  neue, 
ungeahnte  Eigenschaften  derselben  hervortreten  liess,  verschaffte  den 
complexen  Grössen  volles  Bürgerrecht  in  der  Mathematik. 


2.    Begründung  der  Functionentheorie  durch  Cauchy.     Existenz- 
theorem.    Briet  und  Bouquet. 

Eine  unbeschreibliche  Bewegung  erhob  sich  dadurch  auf  allen  Ge- 
bieten der  Analysis,  und  die  Entwickelung,  zu  der  diese  Wissenschaft  und 
mit  ihr  auch  die  Algebra,  die  Arithmetik,  die  Geometrie  in  unserem 
Jahrhundert  gelangt  ist,  lässt  sich  gleichsam  einem  Fortwirken  des 
mächtigen  Impulses  zuschreiben,  den  diese  Bewegung  auf  die  mathema- 
tische Forschung  ausübte.  Die  aus  früherer  Zeit  überkommenen  Probleme 
wurden  neu  aufgenommen,  neue  bis  dahin  unberührt  gebliebene  wurden 
formulirt,  kühn  gemacht  durch  die  glänzenden  Ergebnisse  der  Theorie 
der  elliptischen  Integrale  ging  Abel  an  die  Behandlung  der  Integrale 
beliebiger  algebraischer  Differentiale,  und  aus  den  für  die  Behandlung 
dieser  Probleme  nach  und  nach  ausgebildeten  Hülfsmitteln  erwuchs 
eine  neue  Disciplin,  die  Theorie  der  Functionen  complexer 
Variabein. 

Ein  gewaltiger  Geist,  A.  L.  Cauchy,  ist  der  Vater  dieser  Theorie, 
und  mit  Bewunderung  liest  man  in  seinen  Schriften,  wie  all'  die 
leitenden  Princiiiien,  die  gegenwärtig  die  Analysis  beherrschen,  von 
ihm  in  voller  Klarheit  erkannt  und  mit  höchster  Meisterschaft  aus- 
gebildet worden  sind.  Freilich  bedurfte  es  noch  langer  Jahre,  noch 
grosser  geistiger  Arbeitsleistung,  bis  diese  Principien  so  zum  Gemeingut 
der  Mathematiker  werden  konnten,  wie  es  heute  der  Fall  ist,  und  gerade 
dies  ist  ein  Umstand,  der  nur  zu  oft  übersehen  wurde  und  darum 
nicht  eindringlich  genug  zum  Bewusstsein  gebracht  zu  werden  verdient. 

Nachdem    Cauchy    den    Begriff    der    monogenen    Function    einer 
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complexen  Variabein  genau  formiüirt  hatte,  baute  er  in  dem  Memoire  sur 
les  integrales  definies  (1825),  seine  Theorie  der  Integrale  solcher  Functionen 
auf  und  zeigte  mit  Hülfe  derselben,  dass  jede  monogene  Function  in 
der  Umgebung  einer  Stelle,  wo  sie  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist, 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  des  Increments  entwickelbar  und  auch 
auf  Grund  des  Princips  der  Fortsetzung,  durch  Angabe  einer  einzigen 
solchen,  nur  in  beschränktem  Bereiche  gültigen  Reihenentwickelung,  in 
ihrem  ganzen  Verlaufe  vollkommen  bestimmt  sei.  Damit  war  ihm 
aber  zugleich*  die  Möglichkeit  geboten,  die  analoge  Frage  für  Diiferen- 
tialgleichungen  in  Angriff  zu  nehmen,  die  Gauss  durch  seinen  Existenz- 
beweis für  die  algebraischen  Gleichungen  erledigt  hatte,  nämlich  die 
Frage  nach  der  Existenz  eines  Integrals. 

Schon  die  älteren  Analysten  hatten,  wenn  die  Integration  einer 
Differentialgleichung  in  geschlossener  Form  nicht  möglich  war,  nicht 
nur  für  den  Fall  von  Quadraturen,  sondern  auch  in  allgemeineren 
Fällen  die  sogenannte  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten 
angewandt,  d.  h.  in  die  Differentialgleichung  für  die  unbekannte  Function 
eine  Reihe  substituirt,  die  nach  positiven  ganzen  Potenzen  der  Variabein 
fortschreitet  und  die  Coefficienten  dieser  Reihe  durch  Recursionsformeln 
zu  berechnen  gesucht.  Wenn  diese  Berechnung  gelang  und  noch  eine 
Anzahl  erster  Coefficienten  unbestimmt  blieb,  so  sahen  sie  diese  letzteren 
als  die  Constanten  der  Integration,  die  Reihe  aber  als  ein  Integral  der 
Differentialgleichung  an,  ohne  sich  indessen  von  der  Convergenz  der- 
selben Rechenschaft  zu  geben.  Wenn  trotzdem  Mathematiker  wie  Euler 
und  Lagrange,  durch  eine  glückliche  Intuition,  Fehler  vermieden,  so 
war  dies  doch  bei  minder  begabten  Analysten  nicht  immer  der  Fall, 
und  die  Anwendung  von  Reihen,  ohne  Prüfung  ihrer  Convergenz,  führte 
oft  auf  unlösbare  Widersprüche,  zu  deren  Beseitigung  dann  manchmal 
die  abenteuerlichsten  Erklärungen  versucht  wurden.  Wie  in  vielen 
anderen  Gebieten  der  Mathematik  hat  Cauchy  auch  bei  diesen  Be- 
trachtungen der  erforderlichen  Strenge  Eingang  verschafft.  In  den 
1823  veröfientlichten  Vorlesungen  an  der  Ecole  Polytechnique  und 
später  in  einer  lithographirten  Abhandlung  aus  der  Zeit  seines  Prager 
Aufenthaltes  (1835),  (vergl.  die  Nouveaux  Exercices  vom  Jahre  1840), 
zeigte  Cauchy,  dass  für  ein  System  von  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  (und  auf  ein  solches  lässt  sich  ja  jedes  System  von  Differen- 
tialgleichungen zurückführen)  zunächst  stets  ein  System  von  Potenz- 
reihen aufgestellt  werden  kann,  welches  die  Differentialgleichungen 
formell  befriedigt,  dass  sich  aber  auch  mit  Hülfe  des  von  ihm  begrün- 
deten Calcul  des  limites  die  Convergenz  dieser  Potenzreihen  erweisen 
lässt,  indem  man  dieselben  mit  gewissen  geometrischen  Progressionen 
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vergleicht.  Cauchy  mag  bei  diesen  Uutersuchmigen  anfänglicli  wohl 
iushesondere  die  Sicherstellung  der  legitimen  Anwendbarkeit  solcher 
Reihen  für  die  Fälle  der  Praxis  im  Auge  gehabt  haben,  er  unternimmt 
es  aber  bald  (namentlich  in  den  Comptes  Rendus  der  Pariser  Akademie 
von  184G  ab)  auf  die  allgemeinen  Diflerentialgleichnngen  dieselben 
Principien  anzuwenden,  auf  die  er  schon  lange  vorher  das  Studium  der 
Integrale  von  Functionen  einer  complexeu  Variabein  gegründet  hatte. 
Ist  eine  Potenzreihe  convergent  und  so  beschaffen,  dass  sie  einer 
gegebenen  Differentialgleichung  genügt,  so  ist  sie  ein  Integral  dieser 
Differentialgleichung  und  kann  dazu  dienen,  die  Werthe  der  durch  die- 
selbe dargestellten  Function  und  ihrer  successiven  Ableitungen  in  irgend 
einem  im  Innern  ihres  Convergenzkreises  gelegenen  Punkte  zu  be- 
rechnen. Diese  Werthe  bestimmen  dann  die  Coefficienten  einer  neuen 
Potenzreihe,  deren  Convergenzkreis  im  Allgemeinen  über  den  der  ur- 
sprünglichen hinausgreift,  und  die  wieder  der  Differentialgleichung 
genügt.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  gelangt  Cauchy  zum 
Begriff'  der  Fortsetzung  eines  Integrals  auf  gegebenem  Wege,  er  unter- 
scheidet geradlinige  und  krummlinige  Integrale,  die  Gesammtheit  aller, 
durch  alle  möglichen  Foi-tsetzungeii  erhaltenen  Potenzreihen  nennt  er 
das  vollständige  Integral.  Das  Vorhandensein  von  Punkten,  für 
die  keine  convergente  Potenzreihe,  die  der  Differentialgleichung  genügt, 
vorhanden  ist  —  points  isoles  nennt  sie  Cauchy,  in  der  gegenwärtig 
gebräuchlichen  Terminologie  nennt  man  sie  singulare  Punkte  —  die 
also  bei  der  Fortsetzung  vermieden  werden  müssen,  bewirkt  im  All- 
gemeinen Vieldeutigkeit  des  Integrals,  dagegen  sind  die  Werthe  des- 
selben für  zwei  Wege,  die  keinen  solchen  Punkt  einschliessen,  stets 
einander  gleich.  Man  kann  also  eine  eindeutige  Bestimmung  des  Inte- 
grals für  alle  der  Fortsetzung  zugänglichen  Punkte  erreichen,  wenn 
man  festsetzt,  es  dürften  gewisse  die  points  isoles  verbindende  Linien 
nicht  überschritten  werden. 

Diese  völlig  neuen  Principien  Cauchy's  wurden  alsbald  in  Frank- 
reich von  mehreren  seiner  Schüler  mit  Eifer  aufgenommen  und  mit 
Erfolg  auf  die  Behandlung  von  Fragen  angewandt,  die  für  die  Ent- 
wickelung  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  von  grundlegender 
Bedeutung  werden  sollten.  Schon  Cauchy  selbst  hatte  sich  einen 
neuen  Eingang  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zu  ver- 
schaffen gesucht,  indem  er  von  der  Differentialgleichung  ausging,  der 
die  obere  Grenze  eines  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  als  Function 
des  Integral werthes  genügt.  Fast  gleichzeitig  mit  Eisenstein,  dessen 
Abhandlung  1845  in  französischer  Uebersetzung  erschien,  gelangt 
Cauchy  so  zu  einer  Begründung  dieser  Theorie  mit  Hülfe  von  unend- 


ß  Historische  Einleitung. 

liehen  Prodiicten,  später  zerlegt  er  jene  Differentialgleichung  in  zwei, 
denen  Zähler  und  Nenner  der  elliptischen  Function  genügen,  verwendet 
also  dasselbe  Princip,  auf  welches  Herr  Weierstrass  seine  Theorie 
der  elliptischen  und  in  der  grossen  Abhandlung  (Cr eile's  Journal  Bd.  52, 
185G)  auch  die  allgemeine  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen 
o-eo-ründet  hat.  Liouville  hat  die  Cauchy'sche  Behandlungsweise  der 
elliptischen  Functionen  in  seinen  Vorlesungen  am  College  de  France 
weiter  ausgebaut  und  dadurch  zwei  seiner  Zuhörer,  Briot  und  Bouquet 
zu  Untersuchungen  angeregt,  die  auf  die  Beantwortung  der  Frage  hin- 
zielen, Avann  eine  Differentialgleichung  der  Form 


=  0, 


wo  f  den  Algorithmus  einer  ganzen  rationalen  Function  bedeutet,  durch 
eine  eindeutige  Function  von  z  befriedigt  wird.  In  ihrer  Abhandlung 
aus  dem  Jahre  185(3  und  in  dem  1859  erschienenen  Buche  „Theorie 
des  Fonctions  doublement  periodiques"  geben  diese  beiden  Mathematiker 
nebst  einer  vereinfachten  Darstellung  des  Cauchy'schen  Existenztheorems, 
eine  im  Allgemeinen  erschöpfende  Behandlung  der  gedachten  Frage  und 
nehmen  auch  die  von  Cauchy  bei  Seite  gelassene  Untersuchung  des 
Verhaltens  der  Lösungen  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  der  Umgebung  singulärer  Punkte  in  Angriff.  Das  Erscheinen  des 
Briot  und  Bouquet 'sehen  Buches  hatte  für  die  Verbreitung  der 
Cauchy'schen  Principien  eine  weittragende  Bedeutung,  namentlich  auch 
in  Deutschland,  obwohl  hier  die  neue  Functionenlehre  schon  lange 
vorher  Eingang  und  bedeutende  Förderung  gefunden  hatte. 


3.    Entwiekelung  der  Functionentheorie  in  DeutscMand  bis  1865, 
Weierstrass,  ßiemann.     Gauss, 

Schon  in  den  vierziger  Jahren  hatte  Herr  Weierstrass  bei  Ge- 
legenheit von  Untersuchungen  über  die  von  damaligen  Mathematikern 
vielfach  behandelte  Facultätentheorie  wichtige  Beiträge  zur  Functionen- 
lehre geliefert  und  auch  einige  Resultate  seiner  bahnbrechenden  Ar- 
beiten über  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale  und  Functionen, 
namentlich  die  Beziehungen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  und  die 
Grundlagen  der  Theorie  der  allgemeinen  ©-Function  veröffentlicht. 
Im  Jahre  1851  griff  Riemann  in  durchaus  origineller  und  durch  die 
Tiefe  seiner  Methoden  erstaunlicher  Weise  in  die  Entwiekelung  der 
Functionentheorie  ein.  Indem  er  in  einer  monogenen  Function  einer 
complexen  Variabein  den  realen  Theil  und  den  Coefficienten  von  i 
gesondei-t   untersuchte,    gelang    es    ihm    unter   Anwendung    eines    von 
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Dii-i eklet  für  die  Potentialtheorie  gegebenen  Princips,  die  zur  Be- 
-tiiiimnng  einer  monogenen  Function  erforderlielien  und  hinreichenden 
Angaben  aufzufinden  und  damit  che  Analysis  in  ganz  neue  Bahnen 
zu  lenken.  Auf  Wunsch  von  Grelle  gab  Herr  Weierstrass  1855 
eine  ausführliche  Darstellung  seiner  Theorie  der  Facultäten  und  im 
folgenden  Jahre  erschien  die  schon  erwähnte  grosse  Abhandlung  über 
Abel'sche  Functionen,  der  1857  Riemann's  Arbeit  über  den  gleichen 
Gegenstand  folgte.  Die  glänzenden  Resultate,  die  Riemann  in  dieser 
Ai'beit  mit  seinen  Methoden  für  die  Abel'schen  Transcendenten  erzielt 
hatte,  versprachen  noch  vreitere  reiche  Früchte  von  der  Anwendung 
derselben.  Noch  früher  als  in  der  Theorie  der  Abel'schen  Functionen 
hatte  Riemann  seine  Bestimmungsweise  einer  Function  durch  Grenz- 
und  Unstetigkeitsbedingungen  für  die  Untersuchung  der  durch  die 
Gauss'sche  Reihe  darstellbaren  Functionen  nutzbar  gemacht,  und  er 
bemerkt  sogar  in  der  Einleitung  zu  seiner  über  diesen  Gegenstand  1857 
veröffentlichten  Abhandlung,  dass  dieselbe  Methode  „im  Wesentlichen 
auf  jede  Function,  die  einer  linearen  Differentialgleichung  genügt,  an- 
wendbar bleibe".  Seine  Absicht,  eine  auf  die  von  ihm  aufgestellten 
Principien  gegründete  Theorie  dieser  Functionen  zu  geben,  spricht  er 
auch  in  der  Abhandlung  über  Abel'sche  Functionen  (Nr.  25)  aus,  seine 
kurze  mathematische  Laufbahn  hat  es  ihm  jedoch  nicht  gestattet  diese 
Absicht  auszuführen,  und  nur  aus  einigen  später  (1876)  aus  seinem 
Nachlass  veröffentlichten  Notizen  sind  uns  die  leitenden  Gedanken  der 
von  ihm  geplanten  Darstellung  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichimgen  mit  algebraischen  Coefficienten  bekannt  geworden,  zu  einer 
Zeit,  als  diese  Theorie  schon  von  anderer  Seite  her  entwickelt  vorlag. 
Wie  aus  dem  1869  veröffentlichten  Nachlass  und  dem  1880  ver- 
öffentlichten Briefwechsel  mit  Bessel  hervorgeht,  scheint  auch  schon 
Gauss  seinen  Zeitgenossen  weit  voraneilend  das  Princip  der  Fort- 
setzung einer  Reihe,  die  einer  Differentialgleichung  genügt,  erkannt  zu 
haben.  In  einem  Briefe  vom  21.  November  1811  schreibt  er  darüber 
au  Bessel:  „Eine  Reihe,  die  nicht  immer  convergirt,  kann  auch  nur 
innerhalb  der  Schranken,  wo  sie  convergirt  als  Definition  gelten,  und 
die  Frage,  was  aus  der  Function  werden  soll,  wenn  man  das  Argu- 
ment jene  Schranken  überschreiten  lässt,  verträgt  nur  dann  erst  eine 
Antwort,  wenn  ein  höheres  Princip  zur  Definition  aufgefunden  ist,  wie 
bei  meiner  Reihe  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
nach  welcher  jedem  reellen  oder  imaginären  Werthe  des  Arguments 
vermittelst  eines  stetigen  Ueberganges  von  ^  =  0  ohne  x  =  1  zu  be- 
rühren (was  durch  imaginäre  Zwischenwerthe  geschehen  kann)  ein,  ge- 
wöhnlich mehrere,  ja  unendlich  viele  Werthe  der  Function  entsprechen." 
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Mit  fast  denselben  Worten  setzt  er  dieses  Prineip  auch  in  der  Ein- 
leitung zu  seiner  nachgelassenen  Arbeit  über  die  hypergeometrische 
Reihe  auseinander  und  verwendet  es,  wenn  auch  nicht  unmittelbar,  so 
doch  in  deutlich  erkennbaren  Spuren  bei  der  Untersuchung  dieser 
merkwürdigen  schon  von  Euler  gekannten  Eeihe,  die  seither  für  die 
Entwickelung  der  Analysis  eine  so  ausserordentliche  Wichtigkeit  erlangt 
hat.  Aber  ebenso  wie  Gauss'  Arbeiten  über  die  elliptischen  Functionen 
blieben  auch  fhese  seine  Untersuchungen  ohne  jeden  Einfluss  auf 
den  Gedankengang  seiner  Zeitgenossen,  weil  dieselben  zu  einer  Zeit 
bekannt  wurden,  als  die  Principien,  die  Gauss  nur  erst  andeutet, 
längst  durch  die  Arbeiten  anderer  Mathematiker  allgemeine  Verbreitung 
gefimden  hatten. 

So  war  denn  auch  auf  deutschem  Boden  schon  ein  mächtiger 
Stamm  functionentheoretischer  Forschung  erwachsen,  aber  nur  schwer 
fanden  die  neuen  Principien  Eingang  in  weitere,  namentlich  in  die  jüngeren 
mathematischen  Kreise  des  fünften  und  sechsten  Decenniums.  Besonders 
die  Arbeiten  Riemann's  boten,  wohl  in  Folge  der  durchaus  neuen  und 
ungewohnten  Denk-  und  Auffassungs weise,  die  sich  in  ihnen  kundgab, 
vielleicht  auch  wegen  der  kurzen,  jedes  überflüssige  erklärende  Wort 
vermeidenden  Darstellung,  die  für  Riemann  so  charakteristisch  ist, 
dem  Verständnisse  bedeutende  Schwierigkeiten  dar;  die  Abhandlung  über 
die  Gauss'sche  Reihe  blieb,  wie  man  aus  dem  Munde  von  Mathe- 
matikern, die  jene  Zeit  mit  erlebt  haben,  immer  wieder  hören  kann, 
ein  Buch  mit  sieben  Siegeln,  in  dessen  Inneres  nur  Wenige  einzudi-ingen 
vermochten.  Mit  Eifer  wurde  darum  auch  in  Deutschland  das  Werk 
von  Briot  und  Bouquet  aufgenommen  und  mit  seiner  klaren,  leicht 
fasslichen  Darstellung  verbreitete  es  bald  die  Kenntniss  der  Cauchy- 
schen  Methoden  und  ihrer  Anwendungen  auf  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  und  der  Differentialgleichungen.  Aber  die  von  Cauchy 
geschaffenen  Grundlagen  allein  vermochten  es  nicht,  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  denjenigen  Impuls  zu  verleihen,  dessen  sie  be- 
durfte, um  sich  den  Ernmgenschaften  der  modernen  Functionentheorie 
ganz  anzupassen;  dies  konnte  nur  dadurch  geschehen,  dass  die  Inte- 
gration einer  umfassenden  Klasse  von  Differentialgleichungen  auf  Grund 
der  neueren  Methoden  wirklich  in  Angriff  genommen  wurde,  und  zwar 
ohne,  wie  es  Briot  und  Bouquet  für  die  von  ihnen  behandelten 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  gethau  hatten,  über  die  Natur 
der  Functionen,  die  der  vorgelegten  Differentialgleichung  genügen,  von 
vorneherein  bestimmte  Annahmen  zu  machen.  Dieser  Schritt  wurde 
von  Herrn  Fuchs  ausgeführt,  der  in  seiner  Programmarbeit  (1865) 
und  später  im  66.  Bande  von  Crelle's  Journal  eine  Behandlung  der 
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linearen  Differentialgleichungen  anf  functionentheoretischer  Grundlage 
gab  und  damit  nicht  nur  die  Theorie  dieser  besonderen  Art  von  Diffe- 
rentialgleichungen^ sondern  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  über- 
haupt in  die  Bahnen  der  neueren  Functioneulehre  lenkte. 


4.    Begründung  der  modernen  Theorie  der  linearen 

Differentialgleichungen  durch  Fuchs.    Uebersicht  über  die  bisherige 

Entwickelung  dieser  Theorie. 

„Nach  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  —  so 
beginnt  Herr  Fuchs  seine  Abhandlung  —  stellt  man  sich  in  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  nicht  sowohl  die  Auf- 
gabe, eine  gegebene  Differentialgleichung  auf  Quadraturen 
zurückzuführen,  als  vielmehr  die,  den  Verlauf  ihrer  Integrale, 
für  alle  Punkte  der  Ebene,  d.h.  für  alleWerthe  der  unbeschränkt 
Veränderlichen  aus  der  Differentialgleichung  selbst  abzu- 
leiten." In  diesen  Woi-ten  liegt  die  Formulirung  dessen,  was  man 
in  modernem  Sinne  unter  der  Integration  einer  Differentialgleichung 
zu  verstehen  hat;  die  Fruchtbarkeit  dieser  Art  der  Problemstellung  hat 
sich  durch  eine  lange  Reihe  glänzender  Resultate  bestätigt,  deren  Be- 
gründung mit  der  erwähnten  Fuchs'schen  Arbeit  ihren  Anfang  ge- 
nommen hat.  Bald  nach  dem  Erscheinen  dieser  und  einer  kurz  auf 
dieselbe  folgenden  zweiten  Arbeit  desselben  Verfassers  vereinigte  sich 
eine  Anzahl  deutscher  Mathematiker  mit  Herrn  Fuchs  in  dem  Be- 
streben, die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  diese  „dem 
mathematischen  Königreiche  neu  hinzugefügte  Provinz"  weiter  zu  durch- 
forschen und  auszubauen.  Auch  nach  Frankreich  wurde  die  neue  Theorie 
auf  Anregung  von  Herrn  Hermite  bald  dadurch  verpflanzt,  dass  einige 
jüngere  Mathematiker  eine  Darstellung  der  von  Herrn  Fuchs  und 
seinen  deutschen  Mitarbeitern  Hamburger,  Frobenius  und  Thome 
erlangten  Resultate  in  französischer  Sprache  veröffentlichten.  Seither 
sind  unserer  Theorie  gerade  avis  Frankreich  eine  ganze  Reihe  tief- 
sinniger und  bedeutungsvoller  Ergebnisse  zugeflossen,  und  man  kann 
wohl  sagen,  dass  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  einem 
gi-ossen  und  wichtigen  Theil  der  analytischen  Forschung  der  letzten 
fünfundzwanzig  Jahre  und  der  Gegenwart  ihr  Gepräge  aufgedi-ückt  hat. 

Bald  nachdem  die  Fundamente  der  neuen  Theorie  entwickelt  waren, 
ergaben  sich  die  regsten  Wechselbeziehungen  zwischen  derselben  und 
den  anderen  Theilen  der  Analysis,  sowie  der  Algebra,  der  Zahlentheorie, 
der  Geometrie,  indem  theils  die  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen von   den  Ergebnissen  jener  Disciplinen  Gebrauch  machte. 
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theils  denselben  neue  Aufgaben  stellte,  die  dann  oft  eine  wesentliche 
Förderung  der  betreffenden  Disciplin  zur  Folge  hatten. 

Auf  die  Bedeutung  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
für  die  Abel'schen  Functionen  hatte,  wie  bereits  erwähnt,  schon  Rie- 
mann  hingewiesen.  Herr  Fuchs  unterwarf  diejenigen  Differential- 
gleichungen, denen  die  Periodicitätsmoduln  der  Abel'schen  Integrale 
als  Functionen  der  Riemann'schen  Classenin Varianten  genügen,  einer 
eingehenden  Untersuchung  und  gelangte,  indem  er  namentlich  die 
Legen dre'schen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  denen  die 
Periodicitätsmoduln  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
genügen,  discutirte,  zu  einer  Reihe  von  Resultaten,  die  für  die  Zahlen- 
theorie und  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  grösster 
Wichtigkeit  waren.  Für  die  letztere  Theorie  wurden  auch  insbesondere 
diejenigen  Untersuchungen  fruchtbar,  die  die  Herren  Fuchs  und  Her- 
mite  über  die  sogenannten  Lame'schen  Differentialgleichungen  an- 
stellten, die  Anwendung  derselben  auf  Probleme  der  Mechanik  wie  sie 
Herr  Hermite  in  seinen  „Applications"  (Paris  1885)  gegeben  hat,  ge- 
hören zu  den  schönsten  Bereicherungen,  die  die  moderne  Analysis 
diesem  feinsinnigen  Mathematiker  verdankt. 

Die  Theorie  der  Determinanten  und  der  bilinearen  Formen  war  schon 
bei  Entwickelung  der  Fundamente  unserer  Theorie  in  Anwendung  ge- 
kommen, und  indem  Herr  Fuchs  die  Frage  nach  den  durch  algebraische 
Functionen  iutegrirbaren  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
in  Angriff  nahm  —  eine  Frage  die  für  die  specielle  Differentialgleichung, 
der  die  Gauss'sche  Reihe  genügt,  schon  früher  von  Herrn  Schwarz 
mit  Hülfe  gewisser  aus  Kreisbogendreiecken  auf  der  Kugel  gebildeten 
Configurationen  behandelt  worden  war  —  ergaben  sich  enge  Beziehungen 
auch  zu  anderen  Theilen  der  Algebra,  namentlich  zur  Invariantentheorie 
algebraischer  Formen  und  zur  Gruppentheorie.  Die  Beziehungen  zu 
der  letztgenannten  Disciplin  im  Zusammenhang  mit  den  algebraisch 
iutegrirbaren  linearen  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  hat 
namentlich  Herr  Camille  Jordan  weiter  verfolgt  und  aus  dem  Studium 
der  „Gruppe  einer  linearen  Differentialgleichung"  entsprang  für  die 
Gruppentheorie  eine  Anzahl  wichtiger  und  interessanter  Probleme.  Das 
Problem  der  algebraischen  Integrabilität  wurde  dann  durch  Herrn 
Fuchs  auf  andere  Weise  in  Angriff'  genommen,  wodurch  dasselbe  mit 
bemerkenswerthen  Differentialausdrücken  invarianter  Natur  in  Ver- 
bindung trat,  die  als  Differentialinvarianten  von  den  Herren 
Laguerre,  Brioschi,  Halphen  u.  A.  eingehend  studirt  worden  sind. 

Eine  gewisse  formale  Analogie  der  linearen  Differentialgleichungen 
mit  den  algebraischen  Gleichungen  hatte  schon  Lagrange  und  Libri 
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ZU  interessanten  Untersuchungen  veranlasst,  diese  wurden  jetzt  dureli  die 
Herren  Frobenius  und  Thome  mit  Hülfe  von  gewissen  aus  der  Trans- 
formation der  linearen  Differentialgleichungen  hervorgegangenen  formalen 
Ansätzen  vertieft,  besonders  aber  auch  von  Herrn  Fuchs  bei  Gelegenheit 
von  Studien  rein  functionentheoretischer  Natur  wieder  aufgenommen  und 
weiter  ausgebaut,  Studien,  die  sich  einerseits  auf  eine  in  der  ganzen 
Ebene  gültige  Darstellung  der  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen, 
andererseits  auf  die  Frage  nach  der  Vertauschbarkeit  von  Parameter 
und  Argument  bezogen,  die  Abel  und  Jacobi  von  den  Integralen 
algebraischer  Differentiale  auf  die  Lösungen  beliebiger  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen mit  algebraischen  Coefficienten  übertragen  hatten. 

Ein  durchaus  neues  Gebiet  der  Functionenlehre  erschlossen  die 
von  Herrn  Fuchs  formulirten  Umkehrungsfragen,  indem  dieselben 
einestheils  auf  eine  Verallgemeinerung  der  Abel'schen  Transcendenten, 
anderentheils  auf  diejenigen  eindeutigen  Functionen  einer  unabhängigen 
Variabein  führten,  die  bei  einer  Gruppe  linearer  Substitutionen  un- 
geändert  bleiben.  Die  Theorie  dieser  letztgenannten  Functionen  wurde 
von  Herrn  Poincare  in  grossartigster  Weise  ausgebaut  und  ergab  die 
Möglichkeit,  abhängige  und  unabhängige  Variable  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung mit  algebraischen  Coefficienten  und  ebenso  zwei  durch 
eine  algebraische  Gleichung  von  beliebigem  Range  verknüpfte  Ver- 
änderliche als  eindeutige  Functionen  eines  Parameters  darzustellen, 
ähnlich  wie  dies  für  die  Gleichungen  vom  Range  Null  mit  Hülfe  von 
rationalen,  für  die  Gleichungen  vom  Range  Eins  mit  Hülfe  der  ellipti- 
schen Functionen  schon  seit  längerer  Zeit  geschehen  war.  Diese  Ar- 
beiten von  Herrn  Poincare  über  die  von  ihm  sogenannten  Fuchs- 
schen  und  Klein'schen  Functionen  Hessen  Beziehungen  zwischen  den 
in  Rede  stehenden  Problemen  und  gewissen  Abbildungsaufgaben  hervor- 
treten, die  schon  früher  von  Riemann,  den  Herren  Schwarz,  Schottky 
u.  A.  behandelt  worden  waren;  an  dieselben  schlössen  sich  die  auf 
den  gleichen  Gegenstand  bezüglichen  Arbeiten  des  Herrn  Klein  und 
die  eine  Verallgemeinerung  auf  Functionen  von  zwei  Veränderlichen 
bezweckenden  der  Herren  Picard  und  Appell  an. 

Wenn  wir  so  schon  auf  eine  bedeutsame  Entwickelung  der  ver- 
hältnissmässig  noch  jungen  Disciplin  der  Theorie  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen zurückblicken  können,  so  bietet  dieselbe  auf  der  anderen 
Seite  noch  eine  Fülle  von  Aufgaben  dar,  die  ihrer  Lösung  harren,  und 
es  ist  zu  erwarten,  dass  die  Behandlung  derselben  nicht  nur  das  Dunkel, 
welches  noch  über  vielen  Theilen  unserer  Theorie  lagert,  aufhellen,  son- 
dern der  Functionentheorie,  sowie  der  Algebra  und  der  Arithmetik  auch 
fernerhin   zahlreiche   neue  Quellen   der  Erkenntniss   erschliessen  werde. 
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5.    Monogene  Functionen.     Cauchy's  Existenztheorem. 

Das  Problem  der  lutegration  einer  Differentialgleiclinng  oder  eines 
Systems  von  Differentialgleichungen  wird,  wie  bereits  liervorgehoben, 
von  der  modernen  Analysis  dahin  gefasst,  den  Verlauf  der  Integrale 
für  alle  comjDlexen  Werthe  der  unabhängigen  Variabein  zu  bestimmen. 
Als  Grundlage  hierzu  dient  der  erwähnte  Cauchy'sche  Satz,  der  bei 
gegebenen  Anfangsbedingungen  die  Existenz  eines  Integrals  als  mono- 
gener analytischer  Function  feststellt*).  Um  eine  monogene  analytische 
Function  von  einer  oder  mehi'eren  complexen  Veränderlichen  zu  deter- 
miniren,  genügt  es  bekanntlich,  wenn  man  ein  Element  derselben,  d.  h. 
eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  linearen  Functionen  jeder 
einzelnen  Veränderlichen  fortschreitende  Reihe,  eine  gewöhnliche  Potenz- 
reihe, kennt,  die  innerhalb  ihres  Convergenzbereichs  die  Function  dar- 
stellt. Durch  Fortsetzung  dieser  Reihe  erhält  man  successive  die 
Entwickelungen  der  sämm fliehen  Zweige  der  monogenen  Function  in 
der  Umgebung  derjenigen  Stellen,  für  die  eine  Entwickelung  in  eine 
gewöhnliche  Potenzreihe  überhaupt  möglich  ist,  d.  h.  in  der  Umgebung 
aller  regulären  Stellen  der  Function,  Die  Berechtigimg,  den  Begriff 
der  monogenen  Function  gerade  in  dieser  Weise  zu  fassen,  wird  durch 
das  folgende,  aus  der  Functionenlehre  bekannte  Theorem  nachgewiesen. 

Besteht  zwischen  einer  gewissen  Anzahl  von  Potenzreihen 

/■„/,.•••/:, 

die  nach  Potenzen  von 


fortschreiten,  eine  analytische  Gleichung 

(1)  (^(fvh,     ■■■    /■J  =  0; 


*)  Die  Fragen  nach  der  Existenz  von  Integralen,  die  nur  als  Functionen 
von  reellen  Veränderlichen  definirt  sind,  kommen  für  unsere  Zwecke  nicht  in 
Betracht. 
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SO  wird  derselben  innerhalb  des  Existenzbereiches  der  Function  G  auch 
durch  jedes  System  von  Potenzreihen  genügt,  die  aus  f^,  •  •  •  f^^  durch 
analytische  Foiisetzung  hervorgehen-,  ist  z.  B.  der  Existenzbereich  von 
Cr  ein  unbeschränkter,  bedeutet  etwa  G  eine  ganze  rationale  Function, 
so  wird  die  zwischen  den  Functionselementen  f^,  /",,  •  •  •  f^  be- 
stehende Gleichung  (1)  durch  die  aus  diesen  Elementen  entspringenden 
monogenen  Functionen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  befriedigt  werden. 
Wird  also  z.  B.  eine  gewöhnliche  algebraische  Differentialgleichung, 
d,  h.  eine  Gleichung 

wo  G  eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argumente  mit  noch  von  x 
abhängigen  Coefficienten  bedeutet,  durch  eine  gewöhnliche  Potenzreihe 

%  +  ^i(^  —  «)  +  ^^(^  —  «)'  H 

befriedigt,  so  genügt  auch  die  aus  dieser  Reihe  durch  Fortsetzung 
hervorgehende  monogene  Function  dieser  selben  Differentialgleichung, 
d.  h.  diese  hat  eine  monogene  Function  der  complexen  Variabein  x 
zum  Integral. 

Der  von  Cauchy  aufgestellte  Fundamentalsatz  lautet  nun  für  ein 
System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (und  ein 
solches  begreift  ja  offenbar  den  allgemeinsten  Fall  eines  Systems  von 
Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen  Veränderlichen  in  sich) 
wie  folgt: 

Sei  gegeben  das  Gleichungssystem: 


le 


und    seien   f  ,  f\  •••  f    monogene    Functionen    ihrer    Argumente,    d 
sich  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 

^'  —  h   yo  —  %,   Vi  —  Vv   "■   Vn-i  —  'L-i^ 

entwickeln  lassen,  dann  giebt  es  stets  n,  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  X  —  ^  entwickelbare  und  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle 
a;  =  I  convergirende  Reihen,  die  für  y^,  y^,  •  •  •  «/^_j  eingesetzt  die 
Gleichungen  (3)  befriedigen  und  für  x  =  h,  die  Werthe  t;^,  rj^,  •  •  •  '}]^__^ 
annehmen.  Diese  Reihen  sind  durch  die  angegebenen  Fordeningen 
auch  unzweideutig  bestimmt. 
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Hieraus  folgt  also  die  eindeutig  bestimmte  Existenz  eines  Systems 
monogener  Functionen  y^^,  y^,  •  •  •  y^^_^  von  x,  die  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichungen (3)  darstellen,  sich  in  der  Umgebung  von  a;  =  | 
regulär  verhalten  und  die  Bedingungen,  für  x  =  i,  die  Werthe 
%j  %}  '  '  '  '^n-i  'T-nzunehmen,  erfüllen.  Diese  letzteren  Bedingungen, 
durch  deren  Angabe  das  System  von  Lösungen  erst  eindeutig  bestimmt 
wird,  nennt  man  die  Anfangsbedingungen,  die  Werthe  ^,  7;^,  t;^,  •  •  •  •)^^_j 
selbst  die  Anfangswerthe  der  Variabein,  beziehungsweise  des  Litegral- 
systems.  Wenn  die  Functionen  /';,  noch  von  gewissen  Parametern  ab- 
hängen, als  deren  analytische  Functionen  sie  aufgefasst  werden  können, 
wenn  überdies  auch  die  Anfangswerthe  |,  iq^,  rj^^  •  •  •  'r]^_^  monogene 
Functionen  dieser  Parameter  sind,  so  sind  auch  die  so  definirten  Lösungen 
2/0?  Vi!  '  '  '  Vn—x  monogene  Functionen  jener  Parameter. 

Um  diesen  Satz  auf  die  Differentialgleichung  w**"''  Ordnung  (2)  an- 
wenden zu  können,  haben  wir  nur 

y^'     dx 


y 


Vv 


d  x" ' 


V 


zu  setzen,  wodurch  wir  das  der  Gleichung  (3)  äquivalente  System: 

dx 

dy^  _ 
dx  ~  ^2 


(4) 


Vi. 


^Vn 


dx 


Vn 


^^{%,        h, 


^Vn 


=  0 


erhalten.  Bezeichnet  nun  x  =  ^  einen  Werth,  in  dessen  Umgebung 
die  Coefficienten  der  ganzen  rationalen  Function  G  in  gewöhnliche 
Potenzreihen  von  x  —  |  entwickelbar  sind,  besitzt  ferner  die  Gleichung 

für  ic  =  I  eine  einfache  Wurzel  t]  =  tj^^,  so  ergiebt  sich  aus  der  letzten 
Gleichung  des  Systems  (4) 

-^  =  fn-l(^,       %,       th,        •••        2/,_o;       ?y„_i). 

WO  f^_^  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 

^  —  1;       Vo—Vu,       yi  —  %,        •■',       Vn-l  —  X-i 

fortschreitende    Reihe    bedeutet      und    wir    können    somit    sagen:    die 
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Differentialgleiehimg  w*'^''  Ordnung  (3)  besitzt  ein  Integral*), 
welches  für  .r  =  ^  mit  seinen  (n  —  1)  ersten  Ableitungen  die 
Werthe  rj^,  rj^,  •  •  •  ^„_i  annimmt;  dasselbe  ist  eindeutig  be- 
stimmt, wenn  auch  noch  diejenige  einfache  Wurzel  rj  der 
Gleichung  (5)  vorgeschrieben  wird,  die  den  Werth  der  »^'^™  Ab- 
leitung für  it'  =  I  angeben  soll. 


G.    Singulare  Punkte  eines  Integrals. 

Die  Bestimmung  einer  Function  aus  einem  ihrer  Elemente,  d.  h. 
aus  einer  sie  in  der  Umgebung  eines  gewissen  Punktes  darstellenden 
gewöhnlichen  Potenzreihe,  ist  praktisch  nur  in  den  seltensten  Fällen 
durchführbar,  weil  die  Berechnung  der  Coefficienten  der  durch  Fort- 
setzung entstehenden  Potenzreihen  gewöhnlich  schon  beim  ersten 
Schritte  unüberwindliche  Schwierigkeiten  darbietet.  Man  wird  daher 
das  Theorem  von  Cauchy  nur  insofern  als  Grundlage  für  die  Theorie 
der  Differentialgleichungen  anzusehen  haben,  als  es  die  Existenz  der 
Integrale  feststellt,  dagegen  wird  man  sich  zur  wirklichen  Ausführung 
der  Integration,  d.h.  zur  Aufsuchung  des  gesammten  Werth  vorraths,  dessen 
ein  dvirch  Anfangsbedingungen  bestimmtes  Integral  fähig  ist,  anderer 
Methoden  bedienen  müssen.  —  Die  Natur  einer  Function  erscheint 
wesentlich  bestimmt  durch  diejenigen  Stellen,  in  deren  Umgebung  sie 
sich  nicht  regulär  verhält,  und  durch  ihr  besonderes  Verhalten  in  der 
Nähe  dieser  sogenannten  singulären  Stellen. 

Setzt  mau  ein  durch  seine  Anfangswerthe  im  Punkte  ^,  in  der 
Umgebung  von  ^  durch  eine  Potenzreihe  definirtes  Integral  y  der 
Differentialgleichung  (2)  nach  einer  Stelle  x  hin  fort,  wo  die  Werthe 
von  y  und  seinen  {n  —  1)  ersten  Ableitungen  so  beschaffen  sind,  dass 
durch  dieselben  als  Anfangswerthe  nach  dem  Cauchy'schen  Theorem 
ein  in  der  Umgebung  von  x  =  x  sich  regulär  verhaltendes  Integral 
bestimmt  wird,  so  stimmt  dieses  Integral  mit  y  überein,  d.  h.  y  ver- 
hält sich  an  jeder  solchen  Stelle  x  =  x  regulär.  Singulare  Stellen 
eines  Integrals  können  also  nur  diejenigen  Werthe  von  x  sein, 
in  deren  Umgebung  sich  entweder  die  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung nicht  regulär  verhalten,  oder  für  welche  das 
Integral  mit  seinen  {n  —  1)  ersten  Ableitungen  Werthe  er- 
langt, die  nicht  als  Anfangswerthe  eines  durch  den  Cauchy- 
schen    Satz    in    der    Umgebung   von    x  =  x    bestimmten    Inte- 


*)  Es   wird  hier  und  im  Folgenden  stillschweigend  darunter  verstanden  ein 
Integral,  das  eine  monogene  Function  der  unabhängigen  Variabein  ist. 
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grals  genommen  werden  können.  —  Die  Auffindung  dieser  singiüären 
Stellen  für  ein  durch  Anfangsbedingungen  definirtes  Integral  und  die 
Untersuchung  des  Verhaltens  dieses  Integrals  in  der  Nähe  derselben 
wird  also  als  eine  wesentliche  Aufgabe  der  Integration  einer  vorgelegten 
Differentialgleichung  anzusehen  sein. 

Wir  wollen  zunächst  einige  Bezeichnungen  für  die  verschiedenen 
bei  monogenen  Functionen  einer  complexen  Variabein  vorkommenden 
Singularitäten  hervorheben,  die  im  Wesentlichen  von  Herrn  Fuchs  bei 
Gelegenheit  seiner  Untersuchungen  über  die  Werthe,  welche  die  Inte- 
grale von  Differentialgleichungen  in  singulären  Punkten  annehmen,  ein- 
geführt worden  sind. 

7.    Singularitäten  monogener  Functionen  überhaupt. 

Eine  Function  /"(i^;)  heisst  an  einer  Stelle  x  =^  a  bestimmt,  oder 

X  =  a  ist  für  diese  Function  eine  Stelle  der  Bestimmtheit,  wenn  1)  alle 

Stellen  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a  reguläre  Stellen  der  Function 

sind  und  wenn  2)  für  jede  gegen  die  Null  convergirende  Wei*thenfolge 

d^,  ^2,  •  •  •;     lii^^„  =  0, 

die  so  beschaffen  ist,  dass  sich  f(a')  an  den  Stellen  a  -(-  d^^  regulär  ver- 
hält, die  Folge 

einem  bestimmten,  von  der  besonderen  Wahl  der  Folge  d\,  d\^,  ...  un- 
abhängigen, endlichen  oder  unendlich  grossen  Grenzwerthe 
lim  f(a  -\-  dj  =  \imf(x), 

n  a;  =  a 

zustrebt,  vorausgesetzt,  dass  für  die  Berechnung  der  Functionswerthe 
f{(t-\-d^^,  nach  Fixirung  eines  bestimmten  Ausgangswerths  von  f{fi-\-S^, 
nur  solche  Fortsetzungswege  der  unabhängig  Veränderlichen  x  benutzt 
werden,  die  keine  Vennehrung  der  Amplitude  der  complexen  Grösse 
X  —  a  um  Multipla  von  27t  bewirken,  d.  h.  die  einen  von  x  =  a  aus- 
gehenden und  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Schnitt  nicht  über- 
schreiten. Solche  Stellen  sind  also  die  von  Herrn  Weierstrass  soge- 
nannten ausserwesentlichen  singulären  Stellen  der  eindeutigen 
Functionen,  überhaupt  alle  Stellen,  wo  sich  eine  Function  verhält  wie 
eine  algebraische,  ferner  sind  z.  B.  die  Functionen: 

(x  —  «)'  (p  {x),     {x  —  af  (p  (*•)  log  (x  —  «), 

s  eine  beliebige  reale  oder  complexe  Zahl,  cp  (x)  eine  nach  ganzen  oder 
gebrochenen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  Reihe,  die  nur  eine 
endliche  Anzahl  negativer  Exponenten  enthält,  an  der  Stelle  a  bestimmt. 
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Eine  Stelle  a,  in  deren  jeder  Nähe  Stellen  sich  befinden^  an  welchen 
die  Function  f{x)  bestimmt  ist,  die  aber  selbst  nicht  zu  diesen  Stellen 
gehört,  soll  eine  Stelle  oder  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  ge- 
nannt werden;  für  einen  solchen  existirt  also  der  Grenzwerth 

Hm/'(rt  +  dJ,     lim^^^  =  0, 

n  n 

entweder  gar  nicht,  oder  er  hat  je  nach  der  Wahl  der  Werthenfolge 
8^,  «5^2  ■•  •  immer  andere  und  andere  Werthe.  Zu  diesen  Stellen  gehören 
die  von  Herrn  Weierstrass  so  genannten  wesentlichen  singulären 
Stellen  der  eindeutigen  Functionen,  ebenso  ist  x  =^  a  eine  Stelle  der 
Unbestimmtheit  für  die  Functionen: 


\  e^-« 


{x  —  af  cp  (x),     (x  —  ay  log  (x  —  a)  cp  (x),     V  e^"«  —  h , 

wo  £  eine  behebige  reale  oder  complexe,  m  eine  positive  ganze,  h  eine 
beliebige  von  Null  verschiedene  Zahl,  cp  (x)  eine  nach  ganzen  oder  ge- 
brocheneu Potenzen  von  {x  —  a)  fortschreitende  Reihe  mit  unendlich 
vielen  positiven  und  unendlich  vielen  negativen  Exponenten  bedeutet. 
Eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  heisst  isolirt,  wenn  jeder  Punkt 
in  einer  gewissen  Umgebung  derselben  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  für 
die  Function  ist.  Wenn  ein  geschlossener  Weg  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen, der  eine  isolirte  Stelle  der  Unbestimmtheit  einschliesst,  die 
Function  eine  Werthänderung  erfahren  lässt,  so  kann  diese  Stelle  der 
Unbestimmtheit  zugleich  eine  Verzweigungsstelle  sein.  Wir  sagen  ein 
Punkt  a  sei  eine  Verzweigungsstelle  mit  bestimmter  Verzwei- 
gung, oder  eine  Verzweigungsstelle  schlechthin,  wenn  die  Function 
sich  in  allen  Punkten  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a  wie  eine 
rationale  Function  verhält,  und  wenn  ein  ganz  in  dieser  Umgebung 
verlaufender,  den  Punkt  « •  einschliessender  geschlossener  Weg  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  eine  Werthänderung  der  Function  bewirkt. 
An  einer  solchen  Stelle  a  kann  die  Function  bestimmt  sein,  wie  z.  B. 

(x  —  a)  e       , 

sie  kann  daselbst  aber  auch  unbestimmt  werden,  wie  z.  B. 

1 

{x  —  a)e       ,     -V; , 

£  irgend  eine  nicht  ganze  reale  oder  complexe  Zahl.  —  Wenn  es  nicht 
möglich  ist,  um  eine  isolirte  Stelle  der  Unbestimmtheit  x  =  a  herum 
eine  Umgebung  so  abzugrenzen,  dass  sich  die  Function  an  jeder  Stelle 
dieser  Umgebung  wie   eine  rationale  Function  verhält,  so  heisst  diese 
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Stelle    x  =  a   eine  Verzweigungsstelle   mit   unbestimmter  Ver- 
zweigung; eine  solche  ist  z.  B.  x  =  a  für  die  Function: 

£  eine  nicht  ganze  aber  sonst  beliebige  reale  oder  complexe,   h  irgend 
eine  von  Null  verschiedene  Zahl. 


8.  Feste  und  bewegliche  Singularitäten  der  Integrale  von  Differential- 
gleichungen.    Feste  Verzvsreigungspunkte.     Lineare  Differential- 
gleichungen. 

Alle  diese  Singularitäten  können  für  Lösungen  algebraischer  Dif- 
ferentialgleichungen vorkommen,  es  zerfallen  aber  die  singulären  Stellen 
solcher  Lösungen  in  zwei  wesentlich  verschiedene  Kategorien.  —  Die 
eine  Kategorie  umfasst  diejenigen  Stellen,  die  für  jedes  Integral,  wie. 
auch  die  Anfangsbedingungen  desselben  beschaffen  sein  mögen,  singu- 
lare Stellen  sind,  die  also  als  solche  durch  die  Coefficienten  der  Dif- 
ferentialgleichung allein  bestimmt  werden,  zur  andern  gehören  diejenigen 
Singularitäten,  deren  Lage,  ebenso  wie  die  Beschaffenheit  eines  be- 
stimmten Integrals  in  ihrer  Umgebung,  von  den  Anfangswerthen  dieses 
Integrals  abhängt,  die  also  je  nach  der  Wahl  dieser  Anfangs werthe 
ihrer  Lage  nach  verschiebbar  und  ihrer  Natur  nach  veränderlich  sind. 
Das  Studium  der  Singularitäten  dieser  letzteren  Kategorie  bietet  zur 
Zeit  noch  nicht  überwundene  Schwierigkeiten  dar,  man  wird  also  zu- 
vörderst (Hejenigen  Classen  von  Differentialgleichungen  zu  finden  und 
ihre  Lösungen  zu  untersuchen  bemüht  sein,  für  welche  Singularitäten 
dieser  Kategorie  überhaupt  nicht  auftreten  können.  —  Herr  Fuchs  hat 
(diejenigen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  von  der  Form 

(1)  ^(-.^/.ID-o, 

F  eine  ganze  rationale  Function  von  y  und  ^    ,  mit  von  x  abhängigen 

Coefficienten,  aufgestellt,  deren  Verzweigungspunkte  fest,  d.  h.  nicht  mit 
den  Anfangswerthen  verschiebbar  sind.  Die  von  der  Wahl  der  Anfangs- 
werthe  abhängigen  singulären  Stellen  der  Lösungen  von  Differential- 
gleichungen der  Form  (1)  können  nämlich  niemals  Unbestimmtheits- 
stellen sondern  nur  algebraische  Singularitäten  sein,  dagegen  kann  es  sich 
für  Differentialgleichungen  der  zweiten  und  höherer  Ordnung  ereignen, 
dass  die  Integrale  in  solchen  singulären  Stellen,  deren  Lage  mit  den 
Anfangswerthen  verschiebbar  ist,  unbestimmt  werden,  auch  ohne  sich 
daselbst  zu  verzweigen.  —  Die  Untersuchungen  von  Herrn  Fuchs,  und 
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die  an  dieselben  anknüjifenden  von  Herrn  Poincare  liaben  gelehrt^ 
dass  diejenigen  Diiferentialgieichungen  erster  Ordnnng  mit  algebraischen 
Coefficienten,  deren  Integrale  nur  feste  Verzweiguugspunkte  besitzen, 
entweder  auf  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  oder  auf 
Transcehdenten,  die  mit  den  elliptischen  Functionen  zusammenhängen, 
oder  auf  rein  algebraische  Functionen  führen;  die  analogen,  auf  Difite- 
rentialgleichungen  höherer  Ordnung  bezüglichen  Fragen  haben  bis  jetzt 
noch  keine  Beantwortung  gefunden.  Dagegen  ist  man  seit  dem  Jahre 
1865  auf  eine  ausgedehnte  Classe  von  DifPerentialgleichungen  jeder  Ord- 
nung aufmerksam  geworden,  deren  Lösungen  nur  feste,  d.  h.  von  der 
Wahl  der  Anfangswerthe  unabhängige  singulare  Stellen  besitzen,  und 
zwar  wird  nicht  nur  che  Lage  dieser  Stellen,  sondern  auch  das  Ver- 
halten der  Integrale  in  ihrer  Umgebung  durch  die  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  allein  bestimmt;  diese  Classe  ist  die  der  linearen 
Differentialgleichungen. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  n^'^^  Ordnung  hat  die  Form 

wo  p^^,  p^,  •  ■  •,  p^^,  p  gegebene  (monogene)  Functionen  von  x  sind; 
wenn  ^j  =  0  ist,  so  heisst  die  Differentialgleichung  insbesondere  eine 
homogene.  —  Ersetzt  man  eine  solche  Differentialgleichung  durch  das 
ihr  gleich werthige  System  von  Diflferentialo-leichunffen  erster  Ordnung: 


(B) 


y  —     j 


dx  —  y^* 

-dx         -^2' 

dx         yn-iy 

^       dx                       pjn-l 

P-2 

so  folgt  aus  dem  C  au chy 'sehen  Existenztheorem,  dass  die  Diflferefttial- 
gleichung  (A)  stets  ein  und  nur  ein  Integral  ij  besitzt,  welches  für 
einen  vorgeschriebenen  endlichen  Werth  x  =  i,  mit  seinen  (w  —  1)  ersten 
Ableitungen  die  ebenfalls  vorgeschriebenen  endlichen  Werthe 

dy 

y  =  %'  dx  =  'h,  ••• 

annimmt  und  sich  in  der  Umgebung  des  Punktes  a?  ==  |  regulär  ver- 
hält, vorausgesetzt,  dass  x  ==  |  eine  reguläre  Stelle  der  Functionen    . 
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ist,  —  Hieraus  lernen  wir  zwar,  dass  im  Allgemeinen  diejenigen  Stellen 
X  =  a^  in  deren  Umgebung  eine  oder  mehrere  der  Functionen  (C)  aufr 
hören  regulär  zu  sein,  auch  singulare  Stellen  der  Integrale  sein  werden, 
wir  erfahren  aber  nicht,  ob  das  durch  seine  Anfangswerthe  bestimmte 
Integral  y  mit  seinen  (w  —  1)  ersten  Ableitungen  nicht  etwa  auch  noch 
in  anderen,  von  den  singulären  Stellen  x  =  a  der  Coefficienten  (C)  ver- 
schiedenen Stellen  aufhören  Tiönnte  endlich  zu  sein.  Wäre  das  der 
Fall,  so  würden  auch  diese  Stellen  Singularitäten  des  Integrals  y  liefern 
(vergl.  Nr.  6).  Offenbar  bleiben  die  Werthe  von  y  und  seinen  succes- 
siven  Ableitungen  sicher  so  lange  endlich,  als  die  nach  dem  Cauchy- 
schen  Theorem  für  y  hergestellte  Potenzreihenentwickelung  convergirt, 
über  den  Radius  des  Convergenzkreises  dieser  Entwickelung  erfahren 
wir  aber  durch  das  Cauchy'sche  Theorem  nichts,  und  es  war  deshalb 
von  ausserordentlicher  Wichtigkeit,  dass  Herr  Fuchs  in  seiner,  zuerst 
im  Oster-Programm  von  1865  der  städtischen  Gewerbeschule  zu  Berlin 
und  später  im  66.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  (S.  121)  erschienenen 
Arbeit,  den  Existenzbeweis  für  die  linearen  Differentialgleichungen  in 
der  Weise  führte,  dass  sich  auch  der  Convergenzkreis  jener  in  der  Um- 
gebung von  X  =  ^  gültigen  Reihenentwickelung  genau  feststellen  und 
dadurch  zugleich  die  Gesammtheit  aller  derjenigen  Stellen  angeben  Hess, 
für  welche  Singularitäten  eines  Integrals  eintreten  können.  Indem  wir 
nun  dazu  übergehen  an  der  Hand  dieser  und  der  anderen  Arbeiten  des 
Herrn  Fuchs  die  Fundamente  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen zu  entwickeln,  bemerken  wir,  dass  wir  uns  auf  die  Be- 
trachtung homogener  Differentialgleichungen,  d.  h.  auf  den  Fall  p  ^=  0 
beschränken  können,  da  sich,  wie  im  zweiten  Abschnitt  (Nr.  26)  ge- 
zeigt werden  soll,  der  allgemeine  Fall  leicht  aitf  diesen  besonderen 
zurückführen  lässt. 


Erster  Abschnitt. 
Allgemeine  (jlruiullageu  der  Theorie. 

Erstes    Kapitel. 

9.     Existenztheorem    für    lineare    homogene    Differentialgleichungen. 
Methode  des  limites.     Anfangsbedingungen. 

Die  gegebene  DifFerentialgleicliung 

(A)  ^"^'-0>i2/('^-^'  +  ---+J>„v/)  =  0, 

wo  also 

«,,  =  1  , =  y^"'  (X  =  0,1,2,3  ■■■) 

gesetzt  Amrde,  sei  so  beschaffen,  dass  die  Functionen  j^^,  ■  ••  |>^^  in  der 
Umgebung  des  Punktes  x  =^i,  naeb  positiven  ganzen  Potenzen  von 
X  =  ^  entwickelbar  sind,  und  dass  diese  Entwickelungen  sämmtlich 
innerhalb  des  kreisförmigen  Bereiches: 

\  X  —  I  I  <  r 
convergiren.   Setzen  wir  für  y  in  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
eine  ebenfalls  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  i,  fortschreitende 
Reihe  ein, 

(1)  K^O  =//o  +^i(^--  ^)  +  •  •  •  =^^.(*-- ^)% 

SO  muss,  falls  diese  Reihe  convergirt,  jedenfalls 

sein.  Wenn  also  die  Reihe  (1)  die  Differentialgleichung  (A)  befriedigen 
soll,  so  ergiebt  sich  für  die  Coefficienten  g^  die  Bestimmung: 


(2)  X  !  r/^  =  ?/W(|)  =  ^ %^ß)  2/("-0(|) 


(z  =  n,  n  +  : 


WO  die  vt  j.(|)  aus  den  Werthen  der  Coefficienten  p^,  •  •  •,  p^^  und  ihrer 
successiven  Ableitungen  für  x  =  |  durch  die  Operationen  der  Addition 
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und  Multiplication  zusammengesetzt  sind.  —  Die  Reihe  (1)  wird  ein 
Element  eines  Integrals  der  Dilferentialgleicliung  (A)  darstellen,  wenn 
sieh  unter  Zugnmdelegung  der  Ausdrücke  (2)  die  Convergenz  dieser 
Reihe  erweisen  lässt;  dies  kann  am  einfachsten  durch  Anwendung  der 
von  Cauchy  für  derai-tige  Untersuchungen  eii;igeführten  „Methode  des 
limites"  geschehen. 

Wenn  zwei  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  |, 

in    solcher  Beziehung    zu    einander   stehen,    dass  jeder  Coefficient   der 
zweiten  Reihe  real,  positiv  und  grösser  ist,  als  der  absolute  Betrag  des 
mit  derselben  Potenz  von  x  —  |  multiplicirten  Coefficienten  der  ersten 
Reihe,  so  wollen  wir  dies  durch  das  Zeichen 
(3)  ^(x\^)^£l(x\^) 

andeuten;  besteht  diese  Beziehung  zwischen  den  Eut Wickelungen  der 
in  der  Umgebung  von  x  =  ^  regulären  Functionen  u  und  t',  so  schrei- 
ben wir: 

u  ^v    (Arg  {X  —  |)). 

Offenbar  folgt  aus  der  Beziehung  (3),  dass  die  Reihe  ^(x  i) 
innerhalb  des  Convergenzkreises  von  €l  (a;  |  |)  gleichfalls  convergirt. 
Bezeichnet  31  eine  positive  Zahl,  die  der  absolute  Betrag  einer  in  der 
Umgebung  von  ;r  =  |  regulären  Function  f(x)  nicht  überschreitet,  wenn 
.r  innerhalb  des  Convergenzbereichs 

\x  —  ^:<B 

der  nach  Potenzen  von  x  —  |  fortschreitenden  Reiheuentwickelung  von 
f(x)  verbleibt,  so  ist  nach  dem  Cauchy 'sehen  Integralsatz: 

2ä 


^"•«)  =  »^/'^^'^^ 


2« 
also 

folglich  haben  wir,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Beziehung 

f{x)i(p{x)     (Argix-l)). 

Sei  nun  ikf    grösser  als  der   absolute  Betrag  von  21  (x),  wenn  x 
auf  den  Bereich 
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beseliränkt  wird,  so  ist  also 

(4)  2i^Xx)<C<p^(x)     (Arg(.i;-|)), 

wo 

.(^)  y.c^')  =  ^ — -^— g> 

r 
und  X   die   Reihe  der  Zalilen   1,  2,  •  •  •  n  durchläuft.     Die  homogene 
lineare  Differentialgleichung 

(B)  ■u(«)  —  ((p^ixW"-'^  -] h  (pjx)ii)  =  0 

wird,  wenn  wir  *  derselben  durch  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von 
00  —  ^, 

(6)  u(x)=^y.ß:-^r 

ZU  genügen  suchen,  für  die  Coefficienten  dieser  Reihe  die  Bestimmung 

(7)  x\y.^  =  «W(|)  =^23,,(I)h(''-''KI)         (>^=»,«  +  v--) 

ergeben,  wo  die  33^.(1)  aus  den  Werthen  der  (p^,  ■  ■  ■  (p^^  und  ihrer 
successiven  Ableitungen  für  x  =  ^  genau  ebenso  zusammengesetzt  sind 
wie  die  51.  .(|)  der  Gleichung  (6),  aus  den  entsprechenden  Werthen  der 
Functionen  p^,  ■  ■  ■  p^.  Die  SS^-(|)  sind  demnach  sämmtlich  positiv 
oder  Null,  und  da  eine  Beziehung,  wie  die  durch  die  Formel  (4)  dar- 
gestellte offenbar  erhalten  bleibt,  wenn  wir  beide  Seiten  derselben 
differentiiren  und  ebenso,  wenn  wir  mehrere  solcher  Beziehungen  zu 
einander  addiren,  folgt  überdies  aus  (4) 

(8)  [ a^,® j< 33^.(1)    j:r,;,t+:,.j- 

Die  Gleichungen  (2)  und  (7)  lassen  die  n  ersten  Coefficienten  g.,.  und  yy_ 
für  ;£  =  0,  1,  •  •  •,  n  —  1  unbestimmt;  ertheilen  wir  den  r/^,  g^^  •  •  •, 
g,^_^  irgendwelche  beliebige  endliche  Werthe  und  wählen  dann  die 
7ü'  Vv  '  '  'y  y^-i  ^^^  positive  reale  Zahlen  irgendwie  so,  dass 

SO  folgt  aus  den  Gleichungen  (2),  (7),  (8) 

d.    h. 

^g^{^-^y{^^y_^Xx-ir, 
y.=0  z  =  0 

also  convergirt  die  Reihe  (1)  jedenfalls,  sobald  die  Reihe  (5)  convergent 
ist.    Der  Convergenzbereich  dieser  letzteren  Reihe  lässt  sich  aber  leicht 
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feststellen.   —   Die   Diäereutialgleichimg   (B)   kann   nämlicli,    wenn   für 
einen  Augenblick 

gesetzt  wird^  in  der  Form 

geschrieben  werden,  und  hieraus  folgt  für  die  Coefficienten  yy,  die  mit 
der  Gleichung  (7)  völlig  gleichwerthige  Recursionsformel 

(9)  0^  +  %)!  y„  +  ,  -  x(i2  +  X  -  1)!  7„  +  ,^i 

n 

Bei  der  für  7^,  •  •  •  7^_i  getroffenen  Wahl  ist  demnach 

X  +  ilf  1  r  _  ,     , 

wo  1/;  eine  positive  Zahl  bedeutet;  nehmen  wir  also  31^  so  gross,  dass 

(was  ja  stets  erlaubt  ist,  da  M^  nur  der  Bedingung 

M^>\p^\     für     \x  —  ^i<r 
zu  genügen  braucht),  so  ist  für  jedes  x 

fn  +  y>yn  +  y.-l^ 

d.  h.  der  Quotient 

V 

_-  <  1 ,     wenn     a  <  ß. 

^/* 
Folglich   ergiebt  sich  aus  der  durch  Division  von   Gleichung  (9)  mit 
(u  -\-  x)  !  y^,y_^  hervorgehenden  Gleichung 

dass  für  ins  Unendliche  wachsende  Werthe  von  x 
lim  J^^+^  =  1 

;.      yn+y-1 

ist;  mithin  convergirt  die  Reihe 


2"  ^«(^-5)' =2'''' 


für  Werthe  von  ^^  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  Eins,  d.  h.  für 
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in  diesem  Bereiclie  ist  also  auch  die  Reihe  (1)  convergent  und  stellt 
daselbst  ein  Integral  der  Diiferentialgleichung  (A)  dar.  Dieses  Integral 
hat  die  Eigenschaft,  für  ä;  =  |  mit  seinen  (n  —  1)  ersten  Ableitungen 
die  willkürlich  fixirten  endlichen  Werthe 

anzunehmen,  und  es  ist  andererseits  durch  Festlegung  dieser  Anfangs- 
werthe  auch  eindeutig  bestimmt,  da  sich. die  Coefficienten  r/^,  r/^  ,  j,  •  •  • 
aus  den  Gleichungen  (2)  unzweideutig  ergeben.  —  Wir  haben  also  das 
Theorem : 

Eine  homogene  lineare  Differentialgleichung,  in  welcher 
der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  einen  constanten 
Werth  hat,  besitzt  stets  ein  und  nur  ein  Integral,  welches 
für  einen  vorgeschriebenen  endlichen  Werth  der  unabhängigen 
Variabein,  in  dessen  Umgebung  sich  die  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  regulär  verhalten,  mit  seinen  (w  —  1) 
ersten  Ableitungen  gleichfalls  vorgeschriebene  endliche 
Werthe  annimmt,  und  der  Convergenzkreis  der  dieses  Inte- 
gral in  der  Umg^ebung  jenes  Werthes  darstellenden  gewöhn- 
lichen Potenzreihe  ist  jedenfalls  nicht  kleiner  als  der  grösste 
Kreis,  innerhalb  dessen  noch  die  Potenzentwickelungen  der 
Coefficienten  in  derselben  Umgebung  sämmtlich  conver- 
gent sind. 


10.    Singulare  Stellen  linearer  Differentialgleichungen. 
Fortsetzung  der  Integrale. 

Wenn  die,  eine  in  der  Umgebung  von  a •  =  |  reguläre  Function 
f{x)  darstellende,  nach  Potenzen  von  x  —  |  fortschreitende  gewöhn- 
liche Potenzreihe  ^^(j;|^)  für  alle  Werthe  von  x  innerhalb  des  Kreises 

\X—1\  =  Q 

convergirt,  dagegen  für  alle  Werthe  von  x  ausserhalb  dieses  Kreises 
divergirt,  so  muss  bekanntlich  auf  der  Peripherie  dieses  Convergenz- 
kreises  mindestens  eine  singulare  Stelle  von  fix)  liegen.  Der  grosseste 
um  I  als  Mittelpunkt  beschriebene  Kreis,  innerhalb  dessen  die  Ent- 
wickelungen  sämmtlicher  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  in 
der  Umgebung  von  ä;  =  |  noch  convergent  sind,  ist  also  derjenige, 
der  durch  den  zu  x  =  ^  am  nächsten  gelegenen  singulären  Punkt 
eines  der  Coefficienten  hindurchgeht.  Das  Innere  dieses  Kreises  wollen 
wir,  wenn   es  sich  um  die  gegebene  Differentialgleichung  (A)  handelt. 
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als  die  Umgebung  des  Punktes  x  =  ^  scilleclitliin  bezeielinen;  wenn 
ein  anderer  um  x  =  ^  als  Mittelininkt  beschriebener  Kreis,  etwa  ein 
solcher  mit  noch  unbestimmtem  aber  endlichem  Radius  in  Fi-age 
kommt,  so  sprechen  wir  von  einer  gewissen  Umgebung  des  Punktes  |. 
Die  Potenzreihe,  welche  ein  durch  beliebige  endliche  Anfangswerthe 
für  X  =  ^  definirtes  Integral  y{x)  von  (A)  darstellt,  convergirt  also 
stets  in  der  Umgebung  von  rr  =  |,  sie  kann  folglich  nach  allen  den- 
jenigen, im  Endlichen  gelegenen  Stellen  x  hin  analytisch  fortgesetzt 
werden,  nach  welchen  hin  eine  analytische  Fortsetzung  sämmtlicher 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  von  x  =  ^  aus  möglich  ist. 
Die  Gesammtheit  dieser  Stellen  bildet  ein  zusammenhängendes,  conti- 
nuirliches  Gebiet  T,  welches  durch  die  singulären  Stellen  der  Coeffi- 
cienten, denen  sich  im  Allgemeinen  noch  die  Stelle  x  =  oo  zugesellt, 
begi-enzt  wird;  an  allen  Stellen  von  T  verhält  sich  also  auch  das  durch 
beliebige  Anfangsbedingungen  bestimmte  Integral  y(x)  regulär,  die  Sin- 
gularitäten von  y(x)  können  demnach  nur  an  der  Begrenzung 
von  T  liegen,  sie  sind  folglich  unabhängig  von  der  Wahl  der 
Anfangswerthe,  d.  h.  sie  sind  für  jedes  Integral  der  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  (A)  dieselben  (vergl.  Nr.  8). 
Wir  nennen  die  Stellen  der  Begrenzung  von  T  daiiim  die  singulären 
Stellen  der  Differentialgleichung. 

Das  in  der  Umgebung  von  x  ^  ^  definirte  Integral  y(x)  kann 
aber,  da  der  Bereich  T  ein  mehrfach  zusammenhängender  ist,  durch 
Foi-tsetzung  auf  verschiedenen  Wegen  für  jeden  Punkt  von  T  ver- 
schiedene Wei-the  annehmen.  —  Denken  wir  uns  T  durch  geeignet 
angebrachte  Querschnitte  in  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich 
T  verwandelt,  so  ist  innerhalb  T  die  durch  die  Potenzreihe 

(10)  J'^^C'^-sr 

z  =  0 

determinirte  Function  y(x)  eindeutig  bestimmt,  d.  h.  vom  Foi-tsetzungs- 
wege  unabhängig;  wir  nennen  die  Gesammtheit  der  durch  Fortsetzung 
der  Reihe  (10)  innerhalb  T  entstehenden  Wei-the  des  Integrals  y(x) 
einen  Zweig  desselben  und  bezeichnen  diesen  Zweig  etwa  durch  ^(a;). 
Setzen  wir  die  Reihe  (10)  auf  irgend  einem  in  der  unzerschnittenen 
Fläche  T  verlaufenden  Wege  l,  der  wieder  nach  x  =  ^  zurückführt, 
fort,  so  erhalten  wir  eine  gleichfalls  in  der  Umgebung  von  x  =  l 
convergirende  Reihe 

(11)  ^9:{^-iT, 
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die  im  Allgemeinen  vou  (10)  verscliieclen  ist  und  uns  nunmehr  inner- 
halb T  einen  neuen  Zweig  y(x)  der  Function  ?/(.r)  determinirt.  Diese 
Reihe  (11)  genüg*,  nach  bereits  erwähnten  analytischen  Principien, 
auch  wieder  der  Differentialgleichung  (A),  in  dem  Sinne,  dass  die 
Differentialgleichung  befriedigt  wird,  wenn  wir  für  y  die  Reihe  (11) 
einsetzen  und  für  j)^,  •  •  • ,  j)„  diejenigen  Entwickelungen  in  der  Um- 
gebung von  a;  =  I  nehmen,  die  aus  den  ursprünglichen,  für  die  Her- 
stellung der  Reihe  (10)  benutzten,  durch  Fortsetzung  auf  dem  in  T 
verlaufenden  Wege  l  hervorgehen.  Man  kann  sich  jedem  so  definirten 
Zweige  ein  über  T  ausgebreitetes  Blatt  zugeordnet  denken,  welches 
dieselben  Querschnitte  trägt  wie  T,  und  kann  dann  diese  Blätter 
längs  der  Querschnitte  so  aneinander  heften,  dass,  wenn  die  unab- 
hängige Variable  x  in  T  einen  Weg  beschreibt,  der  einen  gewissen 
Querschnitt  überschreitet,  längs  dieses  Querschnittes  gerade  jene  Blätter 
zusammenhängen,  deren  zugehörige  Zweige  auf  diesem  Wege  von  x 
in  einander  übergehen.  Auf  diese  Weise  erhält  man  also  eine  Rie- 
mann'sche  Fläche,  innerhalb  deren  die  monogene  Function  yii')  eine 
eindeutige  Function  des  Ortes  ist. 


Zweites  Kapitel. 
11.    Particuläre  Integrale.    Fundamentalsystem.    Allgemeines  Integral. 

Die  Coefficienten  der  Differentialgieicliung 

(A)  i),y/(«)  +  iJ^^t^-i)  -h  •  •  •  +l\y  =  0, 

wo  wir  unter  2)^  eine  von  Null  verschiedene  Constante  verstehen 
wollen,  können  im  Allgemeinen  innerhalb  des  Bereichs  T  mehrdeutig 
sein;  denken  wir  uns  T  durch  geeignet  angebrachte  Querschnitte  in 
einen  Bereich  E  verwandelt,  innerhalb  dessen  ^j^,  •  •  •  j)^  eindeutig, 
d.  h.  vom  Wege  unabhängig  sind  und  legen  wir  den  folgenden  Be- 
trachtungen die  Differentialgleichung  (A)  stets  in  der  Form  zu  Grunde, 
dass  wir  unter  2\,  •  •  •  P,^  gewisse  innerhalb  E  eindeutig  fixirte  Zweige 
dieser  Functionen  verstehen.  —  Der  Bereich  T  geht  dann  im  All- 
gemeinen aus  E  hervor,  indem  E  noch  weiter  durch  Querschnitte 
zerlegt  wird.  Setzen  wir  im  Punkte  a;  =  |  für  ein  Integral  y{x)  und 
seine  («  —  1)  ersten  Ableitungen  gewisse  Anfangswerthe  fest: 

(1)  !/a)  =  %.   y\^)  =  \,   •••   y'''-'Ki)  =  x-^, 

so  wird  durch  dieselben  eine  wohlbestimmte,  der  in  ihren  Coefficienten 
eindeutig  gegebenen  Differentialgleichung  (A)  genügende  Potenzreihe 
definirt;  setzen  wir  diese  innerhalb  T  fort,  so  erhalten  wir  einen  ein- 
deutig bestimmten  Integralzweig  y{x),  den  wir  als  particuläres 
Integral  der  Differentialgleichung  (A)  bezeichnen  wollen.  Ein  solches 
particuläres  Integral  ist  also  in  seinem  Verlaufe  innerhalb  T  eindeutig 
bestimmt,  wenn  seine  Anfangswerthe  für  x  =  i,  vorgeschrieben  sind. 
Denken  wir  uns  für  diese  Anfangswerthe  n  verschiedene  Be- 
stimmungen getroffen,  wodurch  also  n  verschiedene  particuläre  Integrale 
y^{x),  •  ■  •,  y„(x)  definirt  sein  mögen;  wir  wollen  diese  n  Systeme  von 
Anfangswei-then  so  wählen  (und  eine  solche  Wahl  ist  ja  offenbar  stets 
möglich),  dass  die  Determinante 

^(l)_   y'r'K^)  vi;^~'m  ■  •  •  y,(^ 


y^~'m  yir'K^)---yM 
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einen    von    Null    verschiedenen    Werth    erhält.      Alsdann    liefert    das 
System  von  n  linearen  Gleichungen 


(2) 


l^.-i  =  <^'xtfr'\^)  +  C2?4"~"(^)  +  •  •  •  +  ^„?/!r"'^(^). 


wohlbestimmte  endliche  Werthe  für  die  n  Unbekannten  c^,  c.,,  •  •  •  c^  5 
der  Ausdruck 

(3)  c^y,(p^  +  c^y^O»)  H h  cj/,X^) 

stellt  also  eine  innerhalb  T  eindeutig  gegebene  Function  dar,  die  für 
X  =  i,  mit  ihren  («  —  1)  ersten  Ableitungen  die  Werthe  ri^^,  ^j^,  •  •  ■  'r]^_^ 
annimmt.  Da  die  c^,  •  •  •  c^  von  x  unabhängig  sind,  genügt  der  Aus- 
druck (3)  offenbar  der  Differentialgleichung  (A),  er  stellt  also  ein  parti- 
culäres  Integral  derselben  dar,  welches  dieselben  Anfangsbedingungen 
erfüllt  wie  y{pc),  es  muss  folglich  mit  y{x)  identisch  sein,  d.  h.  jedes 
particuläre  Integral  der  Differentialgleichung  (A)  lässt  sich 
durch  particuläre  Integrale,  für  welche  die  Determinante  zJ 
der  Anfangswerthe  nicht  verschwindet,  homogen  und  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  darstellen.  Wir  nennen  den  Inbe- 
griff solcher  n  particulären  Integrale  ein  Fundamentalsystem  und 
y^{x),  ■  ■  -,  y^i^ic)  die  Elemente  desselben;  den  Ausdruck 

y  =  u,y^{x)  +  u.^y,^{x)  -\ h  u.j^^i^x), 

worin  h^,  u^,  •  •  •,  «^  willkürliche  Constanten  bedeuten,  und  der  also 
durch  Specialisirung  dieser  Constanten  jedes  beliebige  particuläre  Inte- 
gral darzustellen  vermag,  nennen  wir  das  allgemeine  Integral  der 
Differentialgleichung  (A). 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  die  Eigenschaft  des  Systems  der 
n  Integrale  y-^(x\  •  •  •,  y^^{x),  ein  Fundamentalsystem  zu  sein,  unabhängig 
ist  von  der  Wahl  des  Anfangspunktes  x  =  ^.  Zu  dem  Ende  haben  wir 
nur  nachzuweisen,  dass  die  Determinante 

für  alle  Punkte  des  Bereichs  T  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat. 
Aus  den  Gleichungen: 

iv/:^  +  i\y^:-~'^  H h  pjj,  =  0     (-=1, 2, ...  n) 

folgt  in  der  That: 

(4)  |)^  :2\:---:  l\^  =  z/(a:-)  :  z/j  (a;)  :  •  •  •  :  z/J;r) 


30  I.  Allgemeine  Grundlagen  der  Theorie.     Kapitel  2. 

WO  A,  {x)  die  Determiuaute  aus  deujenigen  Elementen  des  rechteckigen 
Systems 

yJy.)  (/.  =  «,  («-1),-- 1,0  j 

bedeutet,  welche  übrigbleiben,  wenn  man  die  ;f^^  Verticalreihe  weglässt. 
Also  ist: 

und  folglich,  wenn  wir  i^^  =  1  nehmen: 

d  log  z/(a;) 

^1  ""         dx       ' 
oder 

^{x)  =  Ce  ; 

in  dieser  Gleichung  ist  C  eine  Constante,  die  wegen 

einen  von  Null  verschiedenen,  nur  von  der  Wahl  der  Anfangswerthe 
abhängigen  Werth  besitzt.  Für  einen  Punkt  x,  in  dessen  Um- 
gebung sich  die  Function  jj:)^  regulär  verhält,  ist  demnach  /l{x) 
endlich  und  von  Null  verschieden,  das  ist  also  in  allen  Punkten 
des  Bereichs  T  der  Fall,  wir  schliessen  hieraus,  dass  die  Eigenschaft 
^articulärer  Integrale  y^(x),  •••  y^ix)  ein  Fundamentalsystem 
zu  bilden,  nicht  nur  unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  Aus- 
gangspunktes I,  sondern  dass  diese  Eigenschaft  auch  erhalten 
bleibt,  wenn  wir  y-^{x)  •  •  •  y^{x)  auf  irgend  welchen  innerhalb 
T  verlaufenden  Wegen  fortsetzen. 

Wenn  wir  ein  particuläres  Integral  y(x)  auf  Wegen  fortsetzen, 
die  ganz  innerhalb  des  Bereichs  E  verlaufen,  so  sind  die  so  entstehenden 
innerhalb  T  eindeutig  definirten  Zweige  auch  wieder  pai-ticuläre  Inte- 
grale der  Differentialgleichung  (A);  bezeichnen  wir  irgend  (n  +1) 
solcher  Zweige  mit 

(1)  (2)  (n  +  l) 

y(x),     y{x),  •  ■  .  y(x), 

so  ist  jede  dieser  Functionen  in  der  Fonn 

{y-)  i-'C)  (z)  (z) 

y(x)  =  C^y^  {X)  -f  C^^)  H h  C„?/„(^')  (X  =  1,  2,  . . .  n+  1), 

wo  die  c^  Constanten  bedeuten,  darstellbar;  hieraus  folgt  durch  Elimi- 
nation der  y^{x),  •  •  •  y^{x)  eine  homogene  lineare  Relation  mit  con- 
stanten  Coefficienten  zwischen  jenen  (w  -|-  1)  Zweigen;  d.  h.: 

Zwischen  je  (w  -f-  1)  Zweigen,  die  aus  einem  Integral  y{x) 
der  Differentialgleichung  (A)  hervorgehen  durch  Fortsetzung 
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auf  Wegen,  für  welche  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung eindeutig  bleiben,  besteht  eine  homogene  lineare 
Relation  mit  constanten  Coefficienten. 


12.    Andere  Definition  des  Fundamentalsystems.     Verhalten  bei 
einem  Umlauf.     Lineare  Substitution. 

Die  Definition  eines  Fundamentalsystems  lässt  sich  auch  in  eine, 
für  manche  Untersuchungen  besonders  geeignete  Form  bringen,  die 
vor  der  bisher  zu  Grunde  gelegten  den  Vorzug  hat,  dass  sie  nur  von 
den  Integralen  y^{x),  y.^ipc),  •  •  •  ^„(a)  selbst,  nicht  auch  von  den  Ab- 
leitungen derselben  Gebrauch  macht.     Wir  behaupten  nämlich: 

Die  11  particulären  Integrale  Z^(x),  z^{x),  •  •  •  ^„(a")  bilden 
dann  und  nur  dann  ein  Fundamentalsystem,  wenn  sie  linear 
unabhängig,  d.  h.  so  beschaffen  sind,  dass  zwischen  denselben 
keine  homogene  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten 

(5)  c^z^{x)  +  c,^z,{x)  +  •  •  •  +  oj^{:x)  =  0 

besteht,    in    der    nicht    alle    Coefficienten   q,  c.,,  •■•  c„    gleich 
Null  sind. 

Zunächst  ist  sofort  ersichtlich,  dass  ^i(.x),  •••  ^«(a;)  kein  Funda- 
mentalsystem bilden  können,  wenn  eine  Gleichung  von  der  Form  (5) 
besteht;  denn  durch  Differentiation  von  (5)  folgi 

(6)  c,4^)(^0  +  c,4-)(^)  +  •  •  •  +  cj^Kx)  =  0, 


wo 


4^'w  =  ^^'     e:K..") 


dx 


und  die  n  Gleichungen,  welche  aus  (G)  für  jt  =  0,  1,  •  •  •  w  —  1  hervor- 
gehen, lassen  sich  bekanntlich  nur  dann  durch  nicht  sämmtlich  ver- 
schwindende Werthe  der  c^,  c,„  •  •  •  c^^  befriedigen,  wenn  die  Deteiini- 
nante  dieser  Gleichungen 

7)(*)  =  I  .t>(x)  I     Czi'j::::-,) 

gleich  Null  ist;  dies  kann  aber,  wie  wir  (S.  30)  bewiesen  haben,  für 
keinen  Punkt  des  Bereichs  T  stattfinden,  wenn  2j^(x),  z.^(x),  •  •  •  2^^(x) 
ein  Fundamentalsystem  bilden. 

Sei  nun  umgekehrt  vorausgesetzt,  dass  eine  Relation  von  der 
Form  (5)  nicht  stattfinden  könne,  dann  denken  wir  uns  die  Integrale 
z^{x),  2.^(x),  ■  '  •  .5rJ.«)  durch  die  Elemente  «/^(a:),  y.-^{x),  ■  •  •  ?/,/.<■)  eines 
Fundamentalsystems  dargestellt,  also 
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a) 


Die  Determinante 

1«,,    I  (/,A  =  1,2,...«) 

der  Constanten  Coefficienten  in  den  Gleieliungeu  (7)  muss  dann  von 
Nnll  verschieden  sein,  da  aus  dem  Verschwinden  dieser  Determinante 
das  Bestehen  einer  homogenen  linearen  Beziehung  zwischen  den  z^{x), 
z^{x),  •  •  •  z^{x)  mit  Constanten  Coefficienten  folgen  würde.  DifPeren- 
tiiren  wir  nunmehr  die  Gleichungen  (7)  (w  —  l)-mal  nach  -x,  so 
ergiebt  sich  aus  dem  Multiplicationstheorem  der  Determinanten  die 
Gleichung 

(8)        i4r'W|  =  h,.|  l#wi      (ii5';:-::L,)' 

es  kann  also,  da  y^{x),  y.->{x),  •  •  •  ?/^^(a')  ein  Fundamentalsystem  bilden 
und  folglich 

1  #'(■■'■)  1 

für  jeden  innerhalb  T  gelegenen  Werth  von  x  von  Null  verschieden 
ist    auch 

I  -'?'(.-)  1 

für  keinen  Punkt  von  T  verschwinden,  d.  h.  es  sind  s^{x),  ^^(x),  •••  z^^{x) 
die  Elemente  eines  Fundamentalsystems. 

Aus  dem  Gange  des  Beweises  folgt  auch  sofort,  dass  die  Elemente 
irgend  zweier  Fundamentalsysteme  durch  Gleichungen  von  der  Form  (7) 
mit  einander  verknüpft  sind,  für  welche  die  Detenninante 

I  «/A  I 
des   Coefficientensystems   einen  von   Null  verschiedenen  Werth   besitzt. 
Die  Umkehrung  dieser  Bemerkung  ist  ein  besonderer  Fall  des  folgenden 
Satzes: 

Ist  y^{x),  y^ipc),  •  •  •  yX^)  ®i^  beliebiges  Fundamentalsystem, 
und  sind  v^x),  v^x),  •  •  •  v^J^x),  (m^n),  lineare  homogene  Func- 
tionen mit  Constanten  Coefficienten  von  irgendwelchen  in  Ele- 
menten y^x),  y^x),  •  •  •  y^^x)  desselben: 

(9)  vj,x)  =  a^^y^x)  -f  a^^y^Xx)  H h  «^,„2/„X-^')> 

(;i==l,  2,--  m) 

von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Determinante  der  Coefficienten 
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nicht  verschwindet,  so  bilden  auch 

^'iC-^');  •  •  •  -^^ (•*•);  y,n+i(^), '  •  •  «/„(*■) 

ein  Fundamentalsystem. 

Bestünde  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

(10)  c^v^ix)  +  c^v^(,i)  +  •  •  •  +  c,„^;,X.^O  +  ^,,+,2/,„+,(^')  -f  •  •  • 

wo  die  Ci,  c^y  '  '  '  ^n  Constanten  bedeuten,  die  nicht  sämmtlich  gleich  Null 
sind,  so  würde  aus  dieser  Gleichung,  indem  man  für  die  'i\{x)^  •  •  •  v^^^(x) 
ihre  Ausdrücke  aus  den  Gleichungen  (9)  substituirt,  eine  homogene 
lineare  Beziehung  zwischen  den  Elementen  y^{x),  •••  y^(x)  des  ge- 
gebenen Fundamentalsystems  folgen,  es  müssten  also  die  sämmtlichen 
Coefficienten  dieser  Beziehung  verschwinden,  d.  h.  es  müssten  die 
Gleichungen 

m 

(11)  ^''.«..  =  0         (-i.v-.o, 

(12)  Wi  =  ^'     •••'     '>^  =  ^' 

bestehen;  die  Gleichungen  (11)  könnten  aber  nur  dann  durch  nicht 
verschwindende  Werthe  der  c^,  c^,  •  •  •  c^^  befriedigt  werden,  wenn 
gegen  die  Voraussetzung 

gleich  Null  wäre.  Die  Bedingung,  dass  diese  Determinante  nicht 
verschwindet,  ist  offenbar  gleichbedeutend  damit,  dass  zwischen  den 
■^1  (^0?  *  ■  ■  '^m  (-^O  ^^eine  homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten 
Coefficienten  stattfindet. 

Lassen  wir  die  unabhängige  Veränderliche  x  irgend  einen  geschlos- 
senen Weg  beschreiben,  der  ganz  innerhalb  des  Bereiches  E  verläuft, 
d.  h.  also  einen  geschlossenen  Weg,  auf  welchem  die  Coefficienten  der 
Diä'erentialgleichung  zu  ihren  Ausgangswerthen  zurückgeführt  werden,  so 
gehen,  wie  wir  (S.  30)  gezeig-t  haben,  die  Elemente  l/j^{x),  y.^{x),  •  ■  ■  y^^ipc) 
eines  Fundamentalsystems  in  die  Elemente  y-^(x),  y^(x),  ■  ■  •  y^^(x)  eines 
anderen  Fundamentalsystems  über.  Es  bestehen  also  (nach  S.  30,  31) 
zwischen  den  w  ursprünglichen  Functionen  und  den  n  aus  ihnen  durch 
den  Umlauf  hervorgegangenen  die  Gleichungen 

(13)  2/^(*-)  =  «,i?/i (*•)  +  «;,,?/, (^•)  H h  o^yjS^)       (^  =  '' ' ■■■  "^' 

wo  die  a,.  Constanten  bedeuten,  deren  Determinante 
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I  a    .1  (z,t  =  l,2.--n), 

nicht  verschwindet.  Wir  bezeichnen  die  durch  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  (13)  dargestellte  mit  den  y^^{x),  y^^ipc),  ■■■  y^X^)  vor- 
zunehmende Rechnungsoperation  als  eine  auf  das  Functionssystem 
yA:ic),  ■  ■  ■  y  (x)  ausgeübte  lineare  Substitution  mit  den  Coefficienten 
a_  .,  und  die  Determinante  [  a^.  \  als  die  Determinante  dieser  Sub- 
stitution; dann  können  wir  also  sagen: 

Die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  der  Differential- 
gleichung (A)  erfahren  bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  der 
unabhängigen  Yeränderlichen,  der  die  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung ungeändert  lässt,  eine  lineare  Substitution 
mit  nicht  verschwindender  Determinante. 

Die  genauere  Untersuchung  des  Verhaltens  eines  Fundamental- 
systems bei  solchen  geschlossenen  Umläufen  der  unabhängigen  Varia- 
bein wird  den  Gegenstand  des  dritten  Abschnittes  bilden. 


Zweiter  Abschnitt. 
Formale  Theorieeii. 

Erstes    Kapitel. 
13.    Analogie  mit  den  algebraiseh.en  Gleichungen. 

Wir  haben  im  vorhergehenden  Abschnitte  erkannt,  dass  sich  das 
allgemeine  Integral  einer  homogenen  linearen  Diiferentialgleichmig 
M*®""  Ordnung  (A),  deren  Coefficienten  in  einem  Bereiche  E  eindeutig 
definirte  Functionen  von  x  sind,  als  Summe  der  mit  willkürlichen 
Constanten  multiplicirten  n  Elemente  eines  Fundamentalsystems  dar- 
stellt, dass  also  durch  Angabe  von  n,  ein  Fundamentalsystem  constitui- 
renden  particulären  Integralen  die  Gesammtheit  aller  Lösungen  der 
Differentialgleichung  (A)  als  bestimmt  angesehen  vrerden  kann.  — 
Der  Umstand,  dass  die  Anzahl  n  dieser,  die  allgemeine  Lösung  bestim- 
menden Elemente  mit  der  Ordnung  der  Differentialgleichung  überein- 
stimmt, bedingt  eine  gewisse  Analogie  zwischen  den  linearen  homogenen 
Differentialgleichungen  und  den  algebraischen  Gleichungen,  bei  denen 
ja  die  Anzahl  der  Lösungen  gleich  dem  Grade  der  Gleichung  ist.  Diese 
Analogie  wurde  schon  sehr  früh,  zuerst  von  Lagrange  bemerkt,  und 
sie  hat  wiederholt  als  Ausgangspunkt  für  schöne  und  wichtige  Unter- 
suchungen über  lineare  Differentialgleichungen  gedient.  Von  den  älteren 
Arbeiten,  die  in  dieser  Richtung  liegen,  seien  die  Abhandlungen  von 
Lag  ränge,  Libri  und  Sturm,  von  den  neueren  die  der  Herren 
E.  Brassine,  Christoffel,  Frobenius,  Thome,  Appell  genannt. 

Ebenso  wie  die  Coefficienten  einer  algebraischen  Gleichung  sich 
als  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  derselben  darstellen  lassen, 
gelingt  es,  einen  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  eines  Funda- 
mentalsystems und  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  herzu- 
stellen. Wenn  man  über  die  Coefficienten  einer  algebraischen  Gleichung 
n^^  Grades  keine  näheren  Bestimmungen  trifft,  etwa  nur  voraussetzt, 
dass  sie  Functionen  einer  Variabein  x  sind,  die  sich  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  x  =  ^    regulär  verhalten,  so   bilden  ihre  n  Lösungen   ein 

'S* 
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System  von  n  ganz  beliebigen  Functionen,  beziehungsweise  wenn  die 
Coefficienten  sclileclithin  als  Consfcante  angesehen  werden,  ein  System 
von  n  ganz  beliebigen  constanten  Grössen.  Auf  solche  bezieht  sich 
also  die  ganze  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  und  sogar  der- 
jenige Theil  der  Galois 'sehen  Untersuchungen,  der  von  der  Annahme 
eines  bestimmten  Rationalitätsbereiches  für  die  Coefficienten  der  Gleichung 
unabhängig  ist.  Ein  grosser  Theil  der  auf  die  Analogie  mit  den  alge- 
braischen Gleichungen  gegründeten  Sätze,  die  sich  auf  lineare  homo- 
gene Differentialgleichungen  beziehen,  über  deren  Coefficienten  keine 
speciellen  Voraussetzungen  getroffen  sind,  kann  ebenso  auch  als  für 
beliebige  Systeme  von  n  Functionen  geltend  aufgefasst  werden.  Wir 
werden  hier  zuerst  die  der  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  ana- 
logen Sätze  und  dann  die  der  Zerfällung  einer  ganzen  rationalen  Func- 
tion in  Linearfactoren  entsprechenden  Sätze  entwickeln,  soweit  wir 
dieselben  für  die  späteren  functionentheoretischen  Untersuchungen 
nöthig  haben.  Eine  weitere  Verfolgung  der  Analogie  zwischen  alge- 
braischen Gleichungen  und  linearen  Differentialgleichungen,  bei  welchen 
hauptsächlich  auch  Gesichtspunkte,  die  den  Galois 'sehen  Untersuchungen 
über  die  Gruppe  einer  algebraischen  Gleichung  nachgebildet  sind,  in 
Frage  kommen,  wird  in  einen  der  folgenden  Abschnitte  aufgenommen 
werden. 

14.    Determinante   eines   Systems  von  Functionen.     Differential- 
gleicliung  für  ein  System  von  u  linear  unabhängigen  Functionen. 


Seien  y^,  ^^ 


y    n  Functionen   von  x,   die  sich  in   einer  ge- 


wissen Umgebung  U  der  Stelle  a;  =  |  regTilär  verhalten,  und  für  welche 
die  Determinante 

^(^i;  y„  •  •  •  yj  =  I  tf  "'^  I       (-,^=i,2-«), 

die  wir  als  die  Determinante  des  Functionssystems  bezeichnen 
wollen,  an  keiner  Stelle  der  Umgebung  U  von  x  =  |  verschwindet. 
Dann  genügen  diese  n  Functionen  offenbar  der  in  ij  homogenen  linearen 
Differentialo'leichuno-  1^*^''  Ordnuntf 


(1) 


^  {y,  ?/p  y,  ■  •  •  yj 


y  y  t^ 
^1  y[  y[' 
y.,  y'>  yi^ 


yn  y.  y\, 


•  y 


yin) 


die  wir,  nach  den  Ableitungen  von  y  geordnet,  in  der  Form: 
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oder 

(2)  P(y)  =- (- 1)" ^'^y^\ . '. 'y^  - y'''  +  i\y''^-'^  +  -  +  j>.y - o 


sc 


hreiben,  avo  also 


(3)  W     =(—1)     --rTT ^  0«  =  0,1,--«, 

^  ^  ix      V       ;   D{yi,V2---yn) 

imd  D.^ijl^,  y^  '  '  '  V„)  ^^^  ^^^^  Elemente  ?/(«  — '^)  gehörige  Subdetermi- 
naute  von  i^O/,  ^i?  ^^  •••  2/„)  bedeutet.  Die  Coefficienten  2\,  '  '  '  P,i 
dieser  Differentialgleichung  verhalten  sich  in  der  Umgebung  U  der 
Stelle  r^"  =  I  regulär  ^  weil  zufolge  unserer  Voraussetzung 

und  aus  eben  diesem  Grunde  constituiren  y^,  y.^  '  '  '  11^  ^^^^h  ein  Fun- 
damentalsystem derselben.  Das  letztere  ist  so  zu  verstehen.  Denken 
wir  uns  in  die  Ausdrücke  (3)  für  y^,  •  •  •  y^  und  die  successiven  Ab- 
leitungen dieser  Functionen  ihre  Entwickelungen  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  x  —  |  eingesetzt^  so  erhalten  wir  für^)^,  "'  P»  ®^^^  System 
gewöhnlicher  Potenzreihen,  aus  denen  ein  System  von  n  wohlbestimmten 
Functionen  entspringt;  für  diese  Functionen  mögen  die  Bereiche  T,  E, 
T  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  den  Nrn.  11,  12  (S.  26 — 28),  dann 
lässt  sich,  wenn  wir  unter  p^,  j),,  •  •  •  p^^  die  aus  den  ursprünglichen 
Entwickelungen  durch  Fortsetzung  innerhalb  E  entstandenen  eindeutig 
determinirten  Zweige  verstehen,  jede  innerhalb  T  eindeutig  bestimmte 
Particularlösung  der  Differentialgleichung  (2)  als  homogene  lineare 
Function  mit  constanten  Coefficienten  der  innerhalb  T  eindeutigen 
Zweige  des  Functionssystems  y^,  y^,  •  •  •  y^^  darstellen.  —  In  diesem 
Sinne  sind  auch  alle  folgenden  Erörterungen  aufzufassen;  wir  Averden 
dies,  wo  kein  Missverständniss  zu  befürchten  ist,  nicht  immer  besonders 
hervorheben. 

Wenn    die    Determinante    des    Functionssystems   y^   .  .  .   y^^  iden- 
tisch Null  ist, 
(4)  ^^(?/,,  •••?0  =  0, 

und  es  bedeuten  i^,  i,,,  .  .  .  i^  irgend  welche  v  verschiedene  der  n  Zahlen 
1,  2,  ...  «,  der  Grösse  nach  geordnet,  so  muss  es  eine  positive  ganze 
Zahl  m  <-  n  —  1  geben  von  der  Beschaffenheit,  dass  von  den  n^  De- 
terminanten 

für  V  =  m  wenigstens  eine,  etwa 

(ö)  J)(yv  y,---  yJ: 
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von  Null  verschiedeu  ist,  während  für  v  >  m  noch  sämmtliche  n^^  iden- 
tisch verschwinden.     Dann  folgt  aus  den  n  —  m  Gleichungen 

^iVv    y-2---    Vmy    ym  +  y)  =  ^  {.  ==  1,  2,  ■  ■  ■  ^T:^,)  , 

dass  V    ,    ,  w    ,,,•••■?/    der  linearen  homogenen  Differentialo-leichung 

•';n-)-l         '"  +  -  " 

Wi*^"^  Ordnung 

(T)  i>(2/,  2/i,  y,  ■■■  yJ  =  o 

genügen,  von  der  ij^,  y.^  ■  ■  ■  y^^^  ein  Fundamentalsystem  constituiren,  weil 

^{y,,y,,  •••j/J  +  o. 

Folglich  bestehen  die  Gleichungen 

(8)         2/,„  +  ,  =  c^i2/i  +  c.^,y,  H h  ^.JJ,„         0^=1,2. -^rr^), 

wo  die  c_  .  Constanten  bedeuten,  d.  h.: 

Wenn  die  Determinante  des  Functionssystems  y^,  ^2  •  •  •  y,^ 
identisch  verschwindet,  so  besteht  zwischen  diesen  n  Func- 
tionen mindestens  eine  homogene  lineare  Beziehung  mit  con- 
stanten  Coefficienten.  Wenn  also  die  n  Functionen  y^,  ■  ■  ■  y^^ 
linear  unabhängig  sind,  d.  h.  keiner  homogenen  linearen 
Gleichung  mit  constanteu  Coefficienten  Genüge  leisten,  so 
verschwindet  ihre  Determinante  D{iJ-^,  ■■■  yj  nicht  identisch. 

Dieser  Satz  befindet  sich  in  Übereinstimmung  mit  dem  in  Nr.  12, 
(S.  31)  bewiesenen  Satze,  dass  11  particiüäre  Integrale  der  Differential- 
gleichung (A)  ein  Fundamentalsystem  bilden,  wenn  sie  linear  unab- 
hängig sind.  Wir  können  jetzt  in  der  zu  Anfang  dieser  Nummer 
durchgefühi-ten  Betrachtung  die  Bedingung 

^(^1,  h  '■•  2/J  +  O; 
durch    die    Forderung    der    linearen   Unabhängigkeit    der    Functionen 
2/1  j  V-i  ■  ■  ■  Vn  einsetzen  und  sagen: 

Die  n  linear  unabhängigen  Functionen  y^  -  -  •  y^  bilden  die 
Elemente  eines  Fundamentalsystems  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  n^^  Ordnung,  deren  Coefficienten  sich 
in  der  Umgebung  jeder  Stelle  ^  =  |  regulär  verhalten,  für 
welche  y^,  y.,  ■  ■  ■  y„  selbst  regulär  sind  und  die  Determinante 
dieses  Functionssystems  von  Null  verschieden  ist. 

15.    Invariante  Functionen  einer  gegebenen  Differentialgleichung. 
Der  AppelPsche  Satz. 

Gehen  wir  umgekehrt  von  einer  linearen  Differentialgleichung 
(A)  P iy)  =  yin)  _|_ ^,^^(« - 1)  _|_  .  .  .  _|_  j,^,j  _  0 
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ans,  und  bedeuten  y^,  y.^  '  '  '  V,,  ^^^  Elemente  eines  Fundamentalsystems 
derselben,  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

i'iy.)  =  y^:^  +p,y^:~'^  H ^pj,  =  o       0^=1,2,...»), 

die  Ausdrücke  (3)  für  die  Coefficienten  und  die  Darstellungen  (1),  (2) 
für  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung. 

Die  Differentialgleichung  ist  also  durch  Angabe  eines  Systems  von 
u  linear  unabhängigen  Lösungen  derselben  vollkommen  bestimmt;  d.  h. 
wenn  diese  Lösungen  zugleich  noch  eine  andere  lineare  homogene 
Differentialgleichung  li*^'  Ordnung 

Q(y)  =  %y"'^  +  a,y^"~'^  +  •  •  •  +  <ijj  =  o 

befriedigen,  so  muss  dieselbe  mit  (A)  identisch  sein,  also 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  der  einfache  Satz,  dass  eine 
lineare  homogene  Differentialgleichung  mit  eindeutigen  Coef- 
ficienten, die  mehr  linear  unabhängige  Integrale  besitzt  als 
ihre  Ordniingszahl  beträgt,  identisch  verschwinden  muss. 

Sind  z^,  s^,  ■  ■  ■  2^^  die  Elemente  eines  zweiten  Fundamentalsystems 
der  Differentialgleichung  (A),  also 

(9)  Vi  =  «Ai-^'i  +  ^;.2^2  H h  'hJu^ 

wo  die  ci^.  Constanten  bedeuten,  für  welche 

I   (i^.  I  4"  0  ß,  1  =  1,2  ■■■n), 

SO  ist  nach  dem  Multiplicationstheorem  der  Determinanten 

(10)  njy^,  y,  .  .  .  yj  =  I  a^^  \  B.^^^,  ^2  '  '  '  O       (^  =  0,1,  ...,0, 

während  die  Quotienten  dieser  Determinanten,  d.  h.  die  Coefficienten 
j)^,  ■  •  ■  21^,  beim  Uebergange  von  einem  Fundamentalsystem  zu  einem 
anderen  ganz  ungeändert  bleiben.  —  Diese  invariante  Natur  der  De- 
terminanten D^  können  wir  auch  noch  in  Evidenz  setzen,  wenn  wir 
beachten,  dass,  wie  bereits  früher  (S.  30)  bewiesen  wurde  und  überdies 
auch  aus  den  Gleichungen  (3)  für  %  =  1  unmittelbar  hervorgeht: 

(11)  D(y^  .  . .  yj  =  (-  lyn^iy^.-.yj  =  C-  e^f'^'^ 
C  eine  Constante,  so  dass  sich  also 

(12)  I)^  (y^ . . .  yj  =  (-  1)"  C-p.y  c-f'^'^ 

ergiebt.  Diese  Darstellung  der  Determinanten  Z)^,  in  Verl)indung  mit 
der  durch  die  Gleichungen  (10)  ausgedrückten  Invarianteneigenschaft 
derselben,  leitet  uns  zu  dem  folgenden  allgemeinen,  von  Herrn  Appell 
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aufgestellten  Satze,  der  gleichsam  als  Analogon  des  Satzes  von  den 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
angesehen  werden  kami: 

Jede  ganze  rationale  Function  der  Elemente  y^,  -  -  ■  y^  eines 
Fundamentalsystems  und  ihrer  Ableitungen,  die  sich  nur  mit 
einem  von  Null  verschiedenen  constanten  Factor  multiplicirt, 
wenn  y^,  y.^  •  ■  '  y^  durch  die  Elemente  s^,  z^_-  •  ■  s^  eines  anderen 
Fundamentalsystems  ersetzt  werden,  ist  gleich  einer  ganzen 
rationalen  Function  der  Coefficienten  ^)^,  jj^  •  •  ■  i^,^  der  Diffe- 
rentialgleichung und  ihrer  Ableitungen,  multiplicirt  mit  einer 
Potenz  der  Grösse 

Sei  F  die  gegebene  Function,  wir  wollen  sie  eine  invariante 
Function  nennen,  so  muss  dieselbe  zufolge  der  Voraussetzung  bis  auf 
einen  constanten  Factor  imgeändert  bleiben,  wenn  man  die  y^,y.,  ■  •  ■  y^ 
irgendwie  permutii-t;  sie  enthält  folglich  die  Ableitungen  aller  ^/j ,?/.,•••  2/„ 
bis  zu  gleich  hoher  Ordnung.  Sei  r  diese  Ordnung,  so  .soll  also  die 
Gleichung: 

(13)  FUj,,  .  .  .  ?/('-);  .  •  . ;  y ,,  ■  ■  ■  y^r)  =  H-  F(,^,  •  •  •  4');  •  •  •;  0^,  •  •  •  4'")) 
bestehen,  wo  H  eine  Constante  bedeutet,  wenn  die  2n  Functionen 
!/i  •  •  •  V„7  "1  *  ■  ■  ^n  durch  die  Gleichungen  (9)  mit  einander  verknüpft 
sind.  Die  Constante  H  kann  nur  von  den  Coefficienten  a^.  der  linearen 
Substitution  (9)  abhängen  und  ist,  da  F  eine  ganze  rationale  Function 
seiner  Argumente  bedeuten  soll,  eine  ganze  rationale  Function  dieser 
Coefficienten.  H  ist  von  Null  verschieden,  sobald  ^■^,  ^.,  •  •  •  z^  ein 
Fundamentalsystem  constituiren,  d.  h.  sobald 

es  kann  sich  also  H,  nach  bekannten  in  der  Algebra  der  linearen  Trans- 
formationen oft  gebrauchten  Schlüssen,  nur  durch  einen  von  den  a.. 
unabhängigen  numerischen  Factor  x  von  einer  Potenz  der  Substitutions- 
detenninante  d  unterscheiden,  d.  h.  es  ist: 

Um  diesen  numerischeu  Factor  jc  zu  bestimmen,  wollen  wir  die  k,  . 
specialisiren;  wählen  wir 

u^.  =  0  für     A  =]=  i, 

a..  =  1  (/  =  i,2- ■•«)^ 

so  ergiebt  sich  x  =  1 ;  die  für  (Ue  Function  F  vorausgesetzte  Beziehung 
(13)  reducirt  sich  also  auf  die  Form: 
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(14)     F{y^, .  •  •  ^M-, .  •  •;  y„,  ■  ■  •  #)  =  8-F{z^,  ■  •  •  4')-,  •  •  •;  ^„,  •  •  •  z^;;^). 

Man  denke  sicli  nun  diejenigen  Ableitungen  der  y.^  und  z,^,  deren 
Ordnungszahl  grösser  ist  als  n  —  l,  Termöge  der  Differentialgleicliung 
durch  die  Ableitungen  bis  zur  {n  —  1)*®"  Ordnung  und  die  Coefficienten 
P  ■,  P;  •  •  •  Pn  ^^^^  deren  Ableitungen  ausgedrückt,  dann  wird  die  Glei- 
chung (14)  in 

(15)  (^(^,r-?/r^v-;?/.r"?/!r-^o='^'"f^(^ir-^i"-^v-;^„.-^!r^') 

übergehen^  wo  jetzt  G  eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argumente 
bedeutet,  deren  Coefficienten  noch  von  den  p^,  •  •  •  p^^  und  ihren  Ab- 
leitungen abhängen. 

Nun  ist  aber  nach  (10) 

also  genügt  der  Quotient: 

g(ii   ■■■  «("-^)-  ■•••  «    ••■  i/"-^)) 

(16)  -^"  -;-z,.v.;:;;...  --"^^--^^-"^-^^^-^■-") 

der  Gleichung 

(17)   i^(//, •••?/<"-'';•••;!/„•••  ^;r-'')  =  ^(^r-^r^V";^„-^!r'0- 

Sei  nun  x  =  i  eine  Stelle,  an  der  sich  die  Integrale  y^,  •  •  •  y^^  der 
Difi'erentialgleichung  (A)  regulär  verhalten;  dann  hat  I){y^,  ••:'/„)  an 
(heser  Stelle  einen  von  Null  verschiedenen,  also  Sl  einen  endlichen  und 
bestimmten  Werth  <i^j.  Da  z^  ■  •  •  z^  ein  beliebiges  Fundamental- 
system darstellt,  können  wir  die  Werthe  der  z^---  z^  und  ihrer  («  —  1) 
ersten  Ableitungen  im  Punkte  ,r  =  |  ganz  willkürlich  vorschreiben  (vergl. 
Nr.  11),  wenn  nur  die  Determinante  B  {z^,  z^  •  •  •  zj  für  x  =  ^  einen 
nicht  verschwindenden  Werth  erhält;  setzen  wir  also  x  =  t,  in  die 
Gleichung  (17)  ein,  so  besagt  dieselbe,  dass  die  Function  5i  einen  unver- 
änderlichen bestimmten  Werth  ^^  annimmt,  wenn  man  ihren  Argumenten 
^^  .  . .  4»  — 1)|  ,  .  .|  ^^  .  .  .  4"  —  ^)  ganz  willkürliche  nur  durch  eine  Un- 
gleichheitsbedingung beschränkte  Wei-the  beilegt.  Also  muss  il  von 
seinen  Argumenten  ganz  unabhängig  sein,  es  kann  folglich  nur  von  den 
Coefficienten  von  G,  d.  h.  von  den  j|9^  •  •  •  p^^  und  ihren  Ableitungen 
abhängen  und  zwar  ist  es  offenbar  eine  ganze  rationale  Function  K 
dieser  Grössen.     Demnach  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (16) 

^H!/,  ■  ■  ■  !/i"-^^;  •  •  •;  y,r-- vT'')  =  (^(2/1  •  •  •  v,))'" •  ^ 

oder 

F{y^  .  .  .  ^/W;  .  .  .;  y^^---  ^/M)  =  c-K'  e-">ß-^''-% 

c  eine  Constante.    AVenn  r  =  «  —  1,  so  ist  K  eine  Constante,  also  die 
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Function  F,  abgesehen   von  einem  constanten  Factor^   eine  blosse  Po- 
tenz von 

ist  dagegen  r  <  «  - —  1 ,  so  reducirt  sich^  wie  mau  leicht  einsieht,  eine 
Function  F  von  der  verlangten  Beschaffenheit  auf  eine  Constante. 


1().    Gemeinsame  Lösungen  linearer  Differentialgleichtingen. 

Ebenso  wie  man  in  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen 
auf  die  Betrachtung  der  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  eine 
Theorie  der  Elimination  gründet,  lassen  sich  die  analogen  Probleme 
der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  Hülfe  der  in- 
varianten Functionen  eines  Fundamentalsystems  behandeln. 

Die  Frage  nach  den  gemeinschaftlichen  Lösungen  zweier  algebra- 
ischer Gleichungen  findet  ihr  Analogon  in  der  Frage,  ob  zwei  gegebene 
lineare  Differentialgleichungen  Integrale  mit  einander  gemein  haben. 

Es  seien  also  die  beiden  linearen  homogenen  Differentialgleichungen 

(A)  T{:y)   =jy/")    -\- p,u^^-'^    +•••+i^,//    =0, 

(B)  P^(^)  =j,^^y(".)  +^,^^^K-^)  +  .  .  .  J^p^^^^y  =  0 

vorgelegt,  wo  wir,   da   dies  für  die  folgenden  Untersuchungen  zweck- 
mässig ist,   die  Coefficienten  der  höchsten  Ableitungen  auch  als  Func- 
tionen von  X  ansehen  wollen,  und  möge,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren, 
n  —  n^  =  m^  ^  0 

vorausgesetzt  werden.  —  Wir  fragen  nach  der  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Differentialgleichungen  (A) 
und  (B)  particuläre  Integrale  mit  einander  gemein  haben.  —  Seien 

die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  von  (B),  so  ist  jedes  Integral 
von  (B)  in  der  Form 

Ci?/i  +  c.2ll.>  -\ h  c,,^y„^ 

darstellbar;  soll  also  die  Differentialgleichung  (A)  durch  ein  Integral 
von  (B)  befriedigt  werden,  so  müssen  sich  die  Constanten  c^,  c„  .  .  .  c^ 
so  bestimmen  lassen,  dass 

<:i8)  P{c,y,  +  .  •  •  +  f„^2/J  =  c,P(y,)  +  c^Pi:y^  -f  ...  +  c,,  P(^J  =  0, 
d.  h.  die  n^  Functionen 

P(y.)        (;.=i,2...„,) 
dürfen  nicht  linear  unabhängig  sein  und  dafür  ist  nach  dem  Theorem 
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der  Nr.   14   (vergl.  auch  S.  31)    nothwendig  und  hinreichend ,   dass  die 
Determinante  dieses  Functionssystems  identisch  verschwindet,  also 
(10)  {P^"—  1) {y^)  I  =  0         «^ = 1, 2 . . . «,) , 

wo 

p(y.-y)(.y)  =  'lZllSUl  (.  =  1,2,...) 

dx''- 
gesetzt  wurde. 

Diese  Determinante  ist  aljer  offenbar  eine  invariante  Function  des 
Fundamentalsystems  y^,  ' " '  2/„  ?  sie  lässt  sich  also  auf  Grund  des  Appell- 
schen  Satzes,  als  rationaler  Ausdruck  der  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung (B)  und  ihrer  Ableitungen,  multiplicirt  mit  einer  Potenz  von 


J    Pia 


darstellen.  Da  dieser  letztere  Ausdnick  nicht  identisch  gleich  Null 
sein  kann,  werden  wir  also  die  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  dass  die  Differentialgleichungen  (A)  und  (B)  gemein- 
same Lösungen  haben,  in  der  Form  erhalten,  dass  eine  ganze  rationale 
Function  der  Coefficienten  der  beiden  Differentialgleichungen  und  ihrer 
Ableitungen  identisch  verschwindet.  Diese  Form  lässt  sich  nun  leicht 
herstellen,  wenn  man  bedenkt,  dass,  unter  y  eine  Lösung  der  Differen- 
tialgleichung (B)  verstanden, 

(20)  B^-^^y)  =  B^^y  +  B^y+  •  •  •  +  J?,,  „-x?/"^-^^ 

gesetzt  werden  kann,  wo  die  B,  .  sich  aus  den  Coefficienten  der  Glei- 
chungen (A),  (B)  und  deren  Ableitungen  rational  zusammensetzen. 
Also  folgt  aus  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten 

I  Pl-»fe)  :  =  I  B^_,  ,_,  I  I  yj-')  I  «,«.*  =  .,  V«.). 

und  da 

I    ?/'/-!)    I  (/,;.  =  l,2,.-.n,) 

als  Determinante  eines  Fuudamentalsystems  sicher  von  Null  ver- 
schieden ist,  ergiebt  sich  die  gesuchte  nothwendige  und  hinreichende 
BecUngung  in  der  Form 

I   B^.   I   =  0  {x,i  =  0,l,--n,-l). 

Es  lässt  sich  jedoch  auf  die  Differentialgleichungen  (A)  und  (B) 
auch  ein  Verfahren  anwenden,  welches  dem  von  Euclid  zur  Auf- 
suchung des  grössten  gemeinsamen  Theilers  zweier  ganzen  rationalen 
Functionen  angegebenen  analog  ist.     Offenbar  kann  in  dem  Ausdrucke 

(21)  P(y)-^i,o£^W^j)) 


44  n.  Formale  Theorieen.     Kapitel  1. 

durch  geeignete  Wahl  von  r/^o  der  Coefficient  der  «*'=''  Ableitung  von  y 
zum  Verschwinden  gebracht  werden,  so  dass  also  (21)  einen  Differential- 
ausdruck der  (?^  —  1)''^"  Ordnung  darstellt;  ebenso  kann  man  feiner  q^^ 
so  bestimmen,  dass 

nur  von  der  (n  —  2)''^''  Ordnung  ist;  fährt  man  so  fort,  so  ist  also  bei 
geeigneter  Wahl  der  q^^^,  q^^,  •  •  •  q^  ^^^  die  linke  Seite  der  Differential- 
gleichung (A)  in  der  Form 

(22)  P(y)  =  q,,Pt'Ky)  +  q,,Pi"'^-'Ky)  +  •  •  •  +  ü,.,.,P,(y)  +  PM 

darstellbar,  wo  P^iy)  einen  linearen  Differentialausdruck  von  höchstens 
(«^  —  l)*®""  Ordnung  bedeutet,  dessen  Coefficienten  sich  ebenso  wie  die 
Grössen  q^^^,  -  •  •  q^^  „^  aus  den  Coefficienten  der  Differentialgleichungen 
(A),  (B)  und  deren  Ableituiigen  rational  zusammensetzen.  Führen  wir 
die  Bezeichnung 

Qr(y)  =  uy^"''^  +  Qny^'"'~'^  H H  </i,„,?/ 

ein,  so  lässt  sich,  wenn  wir  Q^  als  Operationssjmbol  benutzen,  die 
Gleichung  (22)  kurz  in  der  Fonn  schreiben: 

(23)  P=(?,(P,)  +  P,, 

wo  wir  die  abhängige  Variable  y,  auf  die  sich  die  Differentiationsprocesse 
beziehen,  unterdrückt  haben.  Aus  dieser  Gleichung  folgi,  dass  etwa 
vorhandene  gemeinsame  Lösuugen  der  beiden  Differentialgleichungen 
(A)  und  (B)  auch  der  Gleichung 

P,  =  0 
genügen  müssen.     Bilden  wir  nun  analog 

P.     =  QsW  +  P,, 


(24) 


P.-.  =  QJPJ  +  P,.+^, 

und  bedeutet  ti    die  Ordnungszahl  des  Differentialausdi-uckes  P  ,  so  ist 

n  ^  «*i  >  1«^  >  «3  >  •  •  •, 

es   muss   folglich   n^   spätestens  für  y.  =  ii^  -{-  1  verschwinden.     Wenn 

n        =  0      n    H=  0, 

iH-\-l  '  ml         ' 

so  ist  P„^  ,  j  entweder  von  der  Form  qy,  wo  q  nur  von  den  Coeffi- 
cienten der  beiden  Differentialgleichungen  abhäugt,  oder  P„  ,,  ist 
identisch  gleich  Null.  Im  ersterenFalle  haben  dieDifferential- 
gleichungen  (A)  und  (Bj  nur  die  triviale  Lösung  y  =  0  gemein,  wir 
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sagen  dann,  sie  hätten  keine  gemeinschaftliclie  Lösung;  im 
letzteren  Falle  werden  die  gemeinschaftlichen  Lösungen  der 
beiden  Differentialgleichungen  durch  die  Integrale  der 
Gleichung 

(25)  P„  =  0 

gegeben.  Die  Coefficienten  dieser  Gleichu,ng  lassen  sich,  wie  aus  dem 
Bildungsgesetze  des  Algorithmus  (24)  hervorgeht,  durch  Differentiationen 
und  rationale  Operationen  aus  den  Coefficienten  von  (A)  und  (B)  her- 
stellen; wenn  also  diese  letzteren  als  innerhalb  eines  Bereiches £" 
eindeutige  Functionen  von  a;  vorausgesetzt  werden,  so  gilt  das 
Gleiche  von  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (25). 

17.    Zusammensetzung  von  Differentialausdrücken. 

Als  besonderer  Fall  wäre  derjenige  hervorzuheben,  wo  alle  Inte- 
grale der  Gleichung  (B)  auch  der  Gleichung  (A)  genügen;  dann  müsste 
zufolge  von  (23)  die  Differentialgleichung 

durch  alle  Integrale  von  (B)  befriedigt  werden,  d.  h.  diese  Differential- 
gleichung, deren  Ordnung  höchstens  gleich  w^  —  1  sein  kann,  die  also 
die  Form 

p^iy)  =  iw/"'~'^ -\- ihiv^"'"'^  +  •  •  •  +i\n,-iy  =  0 

haben  muss,  würde  durch  die  Elemente  y^^,  •  •  •  y^^  eines  Fundamental- 
systems von  (B)  erfüllt.     Da  aber 

I    ^j('--l)    I  4=  0  (^,/  =  l,2,...»,), 

folgt  aus  den  Gleichungen 

PM  =i^2o?/i'"-^'  +  •  •  •  +i\ ,.-!?/.  =  ö, 

dass  aUe  Coefficienten  von  P^  identisch  verschwinden  müssen  (vergl. 
den  Satz  S.  39),  es  ist  also  in  diesem  Falle 

oder  kürzer 

(26)  P=-i\I\- 

Wir  sagen,  der  Differentialausdruck  P(ij)  sei  aus  den  Differentialaus- 
drücken Pj  und  Q^  (in  dieser  Reihenfolge)  zusammengesetzt,  d.  h. 
also  er  geht  aus  Q^{u)  hervor,  indem  man  u  durch  den  Differential- 
ausdruck P^{y)  ersetzt,  oder  indem  man  auf  P^(:y)  den  durch  das 
Symbol  Q^  dargestellten  Differentiationsprocess  ausübt.  Die  linke  Seite 
einer  Differentialgleichung  (A),  die  durch  alle  Integrale  einer 
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Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung  (B)  befriedigt 
wird,  lässt  sich  also  aus  der  linken  Seite  von  (B)  und  aus 
einem  Differentialausdrucke  Q^^,  dessen  Ordnungszahl  gleich 
der  Differenz  der  Ordnungszahlen  von  (A)  und  (B)  ist,  zu- 
sammensetzen; wenn  die  Coefficienten  von  (A)  und  (B)  inner- 
halb eines  Bereiches  E  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  so 
gilt  das  Gleiche  von  den  Coefficienten  von  Q^. 

Wenn  umgekehrt  ein  Differentialausdruck  P  aus  den  beiden  Diffe- 
rentialausdrücken P^  und  Q^  zusammengesetzt  ist,  also  die  Gleichung  (26) 
besteht,  so  ist  die  Ordnungszahl  von  P  gleich  der  Summe  der  Ord- 
nungszahlen von  Pj  und  Q^  und  die  Differentialgleichung  P  =  0  wird 
durch  alle  Lösungen  von  P^  =  0  befriedigt;  überdies  ist  offenbar 
der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  des  zusammenge- 
setzten Differentialausdruckes  gleich  dem  Producte  aus  den 
Coefficienten  der  höchsten  Ableitungen  seiner  Theile. 

Dieser  letztere  Satz  bleibt  auch  bestehen,  wenn  man  mehrfach 
zusammengesetzte  Differentialausdrücke  betrachtet,  also  in 
leicht  verständlicher  Schreibweise,  wenn  man  hat 

P=QRST  ■-■.  ' 

Wir  sagen  von  einem  Differentialausdrucke  er  sei  identisch  Null, 
wenn  jeder  seiner  Coefficienten  verschwindet.  Da  der  Coefficient  der 
höchsten  Ableitung  des  zusarnmengesetzten  Differentialausdi-uckes  gleich 
dem  Producte  aus  den  Coefficienten  der  höchsten  Ableitungen  seiner 
Theile  ist,  folgt,  dass  man  durch  Zusammensetzung  mehrerer  nicht 
identisch  verschwindender  Differentialausdrücke  wieder  einen  nicht 
identisch  verschwindenden  Differentialausdiiick  erhält.  Wenn  also  ein 
zusammengesetzter  Differentialausdruck  identisch  Null  ist, 
so  muss  mindestens  einer  seiner  Theile  gleich  Null  sein. 
Wenn  z.  B. 

P=QRS 

verschwindet,  und  es  sind  Q  und  S  nicht  gleich  Null,  so  muss  P  =  0 
sein.     Aus 


nid 

ebenso 

aus 

SB, 
BS, 

folgt 

,  wenn 

P  +  0, 

nothweudig 

Q-= 

--S. 

Zweites  Kapitel. 

18.    Reduction  einer  Differentialgleichung  bei  Kenntniss  einiger 
particulärer  Integrale. 

Wenn  man  von  einer  Differentialgleichung  i^*®'■  Ordnung 
(A)  PO/)  =  7/")  +  p^y("~^)  +  •  •  •  +  PJ  =  0, 

wo  jetzt  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  wieder  gleich  Eins 
genommen  wurde,  x  linear  unabhängige  Integrale 

yv  y^v  •  ■  •  yy.i     ^  <  ^^ 

kennt,  so  genügen  diese,  wie  wir  in  Nr.  14  gesehen  haben,  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung 

^^'^      ^      ^    J^ivvV^^  •  ■  •  y-y.)        ' 

die  also  alle  ihre  Integrale  mit  (A)  gemein  hat.  Es  lässt  sich  folglich 
die  linke  Seite  von  (A)  in  die  Form 

P  =  B  P 

y.      y. 

setzen,  wo  B,^  einen  Differentialausdruck  (w  —  jc)*"  Ordnung  bedeutet. 
Wir  wollen  untersuchen,  wie  man  diese  Zerlegung  von  P  wirklich  aus- 
führen und  die  Kenntniss  einiger  particulärer  Integrale  für  die  Inte- 
gration der  Differentialgleichung  (A)  verwerthen  kann. 

Sei  v^    ein    willkürliches   (nicht  identisch  verschwindendes)  parti- 
culäres  Integral  der  Differentialgleichung  (A)  und  setzen  wir 

(1)  y  =  vj.zdx 

in  (A)  ein,  so  genügt  ß  einer  linearen  Differentialgleichung  (n  —  1)''''' 
Ordnung 

(2)  (l.,(^)  =  ^'^-'^  +  q,^''-'^  +  •  •  •  +  ^4_i^'  =  0, 
wo 
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/■  1  f^  log  ^'i 

(3)  ]  ?,  =  l'^  {«.^f  +  (*^  -  ^\-^P^^?-''  +  ■■' 

(/.  =  1,  2,  ■■■   7!—  1). 

Bedeutet  nun  i\,  ein  beliebiges  (nicht  identisch  verschwindendes)  parti- 
culäres  Integral  von  (2),  so  ist 

ein  zweites  particuläres  Integral  von  (A),  und  wenn  wir 

in    die    Differentialgleichung   (2)    einsetzen,    ergiebt    sich    für   u   eine 
Differentialgleichung  (n  —  2)*"  Ordnung 

(4)  <?„-200  =  «^""'^  +  >*i"^"-'^  H f-  >',_2W  =  0. 

Sei  v.^   ein  particuläres  IntegTal  dieser  Differentialgleichung,  so  ist 

eine  Lösung  von  (2)  und 

2/3  =  v^  I  V.,  tZjt'  /  v^  dx 

eine  solche  von  (A)-,  fährt  man  so  fort,  so  gelangt  man  schliesslich  zu 
einer  Differentialgleichung  erster  Orchiung 

und    wenn   v^^    ein    (nicht    identisch    verschwindendes)    Integi-al    dieser 
Differentialgleichung,  also  einen  Werth  von 

—  fs  dx 

e  ' 
darstellt,  so  liefert  der  Ausdnick 

y,!  "^  ^1  /  ^"  ^^^  /  "^3  ^^*'  *  ■ '  /  *'«  ^^"^ 

ein  w'"  particuläres  Integral  von  (A).     Diese  n  Integrale 

?/i  =  v^,  y,,  •  •  •  ?/„ 

bilden     nun     ein     Fundamentalsystem     der     Differentialglei- 
chung (A).     Denn  bestände  eine  Relation 
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mit    coustanteu    Coefficienten    q,  c^,  •  •  •  c^^,    so    folgte    nacli    Division 
durch  y^ 

Cj  +  e,,  I  v„ dx  -\-  •  •  '  -{-  c^^  I  f.,  dx  h^^dx  •  ■  ■  j  v^ dx  =  0, 

lind  wenn  wir  diese  Gleichung  differentiiren, 

c.^v,^  -\-  c^v„  I  v.^dx  -\-  •  •  •  -\-  cj,\^  I  ^3  dx  •••/*'„  dx  =  0, 

oder  nach  Division  durch  i'.,  und  abermalige  Diifereutiation 

^3 ^'3  +  •  •  •  +  ^„^3  /  "^4  ^^-^   •  ■  •  /  ^«  ^-^  "  ^5 

fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  endlich 

'^«^w  =  0, 
also,  da  V   =(=0, 

c    =  0: 

n  ' 

es  ergiebt  sich  folglich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 

^«—1  ~^  ^ ,1    I  '^n  '^^'^  ^^  ^' 

dass  auch 

c     ,  =  0, 
und  ebenso  weiter 

sein  müsste.  —  Ebenso  bilden  die  n  —  %  Ausdrücke 

ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  {ti  —  jc)'""  Ordnung 
(6)  Q„-.  =  ^, 

welcher  v,^,^    genügt,    und    es   ist   auch   umgekehrt   leicht    einzusehen, 
dass  sich  jedes  Fundamentalsystem  dieser  Differentialgleichung  in  der 
Form  (5)   darstellen  lässt,   wenn  man  für  v.^^^^  ein  Element  desselben, 
für  v^  ,  ^   ein  geeignet  gewähltes  Integral  der  Gleichung 
<?,_;,_;.  +  l  =  0  (/  =  2,  3,. ..«->.) 

nimmt  und  die  bei  den  successive  auszuführenden  Quadraturen  ein- 
tretenden Integrationsconstanten  passend  bestimmt.  Wir  können  also 
Vu  y-2)  ■  ■  ■•  Ha  ^^^^  ^^  ®^^  willkürliches  Fundamentalsystem  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  ansehen. 

Zwischen  den  Determinanten  der  Fundamentalsysteme  der  so  er- 
haltenen successiven  Differentialgleichungen  besteht  eine  bemerkens- 
werthe  Beziehung.    Bezeichnen  wir  die  Determinante  des  Fundamental- 

Schlesinger,  Differentialgleichuugeu  I.  4 
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Systems  (5)  der  Differentialgleiehung  (6)  durch  S)^  und  bedeute  ferner 
p.  den  Coefficienten  der  (n  —  x  —  1)*®''  Ableitung  in  dieser  Differential- 
gleichung (wenn  wir  uns  den  Coefficienten  der  höchsten,  («  —  ocf^^ 
Ableitung  gleich  Eins  gemacht  denken),  so  ist  bekanntlich 

C^  eine  Constante,  und  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  p^,  Py^x 
besteht  die  der  ersten  der  Gleichungen  (3)  analoge  Beziehung 

d  log  «yi,  ■ 

0)  P.  +  l  =  P.  +   0^  -  ^)  d^-  (.  =  0,1,....-!), 

Also  erhalten  wir 

z+l  z  +  1  C'_^  x  +  1  y. 

oder 

(^ 

Bilden  wir  das  Product  dieser  Gleichungen  für  die  Werthe  x  =  A, 
A  +  I7  •  •  •  n  ^  \,  und  beachten,  dass  (vergi.  S.  48) 

ist,  so  ergiebt  sich 

(8)        %  =  ^  •  ^r+ 1  ^2+2-' •  •  •  ^.     (2=0,1,. ...-1), 

also  insbesondere 

(9)  %  =  D(y^,  y.,,  ■  •  •  yj  =  Cvlv"~'  •  •  •  vl_^v^^ 

C^j  C  Constanten.     Genau  ebenso  findet  man  allgemeiner 

(10)  D{y^,  y,-'-yJ=  j  y^~'^  ,  =  C'v^v^-^  ..-v^^ 

(^z  =  l,2,  ■•/O, 

WO  auch  C  eine  Constante  bedeutet. 

19.    Zusammensetzung  eines  Differentialausdruekes  aus 
Differentialausdrüeken  erster  Ordnung. 

Setzen  wir 

'h  =  ^i;     %  =  ^i^'2;     ^^3  =  ^i^"2'^3^  •  •  •;  n„  =  ^\^2  •  •  •  '^n> 
so  ist  also 

Vi  =  ^'1  =  ^1,  y,  =  %J  ll  dx,  ■ .  ;  ?y„  =  ,^J  ^^  dxj  •  •  y  ^  f^^, 
ferner  hat  man: 
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(11)  ^{vv  y-,  •••  yj  =  ^'%  %  •■'  n,j 

(12)  D{y^  •  •  •  y,)  =  C"t/,7/.  ...71^, 

also  bei  geeigneter  Wahl  der  Constanten: 

^   ^  ^■"     ^(2/1, 2/2  ••  •  y,-i) 

Jedes    solche    tJu    genügt    einer    homogenen    linearen    Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

Ä  (y)=7]   ^y  =y'-'hiy  =  0. 

Die  Differentialgleichung  (A)  wird  durch  das  einzige  Integral  y  =  tj^ 
der  Differentialgleichung 

Aiy)  =  y'—  }  y  =  o 

befriedigt,  folglich  ist  che  linke  Seite  von  (A)  in  der  Form 

darstellbar  (vergl.  Nr.  17),  wo  I?^  einen  Differentialausdrnck  {n  —  l)**"'" 
Ordnung  bedeutet.  Da  der  Differentialausdruck  Ä^(y)  nur  für  y  =  y^ 
verschwinden  kann,  ist 

folglich  muss  (vergl.  ebenda) 

sein,  d.  h.  die  Differentialgleichung 

besitzt  die  (w  —  1)  Lösungen: 

^1  dx  rii'  '    '1  dx  7]^' 

oder 

Folglich  ist 

A  =  ^,K 
ij^  ein  Differentialausdruck  der  Ordnung  («  —  2),  und  die  Gleichung 

wird  durch  die  {n  —  2)  Ausdrücke: 


^3^  y'!t'^'''---'y'!l'^y- 


-'—  dx 
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befriedigt.     Also  hat  man 

und  indem  man  so  foi-tfährt  ergiebt  sich  für  die  linke  Seite  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  die  bemerkenswerthe  Darstellung 

oder  ausführlicher  geschrieben 

d    Vn-i    d    _     "h    d    ^2    d    ni    d^  y 

Die  Differentialgleichung  %*"  Ordnung 

p  (,Ä  ^ri    A  ^J^  A  .  .  .  1^  A  .2/.  _  0 
zw/  >■/■  dx     Tjj,      dx  7^2  dx  Tjj 

besitzt  che  Lösungen  y^,  y.>,  ■  ■  ■  y^,  die  Differentialgleichung  (n  —  'x)*'"'" 
Ordnung 

n  /  \                d    Vn—i     d            %.+  i     d         u  ^. 

E  (u)  =  r;   T r-  •  •  ■  — ^  i =  '-' 

y-^  ^  '«  dx     r\^^      dx  Vy.-i-^   dx  i].^,^ 

die  Lösungen 

PM+i),  PM.+.),  ■  ■  ■  ^.W5 

sehen  wir  also  y^,  y_„  ■  ■  ■  y.^  als  die  (S.  47)  gegebenen  ;c  linear  unab- 
hängigen Particularlösungen  der  Differentialgleichung  (A)  an,  so  stellt 
uns  die  Gleichung  (14)  oder 

P=R  P 
■/.    ■/. 

die  daselbst  als  möglich  erkannte  Zerlegung  von  P  in  expli- 
citer  Form  dar,  und  wir  erkennen  zugleich,  dass,  wenn  nebst 
den  %  Integralen  y^,  ■  ■  ■  y^  von  (A)  auch  noch  die  sämmtlichen 
Lösungen  der  Differentialgleichung 

^.  =  0, 

d.  h.  also  ein  Fundamentalsystem  dieser  Differentialgleichung 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  noch  (w  —  x)  Integrale 
von  (A),  die  mit  y^,  ■  ■  ■  y_^  zusammen  ein  Fundamentalsystem 
constituiren,  durch  blosse  Ausübung  von  Quadraturen  ge- 
funden werden  können.  Der  explicite  Ausdimck  des  allgemeinen 
Integrals  von  (A)  durch  die  Integrale  von  P^  und  Ii_^  wird  an  späterer 
Stelle  (Nr.  26)  gegeben  werden. 


Drittes  Kapitel. 

20.    Mtiltiplicatoren.     Adjungirte  Differentialgleichung. 
Beziehung  von  Lagrange. 

Die  Form  (14)  (Nr.  19,  S.  52),  auf  welche  die  linke  Seite  der 
Differentialgieichung  (A)  gebracht  werden  kann,  ist  darum  von  be- 
sonderer Wichtigkeit,  weil  sie  unmittelbar  die  Multij)licatoren  dieser 
Differentialgleichung  hervortreten  lässt. 

Wir  definiren  einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung  (A) 
allgemein  in  folgender  Weise. 

Wenn  Z(x)  in  Bezug  auf  die  linke  Seite  P(y/)  von  (A)  die 
Eigenschaft  hat,  dass 

Z{x)-P(:y)  =  ^^^P{^,,Z(x)), 

wo  P{y,  Z{x))  einen  linearen  Differentialausdruck  (^n  —  1)'" 
Ordnung  von  y  bedeutet,  so  ist  Z{x)  ein  Multiplicator  von  (A). 
—  Für  einen  solchen  besteht  ein  wichtiger  von  Lagrange  entdeckter 
Satz,  den  wir  jetzt  ableiten  wollen. 

Wir  schicken  eine  bekannte  Formel  der  Integralrechnung  voraus. 
Es  seien  y  und  z  Functionen  von  x,  deren  Ableitungen  wir  durch  obere 
Accente  bezeichnen,  dann  ist 

(/,  =0,  l,---y.  —  l). 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  ( —  1)'*  und  summiren  in  Bezug 
auf  h  von  0  bis  {k  —  1),  so  kommt: 

X —  1  x  —  1 

2(—  1)"  f2(''U/''-~''hlx=^(—  Ifz^'h/"-"-'^ 

y.  —  1 

oder  nach  u-ehöriger  Reduction: 
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z— 1 

Bilden  wir  mm 

wo  j)   =1  zu  nehineu  ist,  so  ergiebt  sich  die  Identität 

(1)       fF{y)zdx  =22(-  ^)"y''-'-''  A  (P.-.^)  +fyP\z)dx, 
wo 

(2)  ^'w=2'(-i)'i^(^^.-«^) 

gesetzt  wurde.  —  Setzen  wir  für  s  einen  Miütiplicator  Z{x)  von  (A), 
so  muss 

dx 


Jp{y)Z{x) 


gleicli  einem  linearen  Ditferentialausdiiicke  {n  —  1)*°''  Ordnung  in  y 
werden.  Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  Gleicliung  (1)  ist 
ein  Ausdruck  von  der  gewünschten  Beschaffenheit.  Sollte  sich  auch  das 
zweite  Glied 

ßjP'{Z{x))dx 

auf  einen  solchen  reduciren,  so  müsste  yP'{Z(x))  die  Ableitung  eines 
linearen  Diflferentialausdruckes  in  y  sein,  dies  ist  aber  offenbar  unmöglich, 
folglich  muss  für  einen  Multiplicator  Z{x)  dieses  zweite  Glied  weg- 
fallen, d.  h.  es  ist: 

P'{Z(x))  =  0, 

oder  mit  anderen  Worten,  der  Multiplicator  Z(x)  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  genügt  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung w*^'"  Ordnung 


die  wir,  mit  Herrn  Fuchs,  die  adjungirte  Differentialgleichung 
Ton  (A),  ihre  linke  Seite  P'(~)  ^^^^  adjungirten  Differentialaus- 
druck von  P{y)  nennen  wollen. 

Die  Differentiation  der  Identität  (1)  ergiebt  die  Gleichung 

(3)  ,F{y)~yFXz)  =  l^P{y,z), 


21.  Die  adj'ungirte  Uiflerentialgleicliung. 


gesetzt  wurde;  es  ist  die  Lagrange'sche  Beziehung  zwischen  einem 
Differentialausdrueke  P(^)  und  seinem  adjungirten  P' {s). 

Der  Ausdruck  P(y,  z)  ist  ein  linearer  Differentialausdruck  in  //, 
dessen  Coefticienten  lineare  Differentialausdrücke  von  s  sind.  Man 
nennt  allgemein  einen  linearen  Differentialausdruck  einer  unbestimmten 
Function  u  von  x,  dessen  Coefficienten  lineare  Differentialausdrücke 
einer  anderen  Function  v  von  x  sind,  einen  in  u  und  v  bilinearen 
Differentialausdruck,  ein  solcher  ist  also  von  der  Form 

und  man  sagt,  er  sei  in  u  von  der  ?^**",  in  v  von  der  m^"''  Ordnung.  Die 
Gleichung  (3)  besagt  also:  wenn  P'{z)  der  adjungirte  Diffe- 
rentialausdruck von  P(y/)  ist,  so  ist  für  die  beliebigen  Func- 
tionen y  und  ,z  von  x 

zP{y)  -  yP'(z) 

die  Ableitung  eines  in  y  und  s  bilinearen  Differentialaus- 
druckes F{y,  s),  der  in  beiden  Functionen  von  der  (ii — 1)*°° 
Ordnung  ist.  Setzt  man  insbesondere  für  z  einen  Multiplicator  Z(x) 
der  Differentialgleichung  (A),  so  wird 

W  Z{x).P{y)=l^F{y,Z{x)), 

^d.  h.  dieses  Product  ist  nicht  nur  die  Ableitung  eines  in  y  linearen, 
sondern  die  eines  in  y  und  dem  Multiplicator  selbst  bilinearen  Diffe- 
rentialausdruckes {n  —  l)*"'  Ordnung. 

21.    Der  einem  zusammengesetzten  Differentialausdrucke  adjungirte. 
Beciprocitätssatz. 

Die  durch  die  Gleichung  (3)  ausgedrückte  Eigenschaft  des  zu  P{y) 
adjungirten  Differentialausdruckes  ist  für  diesen  zugleich  charakteristisch. 
Man  kann  in  der  That,  nach  Herrn  Frobenius,  den  zu  P(//)  ad- 
jungirten Differentialausdruck  P'(^)  geradezu  durch  die  Forderung 
definiren,  dass 

.P(^)  -  yP\,) 

die  Ableitung  eines  in  y  und  s  bilinearen  Differentialausdruckes  (ii  —  1)'^'" 
Ordnung  sein  soll;  wir  werden  den  Nachweis  hierfür  an  späterer  Stelle 
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erbringen  und  an  der  Hand  desselben  den  Zusammenbang  der  eben 
erörterten  Begriöe  mit  den  im  vorbergebenden  Kapitel  (Nr.  19) 
angestellten  Untersucbungen  darlegen.  Wir  nebmen  jetzt  diese  Unter- 
sucbnngen  wieder  auf  und  setzen  unter  Beibebaltung  der  oben  einge- 
fübrten  Bezeicbnungen 


jf  =i 


dx 


ih  =  2,  3,  ■  •  •  n  —  1) . 


1         r],J   Vn-i       J  %       J     % 

Dann  ist  nacb  Gleicbung  (14)  (S.  52) 


(5) 


WO 


dx 


P /.A -  p  -n     —  ^'^^  A  . . .  ^1  A  y^ 

"   "-'J  ""-'-  J  J  "" 

gesetzt  wurde.     Sei  allgemein: 

M,^  =  -^ß-^dxf...f'^ 

/i  =  0,l,  ■••(«-/,);         .1/^,0=1/;,^ 

^  'ii—X  dx     r\^_^      dx  Tjg  ^*  '"li 

A  =  l,  2,  ■■■  («  —  /<  +  !), 

SO  bestebeu  die  der  Gleicbung  (5)  analogen  Gleicbungen: 


dx 


(6) 


M, ,  P 

h  1 


dx         AI      2  /,2      2? 


^^Z- 

M. 


'(  — 1      n—h—1  dx         "i  " 


-/,  — 1        «  — A 


3f, 


P       =-—  M         P 

-h       n  —  h  dx         ''i  "  — ''       "  —  A  +  1' 
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und  durch  Addition  dieser  Gleichung  zur  Gleichung  (5)  folgt 

)l  —  h 

(7)  M,P(y)  =  l^^liI,,P,^,  (.  =  .,v....). 

;i=o 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  die  Ableitung  eines  in  y  linearen 
Diflerentialausdruckes  {n  —  1)'"''  Ordnung,  die  M^,  M,,,  ••  •  M^  sind 
also  im  Sinne  der  Definition  (S.  53)  Multiplicatoreu  von  (A);  be- 
achtet man,  dass 

so  erscheinen  die  Coefficienten  dieses  Differentialausdruckes  auch  in 
ihrem  Charakter  als  lineare  Differentialausdrücke  des  Multiplicators 
(vergl.  den  Schluss  der  Nr.  20). 

Die  Vergleichung  der  Ausdrücke  dieser  Multiplicatoreu 

mit  den  Ausdrücken  (Nr.  ID) 

Vn-n  =  Vx  '    —  dx  I  ■  ■  ■  I      "~^'     dx 


:  11)) 


lässt  unmittelbar  erkennen,  dass  die  31^,  M^,,  ■  ■  ■  M^^  aus  den 
y,  7  y,i—i  y  '  '  '  Vi   liervorgehen,  indem  man  die 

der  Reihe  nach  durch 

, 1  , 1  , 1 

^/i  —  - .     V2  —  ^^_^  y  ■  ■  ■  ^n  —  n^ 

ersetzt.  Ebenso  wie  v/^,  y^?  "  '  '  Vn  ^^^^  Fundamentalsystem  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  d.  h.  (S.  52,  Gl.  14)  der  Diflerentialgleichung 

(8)  p(y)  = ,;  f  ^^  /  . . .  ^  ^i  y  =  0 

^   ^  ^-^^  '«  dx     7],j      dx  r}2  dx   i]^ 

bilden,  constituiren  folglich  die  Multiplicatoreu  Ji^,  ilf^,  •  •  •  31  „  ein 
Fundamentalsystem  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  ti^^" 
Ordnung 

/_  lY    '  A  ^»-1  A  . . .  !?i  A  A  =  0 

^  '     '"   dx     ri^l      dx  r\^  dx  rj^' 

Die  Differentialgleichung  (A')  (S.  54),  die  wir  als  die  zu  (A)  adjungirte 
Differentialgleichung  bezeichnet  haben,  wird  durch  jeden  Multiplicator 
von  (A),    also    auch   durch   die  M^,  31^,  •  •  •  31^^  befriedigt,    sie  muss 
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folglich  (vergl.  S.  3i>)  mit  der  eben  erhaltenen  Differentialgleichung 
identisch  sein,  und  da  in  beiden  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung 
gleich  ( —  1)"  ist,  müssen  auch  die  Finken  Seiten  dieser  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen übereinstimmen;  es  ist  also,  wenn  wir  für  die  rj'^,  •  •  •  rj'^ 
ihre  Wei-the  setzen: 

(0)  P'(,)  =  (_  D«  1  /^  ^  ^ . . .  ^^  ^  ^  ^  =  0 

die  zu  (A)  adjungirte  Differentialgleichung,  ihre  linke  Seite,  der  zu 
F{jl)  adjungii-te  Differentialausdnick.  Wir  werden  die  Identität  der 
Gleichung  (9)  mit  der  Gleichung  (A')  im  Folgenden  auch  noch  direct 
nachweisen,  und  machen  darum  vorläufig  von  derselben  keinen  Gebrauch. 
Wir  definiren  sogar  geradezu  durch  die  Gleichung  (9)  den  zu  P(y) 
adjungii-ten  Differentialausdi-uck,  und  sagen  also: 

Der  zu  F{y)  adjungirte  Differentialausdruck  wird  er- 
halten, indem  wir  die  zur  Zusammensetzung  von  F{y)  nach 
Gleichung  (8)  erforderlichen  iq^,  V-2  '  '  '  '^n  f^^^i'ch  ihre  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  genommenen  reciproken  Werthe  ersetzen 
und  das  ganze  Resultat  mit  ( —  1)"  multipliciren. 

Der  dem  Differentialausdnick  erster  Ordnung  (S.  51) 

adjungirte  Differentialausdi-uck  wird  also  entstehen,  indem  man  das 
einzige  hier  auftretende  »/^^  durch  seinen  reciproken  Werth  ersetzt  und 
mit  ( —  1)  multiplicirt,  d.  h. 

Ä'  (2)  =  —  ^-  ^(v  z) 

ist  der  zu  A^^  adjungirte  Differentialausdnick. 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdriicke  lässt  sich  nun  P'(^)  in  die  Form  setzen 

(10)  ^'(^)  =  ^;^;---^:_,^:, 

die  der  Form 

(11)  P(y)  =  A,A-r---AA 

analog  ist.  Hieraus  erhellt  die  Reciprocität  der  Beziehung 
eines  Differentialausdruckes  zu  seinem  adjungirten.  Denn  da 
Ä  aus  Ä'  ebenso  hervorgeht  wie  dieser  Ausdruck  aus  jenem, 
ist  auch  Ä^^  der  adjungirte  Differentialausdruck  von  A'  und 
ebenso  PQ/)  der  adjungirte  Differentialausdruck  von  P\2). 

Femer  ergiebt  sich  sofort  der  sogenannte  Reciprocitätssatz  der 
HeiTen  Thome  und  Frobenius  als  Verallgemeinening  der  durch  die 
Gleichungen  (10),  (11)  dargestellten  Beziehung. 
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Ist  ein  Differentiahiusdruck  aus  mehreren  zusammen- 
gesetzt, so  ist  der  adjungirte  aus  den  adjungirten  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  zusammengesetzt. 

Sei  nämlich 

und 

Q-AA.-^■■■A+., 


dann  sind  die  adjungirten  dieser  Differentialausdrüeke : 


^'  =  4+i""'^«-i^«' 


s'  =  a:    ■■■  Ä 


und  der  adjungirte  Differentialausdruck  von  P  ist: 

also  folgt  in  der  That 

P'=S'    ■B'Q'. 

Da  M^,  Jig  •  •  •  M^  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 
(9)  constituiren,  lässt  sich  jedes  Integral  dieser  Differentialgleichung  in 
der  Form 

Z=c,3I,  +  c,3I,  -{ f-  c,3I„ 

darstellen,  wo  c^,  c,^  ■  ■  ■  c^  Constanten  sind.  Es  ergiebt  sich  folglich 
aus  den  Gleichungen  (7)  und  aus  der  Definition  des  Multiplicators,  dass  jede 
Lösung  der  adjungii*ten  Differentialgleichung  einen  Multiplicator  der  ur- 
sprünglichen darstellt,  und  aus  der  Reciprocität  der  zwischen  adjungirten 
Dififerentialausdrücken  bestehenden  Beziehung  folgt,  dass  auch  umgekehrt 
jedes  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  ein  Multiplicator 
der  adjungirten  ist.  Wenn  wir  von  der  Identität  der  beiden  durch  die 
Gleichungen  (9)  und  (A')  gegebenen  Definitionen  des  adjungirten  Dif- 
ferentialausdruckes Gebrauch  machen,  d.  h.  wenn  wir  als  bekannt  voraus- 
setzen, dass  jeder  Multiplicator  einer  linearen  Differentialgleichung  der 
adjungirten  Differentialgleichung  genügen  muss,  so  können  wir  also  sagen : 
Die  sämmtlichen  Multiplicatoren  der  Differentialglei- 
chung (A)  werden  durch  die  Lösungen  der  adjungirten  Dif- 
ferentialgleichung (A')  dargestellt,  und  diese  Beziehung  zwi- 
schen den  beiden  Differentialgleichungen  ist  eine  gegenseitige. 


60 


II.  Formale  Theorieen.    Kapitel  3. 


22.    Sätze  über  die  Determinanten  eines  Systems  von  Functionen. 
Neue  Form  der  Multiplicatoren. 

Um  nun  den  directen  Nachweis  für  die  Identität  der  Grleichungeu 
(9)  und  (A')  zu  führen,  wollen  wir  die  Multiplicatoren  Jf^,  •  •  •  M^  auf 
eine  etwas  andere  Form  bringen,  und  schicken  zu  diesem  Ende  einige 
Hülfsbetrachtungen  über  die  Determinante  eines  Systems  von  Func- 
tionen voraus. 

Für  die  Determinante  des  Fuuctionssystems  y^,  y.^-  ■  ■  y^^  besteht 
offenbar  die  Gleichung 

^(c'2/i;  <^y.2^  ■  ■  ■  cyj  =  c^i^ivi,  ?/2  •  •  •  yj, 

wenn  c  eine  von  x  unabhängige  Grösse  bedeutet;  dieselbe  Gleichung 
gilt  aber  auch  noch,  wenn  für  c  irgend  eine  Function  f{x)  von  x  ge- 
nommen wird.  In  der  That,  multipliciren  wir  D(y^,y.^  ■  ■  ■  yj  mit  der 
Determinante 

f  0  0  •••  0 

f  f  0  •  •  •  0 

fi^)  2f'  f     . . .  0  =  r 

f(n-l)     (,^_l)^/-{«-2)     („_l)^^(.-3)    ...    f 

(die   oberen  Accente  bezeichnen  wie  gewöhnlich  Ableitungen  nach  x), 
indem  wir  die  Zeilen  von  D(y^,  V-^'  '  '  Vj  ^i^  ^^^  Reihen  von  J  zu- 
sammensetzen, so  gelangen  wir  zu  der  Gleichung 
(12)  D  {fy„  fy„  ■  ■  ■  fyj  =  f-D  (y^,  ^,  ■  •  •  yj. 

Für  f  =  ^   reducii-t  sich   die  Determinante  auf  der  linken  Seite 
'        Vi 
dieser  Gleichung  auf  die  Determinante  der  (n  —  1)  Functionen 


Di 


setzen  wir  aL 
so  kommt 

Hieraus  folgt 


Vi 

D(y„y,) 


^(2/1,  2/„) 


(;.  =  1,  2,  ■•■  n), 


D (y„ y,-- y,)  =  ^^2  ^ (^2; •  ■  •  y,)- 

^  (jfv  y2^  y^  =-  y^  ^(^2^  ^3); 
i)(yi,y2,y,)  =  y^^(y2>yA)^ 


^(2/i.2/2.yJ  =  y^^iy^^y,), 
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und  ferner 

y^ 

Durch  Combination  dieser  Formeln  erhalten  wir 

-^{yii  2/2/ 

und  indem  wir  diese  Schlussweise  fortsetzen,  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind    i(^,   ■  ■  ■  u ^,   v^,  •  ■  ■  i\^    ^ -{- V  Functionen    von   x,    und 
setzt  man 

W^  =  D{U^,---U^^,V;)  (2=1,2,. ..V), 

so  ist 

D  (tt',,  w,^,  . . .  wj) 

(13)        i>K,---H„<vO-^,.J.^;,.,^^),i.- 

Nehmen  wir  ji,  =  A  —  1,  v  =  2,  ferner  für  n^,  %,  •  ■  •  ^x-v  ^'i?  "^2 
der  Reihe  nach  die  Functionen 

y,:y,---y,-vyy.+v  ■■yvy.^yz+i^ 

so  ergiebt  sich  aus  (13)  die  Gleichung 

D{y„  •  •  •  Vx+i)  ^Ky,,  ■  ■  ■  y.^v y.+i  ■  ■  ■  ?//) 

=  D{I)[i)^,  ■  ■  ■  v/p,  Diy^,  ■  ■  ■  y.^_^,  y^_^^,  ■  ■  ■  y,^^)), 
oder,  wie  wir  auch  schreiben  können: 

i» (2/i  ■  ■  ■  2/;,_i,  2/;,+!  ■■■yi)D{yi---  vx+i) 


(14) 


JHy,-yx? 
d  ^(^1  ■■•2/;.-i,  y-,+i  ■■■  yx+i) 


dx  i>  (2/1  •  ■  •  2/2) 

Setzen  wir  in  den  Ausdruck  von  M  (S.  56)  für  die  daselbst  auf- 
tretenden Grössen  iq  ^  die  in  der  Nr.  19,  Gleichung  (13)  gefundenen 
Werthe 

_    D(yi^y-i  ■■■  y^^ 

'^""i>(2/i,2/2--2/,<-i) 
ein,  so  erhalten  wir 


-dx, 


«  n,,J     ^ia-l        J  J      ^a^l        J  ^{yi-ya)- 

also  nach  Anwendung  der  Gleichung  (14) 

«        VnJ    Vn-i       J        J      ^„  +  2       y  ^(2/1,  •••2/„+l)-  ' 

und  durch  Fortsetzuno;  dieser  Reduction  endlich 
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^(yi>  2/2  ■■■  2/„) 

Es   ist   zweckmässiger  im  Folgenden  an  Stelle  der  Multiplicatoren 
31,,  M,  ■  ■■  M    die  nachstehenden  zu  benutzen: 

1 "  2  n 

'>(2/i  •••  2/„_i,  Va+i  ■■■  y,) 


(15) 


^V    ^     ^^  i>(.y„y.,---y,)  ■ 

Beachtet  man  dann,  dass  (vergl.  Nr.  14) 

ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (14),  wenn  man  daselbst  %  =  a,  A  =  n, 
?/;.4_i  =  V  setzt, 


(16) 


^^aP(:y)  =  -LP{y,K), 


-D(        ^       /      -..a-i^iy^Vi 


1^2/a+l---2/J 


Die  Gleichung  (16)  ist  also  mit  der  Gleichung  (7)  (S.  57)  im 
Wesentlichen  identisch,  sie  ist  diejenige  Gleichung,  durch  welche  die 
Multiplicatoreigenschaft  von  z  ausgedi-ückt  wird.  Aus  den  durch  die 
Gleichungen  (15)  gegebenen  Ausdi-ücken  der  Multiplicatoren  z^  folgen 
nun  zahlreiche  Beziehungen  zwischen  diesen  und  den  y^  ...  «/^,  deren 
einige  wir  hier  zu  entwickeln  haben. 


23.    Beziehungen  zwischen  adjungirten  Fundamentalsystemen. 
Verhalten  bei  Umläufen.    Reciproke  Substitutionen. 


Die  Determinante 


J/f 


/;.  =  i,2..„ 

\y.  =  0,l  ■■■  i>i—2),  a) 


hat  den  Werth  Null  für  a  <in  —  1 ,  sie  ist  gleich 

^(2/1,  y-2---yn) 

für    a  =!=  71  —  1.     Entwickeln    wir   z/     nach    den   Elementen   der  dem 

a 

Werthe  x  =  a  entsprechenden  Reihe,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 


(17) 


oder 


a  =  l 


re  — 2), 
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h.= 

yVa^^a^ 

gesetzt  wird^  die  Gleichungen: 

a=  1 

^00  =  ^10  =  • 

■■  =  ■'„-2,»  = 

0, 

Niin  ist  aber 

>,o=l- 

'^"'-'''    -9-4-. 

1' 

dx        —  •^;.o-r  ^;.-i 

^^'h-,,o_          ,2, 

M+-^;-2,2, 

dx'           '^o-^^-h- 

riK 

_^o  _  ,^^  _|.  ^s^_^^^  _J.  ^^,^_^^^  +  •  •  •  H-  .^,,. 

Wenn  A  <  «  —  1 ,  so  folgt  hieraus 

s^_^  =  0,     für     A  +  ;{  <  M  —  1 , 
dagegen  finden  wir  für  X  =  n  —  1 ,  da 

1  -  ^u  +  .u,  -  ^u,  +  •  •  ■  +  (-  1)"  =  (1  -  1)"  =  0, 

föi*  ^«  —  1  0?  '^/i  — -^  1'  ^yj  — 3  9?  ■  ■  ■  abwechselnd  die  Werthe  -f-  1  oder  —  1; 
ebenso  ergiebt  sich  für  l  =  n 

'*.a  =  -«.-,,=«.-=,.  =  •••  =  (- 1)\.> 
es  ist  also  allgemein 

(18)  l^^-"-  ^  ^'  ^^^'       2,-j-K<n  —  l, 

(s,^  =  (—!)%       für       A  +  x  =  w— 1. 

Für  A  =  0  geben  diese  Relationen  die  den  Gleichungen  (17)  ana- 
logen Gleichungen 


z  =  0,l,-   -(«-l), 


(19) 


2^!r^^«  =  o 


2''^-''y^  =  ^-^y~' 


welche  die  vollständige  Reciprocität  zwischen  den  y^^,  ■  ■  ■  y^  und  den 
z^,  •  ■  ■  z^  hervortreten  lassen.  Auch  lehren  diese  Gleichungen,  dass  die 
Determinante 

von  NuU  verschieden  sein  muss,  da  sich  sonst  s^  ^_i  =  0  ergäbe, 
während  s^  ^^_^  =  ( —  1)""^  gefunden  wurde;  dies  geht  übrigens  auch 
schon  aus  der  Thatsache  hervor,   dass  Jf^,  •  •  •  Jf  ^  und  folglich  auch 
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z  ,  ■  ■  ■  z  ein  Fundamentalsystem  der  adjungii-ten  Differentialgleichung 
(9)  constituiren.  Wir  können  aber  auch  leicht  den  genauen  Werth  der 
Determinante  des  Functionssystems  z^,  •  •  ■  ^„  ermitteln.  Aus  dem 
Multiplicationssatze  der  Determinanten  folgt  nämlich  die  Gleichung 

und  da  zufolge  der  Relationen  (18) 

ist,  erhalten  wir  die  wichtige  Beziehung 

(20)  B{y^,y,yyyi){z^,z,---z,)  =  l. 

Bezeichnen  wir  das  durch  die  Gleichungen  (15)  definirte  Fundamental- 
system z^,  ■  ■  ■  Z^  der  adjungii-ten  Differentialgleichung  als  das  zu 
y^,--  y^  adjungirte  Fundamentalsystem,  so  können  wir  also  sagen: 

Das  Product  aus  den  Determinanten  adjungirter  Funda- 
mentalsysteme hat  den  Werth  Eins. 

Ebenso  wie  die  Gleichungen  (15)  eine  unmittelbare  Folge  der  Glei- 
chimgen  (17)  sind,  gehen  aus  den  Gleichungen  (19)  durch  Ausrechnung 
von  y^j  y„  ■  ■■  y    die  Ausdrücke 

(21)  2/.  =  (-l)  Diz^z,..    zj 

hervor.  Wenn  wir  nun  noch  die  adjungirte  Differentialgleichung  (9) 
nach  der  in  der  Nr.  14  dargelegten  Methode  durch  das  Funda- 
mentalsystem Zj^,  z.^  •  ■  ■  z^  derselben  darstellen  (wobei  zu  beachten  ist, 
dass  nach  Gleichung  (9)  der  Coefficient  der  n**^"  Ableitung  von  z  in 
P'{z)  den  Wei-th  (—  1)"  hat),  so  kommt 

und  an  dieser  Fonn  lässt  sich  jetzt,  auf  Grand  des  Theorems  von 
Appell  (Nr.  15),  leicht  zeigen,  dass  die  Coefficienten  von  P' {s) 
ganze  rationale  Functionen  der  Coefficienten  von  P(y)  und 
ihrer  Ableitungen  sind. 

Untersuchen  wir  zu  dem  Ende,  wie  sich  die  z^,  •  •  •  ^^  verändern, 
wenn  wir  an  Stelle  von  y^,  ■  •  ■  y^^  ein  anderes  Fundamentalsystem 
Ij,  I.,,  •  ■  ■  1^^  der  Differentialgleichung  (A)  treten  lassen,  welches  mit 
Vi,  ■  ■  ■  y„  durch  die  Gleichungen : 

(23)  l.  =  ^%,y,  0^=1,  V-n) 

/.  =  1 
verbunden  ist,  avo 


23.  Reciproke  Substitutionen.  d;") 

A=    |a^J4=0  {y.,  1  =  1,2  ■■■>,). 

Die  Werthe  t,^,  ^2  '  '  '  ^«;  "^  welche  ,0^,  -^2  "  '  '  ^«  übergehen,  werden 
sich  am  einfachsten  ergeben,  wenn  wir  beachten,  dass  die  Gleichungen 
(17)  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Grössen  0^,  •  •  •  S^^  ausreichen; 
hieraus  folgt  nämlich,  dass  die  ^^,  t^  •  ■  ■  t^  ^^^  ^^'^^  ^i?  ^2  '  '  '  ^n  ^^"i'*"^ 
dieselben  Gleichungen  (17)  verknüpft  sind,  dass  also: 

^^J(;-)  =  0        (/=o,i,....-2), 

Setzen  wir  hierin  für  die  |^  und  die  Ableitnngen  dieser  Functionen, 
die  sich  aus  den  Gleichungen  (23)  unmittelbar  und  durch  Ditferentation 
ergebenden  Werthe  ein,  so  erhalten  wir: 

J;'?/!;'^^«..^.  =  o       ('=0,1,.. .-2), 

y.  =  l  1  =  1 

Hieraus  folgt  durch   Vergleichung  mit  (17) 

X  =  l 

oder  wenn  wir 

A     -  -^  .   ^ 
'■"■^ca,.^      A 

setzen,  durch  Auflösung  nach  den  ^, 


(x  =  l,2  ■•■«) 


(24)  t,  =  ^K.^h 

;.  =  i 

und  nach  bekannten  Sätzen  über  Determinanten  ist 


|A,.l  =  i 


{x,  2  =  1,  2 


Die  Multiplicatoren  z^,  ^.,  •  •  •  ,?.,  gehen  also,  wenn  man  y^  ■  ■  ■  y ^^ 
durch  1^  •  •  •  |„  ersetzt,  in  lineare  homogene  Functionen  t,^,  ^^  •  •  •  t,^^ 
ihrer  selbst  über,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  man  auf  die  Ele- 
mente y^,  y.^  ■  ■  ■  y^  eines  Fundamentalsystems  der  Differential- 
gleichung (A)  die  lineare  Substitution  (23)  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante  ausübt,  so  erfahren  die  Elemente 
;?j  •  •  •  3^^  des  adjungirten  Fundamentalsystems  auch  eine  lineare 
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Substitution  (24)  mit  nicht  verschwindender  Determinante, 
und  zwar  stehen  diese  beiden  linearen  Substitutionen  in  der 
Beziehung  zu  einander,  dass  die  eine  die  reciproke  der  anderen 
ist.  In  der  That  folgt  aus  bekannten  Determinantensätzen,  dass  ebenso 
wie  A^^  gleich  der  zum  Elemente  a^^  der  Determinante  \cc.^_^\  gehörigen 
Subdeterminante  dividirt  durch  die  Determinante  |  «  ^  I  selbst  ist,  auch 
umgekehrt  cc^^,  als  der  Quotient  der  zum  Elemente  A^^  gehörigen 
Subdeterminante  der  Determinante  ]  A^  ^  j  durch  diese  Determinante  selbst 
aufgefasst  werden  kann. 

In    der  Invariantentheorie    der    algebraischen  Formen    nennt  man 
zwei  Systeme  von  Grössen 

Vi,  y^A-'-Vn 


die  in  der  angegebenen  Weise  transformirt  werden,  contrag rediente 
Systeme;  wir  können  also  kurz  sagen,  ein  Fundamentalsystcm 
von  (A)  und  sein  adjungirtes  Fundamentalsystem  sind  contra- 
ofredient. 


24.    Explicite  Darstellung  des  adjungirten  und  des  begleitenden 
bilinearen  Differentialausdruekes.    Sätze  von  Frobenius  und  Hesse. 

Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck  (22) 
D(z,z,  ■  ■  ■  z) 

()ezieliungsweise,  wenn  wir  uns  die  Zählerdeterminante  nach  den  Ele- 
menten der  ersten  Zeile  entwickelt  denken,  wodurch 

P'(.)  =  (-  1)"^(")  +  q,^'-''  +  1,^'"''  +  •  •  •  +  QJ 
wird,    die   Coefficienten   q^,  q,j^  ■  •  ■  q^   der   einzelnen  Ableitungen  von  ,:■. 
Ersetzen  wir  y,  ■  ■  ■  ii    durch  S,  ••  •  |  ,  so  verwandeln  sich  s,,  s^  ■  ■  ■  b 

•  '1  •'n  ^1  ^n'  1'      2  H 

in  L,  t^  ■  ■  •  t  ,  die  Coefficienten  r/, ,  (k  ■  ■  ■  q  bleiben  also  unge- 
ändert.  Wie  aber  aus  der  Darstellung  (15)  der  Grössen  p:^  durch 
die  Vi  '  ■  •  y^  und  aus  der  Gleichung  (20)  unmittelbar  hervorgeht,  sind 
diese  Coefficienten  q^,  q.,  ■  •  ■  q^  Brüche,  deren  Zähler  ganze  rationale 
Functionen  der  y^  ■  ■  •  ?/„  i^md  ihrer  Ableitungen  sind,  während  der  allen 
gemeinschaftliche  Nenner  eine  ganzzahlige  Potenz  von 

I)(:y^,y,-..yJ=^rrf^-'^ 

ist.  Dieser  Nenner  multiplicirt  sich  Ijeim  Uebergange  von  den  ?/,-••  y^ 
zu    den    Ij  •  ■  •  |^,    mit    einer    bestimmten    etwa    der    ju,*''"    Potenz    der 
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Determinante  A;  da  die  Brüclie  selbst  ungeändert  bleiben  müssen, 
multipliciren  sieb  also  die  Zäbler  ebenfalls  mit  A^'.  Sie  sind  folglicb 
nach  dem  S^tze  von  Appell,  abgesehen  von  dem  Factor 

ganze  rationale  Functionen  der  Coefficienten  p^  •  ■  •  p^  von  (A)  und 
deren  Ableitungen,  dieser  Factor  hebt  sieb  aber  genau  gegen  den  Neuner 
weg,  so  dass  sieb  seblieisslich  die  q^,  q^  •  ■  ■  %  als  ganze  rationale 
Functionen  der  p^,  p^  ■  ■  ■  p^  und  ihrer  Ableitungen  ergeben. 

Um  zu  der  wirklichen  Darstellung  der  Coefficienten  von  'P'iz)  zu 
gelangen,  greifen  wir  auf  die  Gleichung  (IG)  (S.  02)  und  insbesondere 
auf  die  daselbst  definirten  Ausdrücke 

^  (?A  ^  J  =  (- 1)       TKy,---v^    

zurück,   die   sich  unmittelbar  als  Differentialausdrücke   (w  —  1)*""  Ord- 
inuig  in  y  darstellen.    Wir  fragen  nach  einem  in  y  und  z  bi  linearen 
Differentialausdrucke   (w  —  1)*"   Ordnung  P  (;*/,,'?),   der  sich  für  z=^z^ 
auf  P  {\j,  z^  reducirt,  für  a  =  1,  2  •  •  •  n. 
Sei  der  gesuchte  Ausdruck 

-Piij^z)  =  T^z  +  T/-\--  ■  ■  +  i;  _,s(«-^), 

so  sollen  also  die  Gleichungen 

11  —  1 

P  (^^  Z^  =  V  "^./^^  («  =  1,  2,  •  •  •  «) 

erfüllt  werden  5  diese  bestimmen  aber  die  Coefficienten  T^^  T^.  .  .  2"'„_j 
und  damit  den  Ausdruck  P{y,s)  vollständig  und  eindeutig,  da  die  De- 
terminante 

von  Null  verschieden  ist.  Es  kann  also  nur  einen  Ausdruck  P(y,s) 
von  der  geforderten  Beschaffenheit  geben,  ein  solcher  ist  aber 

(26)  P{y,,)  =  ^P(y^^,z)P(j,,.0, 
wo 

(27)  P{y^,,)  =  {-ir 


1  ^(^,  ^1  •••  ^a_H  ^a  +  1 


gesetzt  wurde.  In  der  Tliat  ist  dieser  Ausdruck  bilinear  in  y,  s  und 
ihren  Ableitungen  bis  zur  (w  —  1)*^°  Ordnung,  und  er  reducirt  sieh 
offenbar  für  z  =  z^  auf  P(^,  ^^)-,  überdies  sehen  wir  auch,  dass  er  für 
y  =  y^^  dem  mit  P(y^,B)  bezeichneten  Ausdrucke  gleich  wird,  wodurch 
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für  diesen  letzteren  die  gewählte  Bezeiclinung  gerechtfei-tigi  erscheint. 
Aus  den  Gleichungen  (21),  (22)  und  (27)  folgt  durch  Anwendung  der 
Determinantenrelation  (14)  (S.  61)  die  der  Gleichung  (16)  ^S.  62)  ana- 
loge Beziehung 

(28)  '  y^F'{z)  =  -^P{s)^^,z), 

die  uns  die  Integrale  ya  der  Differentialgleichung  (A)  in  ihrer  Eigen- 
schaft als  Multiplicatoreu  der  adjungii-ten  Differentialgleichung  erkennen 
lässt  (vergl.  Nr.  21,  Schluss). 

Differentiiren  wir  den  Ausdruck  P  (?/,  z)  nach  x,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen  (16),  (26),  (28): 

(29)  ^P(?/,,.)  =  J;{P(?4,.).,P(?/)  -  Pi:i,,,^)yr{z)\. 


Nun  ist  aber  offenbar 


y      y     ■  ■  y^"~  '     y^ ' 
y     y  ■  ■  y^"-~'^^    if'^  ■ 


also  folgt,  wenn  wir  nach  der  letzten  Reihe  ordnen  und  durch  I)(y^  '"yj 
tlividiren,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (25), 

(C)  yi''^=^^y'/;^P{y,,J,  (...), 

a  =  1 

und  analog  findet  man 

« =1 

Benutzt  man  diese  Gleichuno-en  für  h  =  0  zur  Umformuno-  der  linken 
Seite  von  (29),  so  ergiebt  sich 

(30)  ^~^P{y,z)  =  ,P{y)-yr(^. 

Wir  haben  also  von  dem  durch  die  Gleichung  (9)  (S.  58)  defi- 
nirten  Ausdnicke  P'(ß)  direct  nachgewiesen,  dass  er  die  Eigenschaft 
hat,  die  Differenz 

zP(:y)-yP'(,) 

zur  Ableitung  eines  in  y,  z  bilinearen  Differentialausdruckes  zu  machen: 
hieraus  lässt  sich  nun,  —  und  wir  kommen  damit  zu  dem  oben 
ei-wähnten  Satze  des  Herrn  Fr  oben  ins  —  sehr  leicht  die  Identität  dieses 
Ausdruckes  P'  {£)  mit  dem  durch  die  Gleichung  (A')  erklärten  und  zu- 


I 
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gleich  die  des  in  Gleichung  (30)  vorkommendeii  l)iliiiearen  Differeiitial- 
ausdruckes  P(y/,  z)  mit  dem  ebenso  bezeichneten,  durch  die  Gleichung  (B) 
(S.  55)  erklärten,  nachweisen.  Subtrahiren  wir  nämlich  die  oben  her- 
geleitete Lagrange 'sehe  Identität  (Nr.  20) 

(31)    r. 22^-  ^y !"'-'-'' £ iP.^A = n'd,) 

von  der  Gleichung  (30)  und  denken  uns  für  z  eine  bestimmte  Function 
von  X  gesetzt,  so  haben  wir  auf  der  linken  Seite  der  so  entstehenden  Glei- 
chung die  Ableitung  eines  linearen  Differentialausdruckes  von  y^  während 
auf  der  rechten  Seite  eine  mit  y  multiplicirte  Function  von  x  steht; 
ein  solches  Product  kann  aber  unmöglich  die  Ableitung  eines  linearen 
Differentialausdruckes  von  y  sein,  dieser  muss  also  identisch  verschwinden, 
d.  h.  es  ist  in  der  That 


(32) 


P-(.)  =  ^(^ir£-.(.._.^'), 


woraus  sich  zugleich  die  Darstellung  der  Coefficienten  g_^,q^--  ^,^  von 
P'(5)  und  auch  die  der  Coefficienten  von  P{y,s)  als  ganzer  rationaler 
Functionen  der  Coefficienten  ^^,  21^  '  '  '  Pn  ^^^  -P(^)  ^^^^'^  deren  Ablei- 
tungen ergiebt.  Man  nennt  P  (y,  *)  den  den  Differentialausdruck  P  (;?y) 
begleitenden  bilinearen  Differentialausdruck.  Stellt  man  für 
den  Differentialausdmck 

P'  (z)  =  (-  1)"^('0  +  g^.(«-^)  +  •  ■  •  +  (/„0 

die  Identität  von  Lagrange  auf  und  subtrahirt  dieselbe  von  der 
Gleichung  (30),  so  ergeben  sich  für  P(^y)  und  P(y/,  z)  Ausdrücke,  deren 
Coefficienten  sich  rational  aus  den  r/^,  q.-,  ■  ■  ■  q^^  und  ihren  Ableitungen 
zusammensetzen.  Ferner  ergiebt  sich  unmittelbar  der  von  Hesse  her- 
rührende Satz: 

Der  adjungirte  und  der  begleitende  bilineare  Differential- 
ausdruck einer  Summe  ist  gleich  der  Summe  aus  den  adjun- 
girten  und  den  begleitenden  bilinearen  Ausdrücken  der  ein- 
zelnen Summanden. 

In  den  obigen  Formeln  ist  überall  p^^  =  1  zu  nehmen;  um  aucb 
den  Fall   eines  Differentialausdruckes,   in  welchem   der  Coefficient  der 
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höchsten  Ableitung  eine  beliebige  Function  «  von  x  isfc^  in  unsere  Be- 
trachtung einzuordnen,  setzen  wir  fest,  dass  der  Ausdruck  az  als  der 
adjungii-te  des  Differentialausdruckes  nullter  Ordnung  ay  anzusehen  sei. 
Dann  ergiebt  sich  aus  dem  Reciprocitätssatze  (Nr.  21),  dass  der  adjun- 
girte  Difierentialausdruck  von  a  V{jj)  gleich  P'(az)  ist,  so  dass  also 
die  Ausdrücke  (32)  auch  in  dem  Falle,  wo  in 

P  als  beliebige  Function  von  x  genommen  wird,  den  adjun- 
girten,  beziehungsweise  den  begleitenden  bilinearen  Difie- 
rentialausdruck von  P(y)  darstellen. 


25.    Differentialgleichungen,   die   ihren  adjungirten   gleich   oder  ent- 
gegengesetzt gleich  sind.     Sätze  von  Jacobi  und  Darboux. 

Wenn    eine    lineare   Differentialgleichung  n^^^  Ordnung  P(j/)  =  0 
mit  ihrer  adjungirten  V  (ß)  =  0  alle  Integrale  gemein  hat,  so  muss  (S.  39) 

F{i,)  =  Q.F'{y) 

sein,  wo  q  einen  von  y  una])hängigen  Factor  l^edeutet.  Da  aber  der 
Coefficient  der  höchsten  Ableitung  in  P'  sich  von  dem  Coefficienten 
der  höchsten  Ableitung  in  P  nur  durch  den  Factor  ( —  1)"  unter- 
scheidet, so  folgt,  dass 

P{y)-={-irr{y) 

sein  muss.  Demzufolge  ist  alsdann  jede  Lösung  der  Differentialglei- 
chung auch  zugleich  ein  Multiplicator.  Wenn  die  Ordnung  n  der  Dif- 
ferentialgleichung eine  gerade  Zahl,  n  =  2m  ist,  haben  wir 

in  diesem  Falle  ist  also  der  Differentialausdruck  P(^)  mit  seinem  ad- 
jungirten identisch;  diese  Art  von  Differentialgleichungen  spielt  in  der 
Variationsrechnung  eine  wichtige  Rolle  (vergl.  Jacobi,  Cr  eile's  Journal, 
Bd.  17,  S.  06).    Ist  dagegen  n  eine  ungerade  Zahl,  n  =  2m  —  1,  so  ist: 

P(^)  =  -  P'(y), 

d.  h.  der  Differentialausdruck  ist  seinem  adjungirten  entgegengesetzt 
gleich. 

Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall,  n  =  2  m,  P(y)  =  P'{v)'i 
dann  lautet  also  die  Lagrange 'sehe  Identität  (30) 


^P(y)-yP{^  =  l^Piy,z), 


ist  demnach 
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dx      ^^'    ^  dx      ^  '  ^'^ 

und  folglich,  da  F{jj,3)  homogen  ist, 

F{y,z)  =  -F{z,y)', 

mun  nennt  einen  bilinearen  Differentialausdruck,  der  diese  Eigenschaft 
hat,   einen   alternirenden,   nnd   man   hat   für  einen  solchen  offenbar: 

F(:y,y)  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  ein  wichtiger  Satz  von  Jacobi. 

Sei    nämlich    tv^    ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung 
P(//)  =  0,  so  ist  also,  wenn  wir  in  (30)  s  =  w^  einsetzen, 

(33)  tv,F{:y)^f-^P(:y,w,), 

da  aber 

PK,^.J  =  0, 

so  lässt  sich  (Nrn.  17, 19)  der  in  y  lineare  Differentialausdruck  (2m —  l)*'"' 
Ordnung  P(y,  w^  in  die  Form  setzen: 

wo  Pj  einen  linearen  Differentialausdruck  {2  m  —  2)''°'^  Ordnung  be- 
deutet.    Also  ist  nach  (33) 

(34)  P(y)  =  i_;Lp  .;LiL 

^      ^  ^^ ^        ^v■^^  dx      i^  ax  w^  ' 

lulden  wir  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  den  adjungirten  Diffe- 
rentialausdruck, indem  wir  auf  der  rechten  Seite  den  Reciprocitätssatz 
(Nr.  21)  anwenden,  so  kommt 

p'(^)  =  p(v/)  =  l  A  p'JL  y 

also  erhalten  wir  die  Gleichung 

1      d     -p     d     y   1      d     -p,    d     y 

u\  dx      1  dx  IV ^         w^  dx      ^  dx  to^' 

woraus  nach  der  in  Nr.  17  für  zusammengesetzte  Differentialausdrücke 
abgeleiteten  Regel 

^1  =  P[ 
folgt,  d.  h.  der  Differentialausdruck  P^  stimmt  ebenso  wie  P  mit  seinem 
adjungirten  überein. 

Sei  nun  tv.^  ein  Integral  von  P^  =  0,  so  folgt  nach  Analogie  mit 
der  Gleichung  (34) 
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p    ^    1     jl    jj    d    J 

i  to^  dx      ^  dx   'Wj,' 

P,  ein  Differentialausdrnck  (2w*  —  4)*^''  Ordnung^  der  auch  wieder 
seinem  adjungirten  gleich  ist;  also  haben  wir 

p 1      d      1_    d    j^    d      1      d      1^ 

w^  d X  vo^  dx      '^  dx   w,^  dx  w^ ' 

und,   indem   wir   so   weiter   schliessen,    erhalten   wir  endlieh  P  in   der 
Form : 
j)/  ^          1      d      1      d,             d         1         d    JJ     d         1  d      1      d      1 

^^''         w^  dx  to,^  dx  dx  M^„,_i  dx     "'■dx  tVjj^_i  dx  w,^  dx   tv^' 

WO  u\^^_^  ein  Integral  der  mit  ihrer  adjungirten  gleichen  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  P,^^^_^=  0  und  P^^^ij})  einen  Differentialausdruck 
nullter  Ordnung,  also  P  eine  blosse  Function  von  x  bedeutet.  Sei 
j>,j  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  in  P{y),  dann  ist,  da  (nach 
Nr.  17)  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  eines  zusammengesetzten 
Differentialausdruckes  gleich  ist  dem  Producte  aus  den  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitungen  der  einzelnen  Theile, 

^»        ■>"■  yw^       ^OT— 1/ 

Setzen  wir  nunmehr 


a  eine  beliebige  Function  von 

Qiv)  = 

so  ist  Qiji)  ein  Differentialausdruck  m^'^'^  Ordnung,  und  für  seinen  ad- 
jungirten erhalten  wir  nach  dem  Reprocitätssatze 

fy/  N  / ^xm    1     d     1     d  1         d      y 

^  ^"^^         ^  ^     iL\  dx  iv,^  dx  ^^„j— 1  dx  w^^^  ' 

also  lässt  sich  F{ij)  in  die  Form  setzen 

(35)  I\y)=Q'oA^(j)), 

wo  z.  B.  a  =  1  genommen  werden  kann.  Da  offenbar  auch  für  jeden 
beliebigen  Differentialausdruck  Q(y)  der  Ausdruck  Q'aQ(ij)  mit  seinem 
adjungirten  identisch  ist,  so  ist  die  Form  (35),  aufweiche  sich  der 
seinem  adjungirten  gleiche  Differentialausdruck  P(?/)  bringen 
lässt,  für  einen  solchen  Differentialausdruck  charakteristisch. 
Dies   ist    der   Jacobi'sche    Satz.     Jacobi    hat   aber    auch   noch    eine 


p 

(- 

-  ly-a 

1 

7 

1  von 

X, 

und 

1 

d 

dx 

tVj 

1        d 

j_i   dx 

1 

d 

dx 

y 
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andere  charakteristisclie  Form  für  die  sich  selbst  adjuiigirten  Difiereu- 
tialausdrücke  aufgestellt,  die  wir  hier  ebenfalls  entwickeln  Avolleu.    Wenn 

so  ist 


in  Diiferentialaiisdrnck,  dessen  Ordnungszahl  höchstens  gleich  Im  —  1 


sein  kann;  da  aber  offenbar 


muss  Pi(^)  von  gerader  Ordnung,  also  von  der  Ordnung  Im  —  2 
sein.     Setzen  wir 

so  ist 

ein  Differentialausdruck,  dessen  Ordnungszahl  höchstens  gleich  Im  —  3 
ist  und  da  wieder 

so  ist  P.,{y)  von  {2m  —  4)'"''  Ordnung.  Fährt  man  auf  diese  Weise 
fort,  so   erhält  man  schliesslich  für  P(y)  die  Gestalt: 

(36)  P(>J)=£; (p.y'")  +  ß^iPiV"^- ^')  +  •  •  •  + 1, ip,.-.y')  +V,J, 

wo  2>Q,  1\,  ■  •  ■  1\,^  blosse  Functionen  von  x  bedeuten.  Umgekehrt  stimmt 
auch,  wie  man  direct  einsieht,  jeder  Differentialausdruck,  der  sich  in 
diese  Form  setzen  lässt,  mit  seinem  adjungirten  überein. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  des  zweiten  Falles,  wo 

n^2m-l,     P(y)  =  -P'(y) 

ist.     Die  Lagrange'sche  Identität  lautet  dann 

^P{ij)  +  yP{^  =  ^P(^,^, 

also  folgt  für  den  begleitenden  bilinearen  Differentialausdruck 

P{y,  z)  =  P{z,  y); 

man  nennt  einen  bilinearen  Differentialausdruck,  der  diese  Eigenschaft 
hat,  einen  symmetrischen.     Wenn 
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SO  muss  also  a..^  =  a^.  sein.     Setzen  wir  y  =  s,  so  folgt: 

(1.  h.  (Inrch  Multiplication  mit  ?/  wird  P(v/)  die  Ableitung 
eines  in  y  homogenen  quadratischen  Differentialausdruckes; 
derselbe  reducirt  sich,  wenn  für  y  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 
P(7/)  =  0  genommen  wird,  auf  eine  Constante.  Diese  durch  die  Glei- 
chung (37)  dargestellte  Eigenschaft  ist  zugleich  für  die  hier  betrach- 
teten Ditferentialausdrücke  charakteristisch.  Denn  sei  für  den  Diffe- 
rentialausdnick  P(^) 

wo  B.{y)  einen  homogenen  Differentialausdruck  zweiten  Grades  in  y 
bedeutet,  also 

■/.       i 
so   folgt,  wenn   wir  an   die  Stelle  von  y  setzen  y  A^  Iz,  l  ein  von  j 
unabhängiger  Parameter, 

(^  +  A.)P(y  +  A.)  =  ^P(y-f  A..), 
und  indem   wir  auf  beiden  Seiten  die  Coefficienten  von  A  vergleichen: 

.P(y)  +  yV{z)  ==  2  A  ^^h^^yi^hi-'^l 

Hieraus  schliessen  wir  aber  nach  dem  Satze  von  Herrn  Fr  oben  ins 
(Nr.  24),  dass  in  der  That  —  F{ß)  der  adjungirte  Ausdruck  von  P(y/) 
sein  muss.  Durch  ein  Verfahren,  das  dem  für  die  sich  selbst  adjungirten 
Differentialausdrücke  äuge  wandten  analog  ist,  können  wir  auch  eine 
charakteristische  Form  für  die  ihren  adjungirten  entgegen- 
gesetzt gleichen  Differentialausdrücke  herstellen.     Sei 

-  F\y)  =  P(:y)  =  2p^yi-^"^-^^  +  ■  •  -, 
dann  ist 

p.(^)  =  m  -  (—Po  j^.  y  +  j^.p.  j^) 

ein  Differentialauscb-uck  von  höchstens  (2wi  —  2)**^^  Ordnung-,  da  er 
aber,  wie  durch  Anwendung  des  Satzes  von  Hesse  (S.  69)  und  des 
Reprocitätssatzes  unmittelbar  ersichtlich  ist,  seinem  adjungirten  P/(^) 
entgegengesetzt  gleich  ist,  kann  er  nur  von  der  Ordnung  2m  —  3 
sein.     Schliessen  wir  so  weiter,  so  folgt  für  P(^)  die  Darstellung 
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(38)     P(.)  =  £!:.<..<"-'  +  £^,J-  +  ;5^^./"-> 

dx  "-^ 

WO  7>|,,  j^j,  ■  •  ■  j>^^^  blosse  Fiinctioueii  von  x  bedeuten. 

Stellt    Q{ij)    einen    beliebigen    linearen    Differentiulausdruck    dar, 
Q'(z)  seinen  adjnngirten,  so  ist  der  Diiferentialausdruck 

(39)  <i'§,m 

zufolge  des  Reciprocitätssatzes  seinem  adjungirten  gleich  und  entgegen- 
gesetzt; umgekehrt  kann  auch  jeder  so  beschaffene  Differentialausdruck 
auf  die  Form  (39)  gebracht  werden.  Für  den  Beweis  dieser  Behauptung 
verweisen  wir  auf  die  „Le^ons  sur  la  Theorie  generale  des  Surfaces" 
des  Herrn  Darboux,  Band  2,  S.  121. 


Viertes  Kapitel. 

26.    Integration  der  nichthomogenen  DifFerentialgicichung. 
Hauptintegral.     Anwendung  auf  die  Reduction  von  Differential- 
gleichungen, vergl.  Nr.  18. 

Die  Miütiplicatoren  2^,  ■  ■  ■  z^^  (S.  62)  der  Differentiulgleicliung  (A) 
finden  eine  wichtige  Anwendimg  bei  der  Integration  der  niclit  liomo- 
genen  linearen  Differentialgleichung 

(1)  P(!j)=l>i^^ 

wo  j:>(,'7;)  eine  beliebige  Function  von  x  bedeutet.    Aus  der  Gleichung  (C) 
(S.  68)  folgt  nämlich  für  h  =  0  die  Identität: 

(2)  !/=^'//.^(!/;0; 

nun  ist  aber  zufolge  der  Midtiplicatoreigeuschaft  von  z_  (Gleichung  (16) 
Nr.  22,  S.  62) 

also 

und  wenn  y  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  bedeutet: 

dies  in  Gleichung  (2)  eingesetzt,  giebt  den   Ausdruck 

(3)  y  =  y^yaP{x)^dx 


■^y.fiK^)^a' 


für  die  Lösung  der  Differentialgleichung  (1). 

Derselbe  Ausdruck  ergiebt  sich  auch  mit  Hülfe  der  sogenannten 
Methode  der  Variation  der  Constanten  von  Lagrange.  Diese 
geht  von  der  Erwägung  aus,  ob  es  nicht  möglich  ist  in  dem  Ausdrucke 

(•1)  y  =  ^'i2/i  +  <^2y:i  H h  ^„y. 


11"  ii'> 
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der  für  coustaute  Werthe  der  Cj,  c^,  •  •  c,  eine  Lösung  der  homogenen 
Gleichung  (A)  —  man  nennt  diese  wohl  auch  die  zur  completten 
Gleichung  (1)  gehörige  reducirte  Gleichung  —  darstellt,  die  c^,  c,-^,  ■  ■  ■  c,^^ 
derart  als  Functionen  von  x  zu  bestimmen,  dass  dieser  Ausdruck  der 
completten  Gleichung  (1)  Genüge  leistet.  Dies  ist  ofienbai*  stets  mög- 
lich, man  könnte  sogar  für  («  —  1)  der  c^  beliebige  Functionen  von  x 
nehmen,  und  erhielte  dann  für  die  «*®  dieser  Grössen  eine  Differential- 
gleichung. Lag  ränge  sucht  mm  aber  die  c^^  so  zu  wählen,  dass  sie 
sich  in  ihren  Eigenschaften  so  weit  als  möglich  den  Eigenschaften  von 
Constanten  auschliessen.  Wir  bestimmen  die  c^,  c^,  •  •  •  c^  aus  den  n 
Gleichuuo-en 


(5) 


«  =  l 


dann  ist  offenbar 

iß)  =  c^if^  4-  (^-Aif  +  ■  •  •  +  ^'„y^'}         (;.  =  o,i,  ■;«-]), 

d.  h.  bei  (>i  —  l)-maliger  Differentiation  des  Ausdruckes  (4)  verhalten 
sich  die  c    als  ob  sie  Constanten  wären,  dagegen  ist 

y(«)  =  cj^)  4-  c^  -j y  cj;;^  +  p{x). 

Hieraus  erhellt  unmittelbar,  dass  der  Ausdruck  (4)  in  der  That  die 
Differentialgleichung  (1)  befriedigt,  wenn  wir  die  c^  den  Gleichungen  (5) 
gemäss  bestimmen;  dividiren  wir  aber  diese  letzteren  Gleichungen  durch 
j[){x)  und  vergleichen  dieselben  mit  den  zur  vollständigen  Bestimmung 
der  5^  dienenden  Gleichungen  (17)  der  Nr.  23  (S.  G2),  so  kommt: 

1     <^c« 

]){x)   dx  « 

und  indem  wir  die  hieraus  berechneten 

c    =  i  pix^z,  dx 


\=JlK^)^a 


in   (4)    einsetzen,    finden    wir    den   Ausdruck   (3)    für    die   Lösung    der 
Gleichung  (1)  wieder. 

Wenn  wir  in  (3)  über  die  bei  den  n  auszuführenden  Quadraturen 
auftretenden  willkürlichen  Constanten  disponiren,  indem  wir  etwa  die 
unteren  Grenzen  der  Integrale  festsetzen,  so  erhalten  wir  eine  parti- 
culäre  Lösung  der  Differentialgleichung  (1).  Bedeutet  y  eine  solche 
particuläre  Lösung  und  y  eine  beliebige  Lösung  von  (1),  so  genügt 
offenbar  y  —  y  der  reducirten  Differentialgleichung  (A);  es  ist  folglich 
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y  —  y  =  r^Vx  +  ^2?^  -\ ^  yji,,^ 

7p  y^j  •  ■  ■  Yn  Constante-,  in  der  Form 

y=-y  +  TiVi  -\ h  TuVu 

ist  folglieli  jede  Lösung  von  (1)  darstellbar.  Die  Hinzufügnng  einer 
solchen  homogenen  linearen  Function  mit  constanten  Coefficienten  der 
y  7  y^2y  '  '  '  y  ^^^  einem  bestimmten  y  kommt  aber  offenbar  auf  eine 
Abänderung  der  unteren  Grenzen  der  Integrale  in  dem  Ausdrucke  (3) 
hinaus,  wenn  wir  also  unter  |^,  1^,  •  •  •  |^  willkürliche  Constanten  ver- 
stehen, so  ist  jede  Lösung  von  (1)  in  der  Form 

n  ^ 

y  =  yyalp(^)^^j^^ 

enthalten,  wir  nennen  diesen  Ausdruck  darum  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (1). 

Sei  I  ein  nicht  singulärer  Werth,  d.  h.  also  ein  Werth,  fin- 
den die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (1)  sich  regulär  ver- 
halten, und  für  den,  wenn  der  Coefficient  2\^  von  ?/'"'  keine  Constante 
ist,  dieser  Coefficient  nicht  verschwindet;  nehmen  wir  dann 

I,  =  I,  =  .  .  -  =  1,^  =  I, 
so  erhalten  wir  die  Lösung 
(G)  y=^ylp{x)2jx, 

die  wir  das  zu  .« =  |  gehörige  Hauptintegral  der  Differential- 
gleichung (1)  nennen  wollen.  Da  zufolge  der  Relationen  (17)  Nr.  23 
(S.  62)  die  Gleichungen 

yW^.^yW     U(X)S     dX 


-■^y^^Jpix);. 


gelten,  besitzt  dieses  Hauptintegral  die  Eigenschaft,  mit  seinen 
(w — 1)  ersten  Ableitungen  für  .t  =  |  zu  verschwinden.  Durch 
diese  Eigenschaft  ist  es  umgekehrt  auch  eindeutig  bestimmt. 
In  der  That  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  das  zu  a;  =  |  gehörige 
Hauptintegral  unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  bei  seiner 
Bildung  zu  Grunde  gelegten  Fundamentalsystems  y^,  y^}'  '  '  y^ 
der  reducirten  Differentialgleichung  (A).  Sei  nämlich  ein  anderes 
Fundamentalsystem  von  (A) 


20.  Das  Hauptintfigral. 


CO  %  =^^y.?yx 


(z=l,  2,  ■■     n), 


SO    stellt    sich    das    7a\    i;^,  ij.,,  •  •  •  i;^^    adjungirte    Fundamentalsystem 
(Nr.  23)  i,^,  ^2>  ■  ■  ■   ^«   durch  die  zu  (7)  reciproke  Substitution 


;.  =  i 
dar,  woraus  umgekehrt 

(8)  h=^<^.A. 


(>l  =  l,2,  •■•«) 


hervorgeht.     Bilden   wir   mit.  Hülfe   des  Fundaraeutalsystcms  'rl^   ■  ■  ■  -jy^^ 
das  zu  .T  =  I  geh()rige  Hauptintegral  von  (1),  so  lautet  dasselbe 

oder  wenn  wir  für  die  7;^  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (7)  setzen: 

n  n  f 

oder  noch  anders  geschrieben: 

(Ix, 


2'!'a/i'W2'<'.,5.' 


und  dies  ist  offenbar,  vermöge  der  Gleichungen  (8),  mit  dem  durch  die 
Gleichung  (6)  definirten  Hauptintegrale  identisch.  Nunmehr  können 
wir  auch  zeigen,  dass  sich  stets  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung (1)  herstellen  lässt,  die  für  x  =  i  beliebig  vor- 
geschriebenen Anfangsbedingungen  genügt,  d.  h.  eine  Lösung 
y,  die  mit  ihren  (n — 1)  ersten  Ableitungen  für  x  =  i,  die  be- 
liebig vorgeschriebenen  endlichen  Werthe  |^,  1^,  •  •  •  |^^  an- 
nimmt, und  dass  dieselbe  durch  die  Angabe  der  Anfangs- 
bedingungen auch  eindeutig  bestimmt  ist.  Da  nämlich,  zu 
Folge  der  über  |  getroffenen  Voraussetzungen,  dieser  Werth  auch  kein 
singulärer  Punkt  der  reducirten  Differentialgleichung  (A)  sein  kann 
(Nr.  10),  lassen  sich  stets  n  Constanten  y^,  7^,  •  •  •  y^  auf  eiiie  einzige 
Weise  so  bestimmen,  dass  die  Lösung 
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der  reducirteu  DifFereutialgleichuiig  mit  ihren  («  —  1)  ersten  Ablei- 
tungen im  Punkte  x  =  %  die  Werthe  |^,  |^,  •  •  •  |„  annimmt  (Nr.  9); 
dann  ist  aber,  da  das  Hauptintegral  y  mit  seineu  (/?  —  1)  ersten  Ab- 
leitungen für  X  =  h,  verschwindet, 

y  -i-u 

das  gesuchte  Integral  der  completten  Differentialgleichung  (1). 

Die  Integration  der  completten  Differentialgleichung  (1)  lässt  sich 
auch  direct  auf  die  Integration  zweier  homogenßr  Differentialgleichungen 
zurückführen.  Durch  Integration  der  homogenen  Differentialgleichuug 
(n  -{-  !)*"■  Ordnung 

folgt  nämlich,  dass  jede  Lösung  y  derselben  der  nicht  homogenen 
Gleichung 

F{v)=C-p{x) 

genügt,  wo  C  eine  Constante  bedeutet;  umgekehrt  ist  jede  Lösung  der 
reducirten  Differentialgleichung  (A)  eine  solche  Lösung  von  (9),  für 
welche  C  den  Werth  Null,  und  jede  Lösung  von  (1)  eine  solche 
Lösung  von  (9),  für  die  C  den  Werth  Eins  hat.  Die  Lösungen 
von  (9)  sind  also  entweder  Lösungen  der  reducirten  Differen- 
tialgleichung (A)  oder  bis  auf  constante  Factoren  Lösungen 
der  completten  Differentialgleichuug  (1). 

Nachdem  wir  so  die  allgemeine  Theorie  der  Integration  der  nicht 
homogenen  linearen  Differentialgleichungen  auf  die  der  homogenen 
zurückgeführt  haben,  können  wir  nunmehr  die  in  den  Nrn.  18,  19 
angestellten  Betrachtungen  über  die  gemeinsamen  Lösungen  homogener 
linearer  Differentialgleichungen  in  einigen  Punkten  vervollständigen. 

Wenn  die  Differentialgleichung  n^^""  Ordnung  P  =  0  durch  alle 
Integrale  der  Differentialgleichung  m'''''  Ordnung  Q  =  0,  (ni^  <  n),  be- 
friedigt wird,  so  lässt  sich,  wie  (Nr.  17)  gezeigt  wurde,  die  linke  Seite 
der  ersten  Differentialgleichung  in  die  Form  setzen: 

wo  E  einen  Diffbrentialausdruck  (n  —  m)**""  Ordnung  bedeutet.  Wenn 
die  Coefficienten  der  Differentialausdrücke  P,  Q  eindeutige  Functionen 
von  x  innerhalb  eines  Bereiches  E  sind,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von 
den  Coefficienten  von  P,  da  diese  aus  den  Coefficienten  von  P  und  Q 
durch  Differentiationen  und  rationale  Operationen  zusammengesetzt  sind. 
Sei  2/j,  ?/.,,  •  •  •  y^^^  ein  Fundamentalsystem  von  Q  =  0,  ?4j_li   ^in  Inte- 
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gral  von  P  =  0,  welches  nicht  aucli  der  DiÖ'erentialgleichnno-  Q  =  0 
genügt,  dann  ist  (Nr.  17) 

ein  Inteofral  der  Differentialo^leichunff  Jt  =  0,  und  umgekehrt,  wenn  iv 
ein  beliebiges  Integral  dieser  letzteren  Differentialgleichnng  bedeutet, 
so  befriedigt  jede  Lösung  der  nicht  homogenen  Gleichung 

die  Gleichung  P  =  0.  —  Sei  «'„,,j^,  ^^\u  +  ->y  *  *  '  ^''«  ^"^  Fuudamental- 
system  von  iv  =  0,  also 

^m4-iJ  ^m+'"  *  ■  *  ''m  willkürliche  Constanten,  das  allgemeine  Integral 
dieser  Differentialgleichung,  dann  ist  jede  Lösung  der  Gleichung 

(10)  Q(:>f)  =  IV 

eine  Lösung  von  P  =  0,  und  jede  Lösung  von  P  ==  0  ist  unter  dem 
allgemeinen  Integral  der  Gleichung  (10)  enthalten.  Bedeutet  also 
z^,  ^2?  '  ■  ■  ''^m  ^^^  ^^^  Vv  '  '  '  Vm  adjungirte  Fundamentalsystem  der  zu 
Q{y)  =  0  adjungirten  Differentialgleichung  Q'(/)  =  0,  so  lautet  nach 
S.  7G  das  allgemeine  Integral  von  (10)  und  somit  auch  das  allgemeine 
Integi-al  von  P  =  0 : 

wo  fj,  e,,  •  •  •  c^  willkürliche  Constanten  bedeuten:  dies  ist  der  oben 
(Nr.  19,  S.  52)  erwähnte  explicite  Ausdruck  des  allgemeinen  Integrals 
von  P  =  0. 


27.    Begriff  der  Irreductibilität  linearer  Differentialgleichungen. 
Sätze  von  Frobenius. 

Wenn  mau  über  die  Natur  der  Coefficienten  keine  besonderen 
Voraussetzungen  macht,  kann  man  jedes  lutegi-al  y  der  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung 

P{y)=i\y^''^  +i\2/("-'^  H Vpj  =  o 

als  Lösung  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (vergl.  Nr.  19) 

■      y'-~y  =  o 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    I.  6 
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auffassen  und  dementsprechend  nach  dem  oben  (Nr.  19,  S.  52)  dar- 
gelegten Verfahren  die  linke  Seite  P{y)  von  (A)  aus  n  linearen  Diffe- 
rentialausdrücken  erster  Ordnung  zusammensetzen.  Diese  Darstellung 
von  P(v)  is^'  der  Zerlegung  einer  ganzen  rationalen  Function  einer 
Variabein  in  Linearfactoren  zu  vergleichen;  man  hat  dieselbe  darum 
wohl  auch  als  die  „Zerlegung  eines  Differentialausdruckes  in  symbo- 
lische Factoren  ersten  Grades"  bezeichnet.  Für  das  analytische  Studium 
der  Functionen,  die  durch  algebraische  Grleichungen  definirt  werden, 
hat  jedoch  die  Zerlegung  der  linken  Seite  einer  solchen  Gleichung 
in  Linearfactoren  nur  geringe  Bedeutung,  wesentlich  ist  es  dagegen, 
den  Begriff  der  algebraischen  Gleichung  so  zu  beschränken,  dass  ihr 
gesammter  Lihalt  durch  eine  einzige  monogene  Function  gegeben 
wird.  Wenn  wir  z.  B.  eine  algebraische  Gleichung  n^^'^  Grades  in  y 
in's  Auge  fassen,  deren  Coefficienten  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  E 
eindeutige  Functionen  von  x  sind,  so  handelt  es  sich  also  darum  zu 
untersuchen,  unter  welchen  Umständen  alle  dieser  Gleichung  genügen 
den  Functionselemente  (Potenzreihen)  aus  einem  beliebigen  unter 
ihnen  durch  analytische  Fortsetzung  innerhalb  E  erzeugt  werden 
können.  Der  Puiseux'sche  Satz  lehrt,  dass  dies  stets  dann  und  nur 
dann  der  Fall  sei,  wenn  die  algebraische  Gleichung  irreductibel  ist, 
d.  h.  wenn  sie  mit  keiner  Gleichung  von  niedrigerem  Grade,  deren 
Coefficienten  auch  innerhalb  E  eindeutige  Functionen  sind,  eine  Lösung 
gemein  hat.  Da  nun  jede  einer  reductibeln  algebraischen  Gleichung 
genügende  Function  auch  eine  irreductible  Gleichung  befriedigt,  so  kann 
man  sich  also,  wenn  es  sich  um  die  Untersuchung  der  durch  alge- 
braische Gleichungen  definirten  Functionen  handelt,  auf  irreductible  Glei- 
chungen beschränken.  Man  erreicht  durch  diese  Beschränkung  den 
Vortheil,  jeder  algebraischen  Gleichung  eine  monogene  Function  zu- 
ordnen zu  können,  der  alle  Lösungen  der  algebraischen  Gleichung 
angehören,  und  die  auch  umgekehrt  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Zweige 
dieser  monogenen  Function,  die  durch  Fortsetzung  innerhalb  des  Ein- 
deutigkeitsbereiches der  Coefficienten  der  Gleichung  entstehen,  der 
Gleichung  genügen.  —  Um  für  das  Studium  der  Lösungen  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  einen  analogen  Vortheil  erzielen 
zu  können,  hat  Herr  Frobenius  in  die  Theorie  dieser  Differential- 
gleichungen auch  den  Begriff  der  Irreductibilität  eingeführt  und 
wir  wollen  jetzt  dazu  übergehen  diesen  Begriff  zu  erörtern. 

Dabei  erweist  es  sich  vor  Allem  als  nöthig,  über  die  Natur  der 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  besondere  Voraussetzungen  zu 
machen.  —  Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  die  Coefficienten  der  zu  be- 
trachtenden Differentialgleichung  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  E 
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(indeutige  Functionen  der  unabhängigen  Variabein  x  sind,  so 
lu'unen  wir  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  irre- 
ilnctibel,  wenn  sie  mit  keiner  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung niedrigerer  Ordnung,  deren  Coefficienten  eben- 
falls innerhalb  j&  eindeutige  Functionen  sind,  eine  Lösung 
gemein  hat-,  im  entgegengesetzten  Falle  soll  die  Differential- 
gleichung reductibel  genannt  werden. 

Der  so  gefasste  Begriff  der  Irreductibilität  ist  ein  relativer, 
indem  er  wesentlich  von  den  über  die  Natur  der  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  getroffenen  Annahmen  abhängig  ist.  In  der  That 
erweist  es  sich  je  nach  der  gerade  auszuführenden  Untersuchung  als 
zweckmässig,  diese  Annahmen  über  die  Natur  der  Coefficienten  und 
damit  also  auch  den  Irreductibilitätsbegriff  zu  modificiren.  Man  wird 
nur  immer  dafür  zu  sorgen  haben,  dass  die  vorausgesetzte  Beschaff'enheit 
der  Coefficienten  erhalten  bleibt,  wenn  man  mit  diesen  Coefficienten 
irgendwelche  aus  Differentiationen  und  rationalen  Rechnungsprocessen 
zusammengesetzte  Operationen  vornimmt;  die  Noth wendigkeit  dieser 
Beschränkung  wird  sich  aus  den  nachfolgenden  Betrachtungen  ergeben. 
—  Die  Eindeutigkeit  innerhalb  eines  Bereiches  ^  genügt  offeöbar  dieser 
Fordei-ung,  das  Gleiche  gilt  z.  B.  von  der  Voraussetzung,  die  Coeffi- 
cienten sollen  sich  innerhalb  eines  Bereiches  Ti  wie  rationale  Functionen 
verhalten.  Um  unseren  Untersuchungen  die  erforderliche  Allgemeinheit 
■zu  belassen,  wollen  wir  die  Natur  der  Coefficienten  der  zu  betrachtenden 
DiÖerentialgleichung  nicht  näher  präcisiren,  wir  nehmen  an  dieselben 
besässen  gewisse  Eigenschaften,  die  bei  den  Operationen  der  Differen- 
tiation und  bei  Vornahme  rationaler  Rechnungsprocesse  erhalten  bleiben, 
und  sagen  die  Coefficienten  einer  anderen  Differentialgleichung  seien 
von  derselben  Beschaffenheit  wie  die  der  gegebenen  oder  auch 
kurz:  die  Differentialgleichung  selbst  sei  von  derselben  Beschaffenheit 
wie  die  gegebene,  wenn  für  ihre  Coefficienten  dieselben  Eigenschaften 
bestehen. 

In  diesem  Sinne  stellen  wir  also  den  Begriff  der  Irre- 
ductibilität wie  folgt  auf:  Eine  gegebene  Differentialglei- 
chung*) heisst  irreductibel,  wenn  sie  mit  keiner  Differential- 
gleichung niedrigerer  Ordnung,  deren  Coefficienten  von 
derselben  Beschaffenheit  sind  wie  die  der  gegebenen,  eine 
Lösung  gemein  hat;  im  entgegengesetzten  Falle  heisst  sie 
reductibel.  —  Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  wird  stets 
als  irreductibel  angesehen. 

*)  Unter  einer  DifFerentialgleiohnng  schlecbtliin  wird  stets  eine  homogene 
lineare  Differentialgleichung  verstanden. 


{^4  IT.  Foi-male  Theorieen.     Eaintel  4. 

Wir  stellen  nun  eine  Anzahl  von  Sätzen  auf,  die  den  für  irre- 
ductible  algebraische  Gleichungen  bestehenden  Sätzen  analog  sind. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  mit  einer  irreductibeln  Diffe- 
rentialgleichung ^  =  0  von  derselben  Beschaffenheit  Integrale  gemein 
hat,  so  kann  man  nach  dem  oben  in  der  Nr.  16  (S.  44,  45)  dargelegten 
Verfahren  die  linke  Seite  von  (A)  in  die  Form  setzen 

wo  S  einen  Differentialausdruck  bedeutet,  der  von  niedrigerer  Ordnung 
ist  als  Q,  der  durch  die  gemeinsamen  Lösungen  von  P  =  0  und  ^  =  0 
annullii-t  wird  und  dessen  Coefficienten  aus  den  Coefficienten  von  P 
und  Q  durch  Differentiationen  und  rationale  Operationen  erhalten 
werden.  Da  (j*  =  0  als  irreductible  Differentialgleichung  mit  keiner 
Differentialgleichung  S  =  0,  niedrigerer  Ordnung  und  von  derselben  Be- 
schaffenheit, eine  Lösung  gemein  haben  kann,  so  muss  S  identisch  ver- 
schwinden, d.  h.  es  ist 

P=RQ, 

und  hieraus  folgi  nach  Nr.  17  (S.  4ü),  dass  P  =  (,)  durch  sämmt- 
liche  Integrale  von  Q  =  0  befriedigt  wird. 

Wenn  also  eine  Differentialgleichung  mit  einer  irreduc- 
tibeln Differentialgleichung  von  derselben  Beschaffenheit 
überhaupt  Integrale  gemein  hat,  so  wird  sie  durch  alle 
Lösungen  der  irreductibeln  Differentialgleichung  befriedigt. 

Für  die  Gültigkeit  dieses  Theorems  ist,  wie  aus  der  Herleitung 
desselben  ersichtlich,  die  Forderung  wesentlich,  dass  die  Eigenschaften 
der  Coefficienten,  die  der  Definition  der  Irreductibilität  zu  Grunde 
liegen,  bei  Differentiations-  und  rationalen  Rechuuugsprocessen  erhalten 
bleiben;  hierdurch  erscheint  also  diese  Fordervmg  gerechtfertigt. 

Wenn  die  Differentialgleichung  reductibel  ist,  so  giebt  es  also  eine 
Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung  von  derselben  Beschaffenheit, 
die  durch  Integrale  von  (A)  befriedigt  wird,  dann  lässt  sich  aber  mit 
Hülfe  des  in  der  Nr.  16  (S.  44,  45)  dargelegten,  dem  Euclid'schen  Algo- 
rithmus analogen  Verfahrens  eine  Differentialgleichung  P^.^  =  0  her- 
stellen, deren  sämmtliche  Integrale  auch  der  Differentialgleichung  (A) 
genügen.  Diese  Differentialgleichung  P  ^  =  0  ist,  wie  aus  ihrer  Bildungs- 
weise heiworgeht,  von  derselben  Beschaffenheit  wie  (A);  ist  sie  auch 
wieder  reductibel,  so  liefei-t  dasselbe  Verfahren  eine  Differentialgleichung 
von  uiedi-igerer  Ordnung  und  von  derselben  Beschaffenheit,  deren  sämmt- 
liche Integrale  der  Gleichung  P^.^  =  0  und  folglich  auch  der  Differen- 
tialgleichung (A)  genügen-,  fährt  man  so  fort,  so  muss  man  endlich  zu 
einer    irreductiblen    Differentialgleichung    Q^  =  0    von    derselben    Be- 
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schaffenKeit  wie  (A)  gelangen,  die  alle  ihre  Integrale  mit  (A)  gemein 
hat.  Wenn  also  die  Diff'erentialgleichnng  (A)  reductibel  ist, 
so  giebt  es  stets  eine  oder  mehrere  irreductible  Differential- 
gleichnngen,  die  ihre  sämmtlichen  Lösungen  mit  (A)  gemein- 
sam haben. 

Da  die  Gleichung  (A)  durch  alle  Integrale  der  irreducti))eln  Diffe- 
rentialgleichung Q^  =  0  ])efriedigt  wird,  so  ist: 

i?j  ein  DifFerentialausdruck  von  derselben  Beschaffenheit  wie  P;  ist 
die  Gleichung  7?^  =  0  wieder  reductibel  und  bedeutet  Q^  =  0  eine 
irreductible  Differentialgleichung,  deren  Integrale  R^  zu  Null  machen, 
so  ist: 

wo  B^  auch  ein  Differentialausdruck  von  derselben  Beschaffenheit  wie 
P  ist;  sollte  P.,  =  0  abermals  reductibel  sein,  so  hätte  man  so  fort- 
zufahren; schliesslich  erhält  man  für  die  linke  Seite  der  Differential- 
gleichung (A)  die  Form 

wo  die  sämmtlichen  Differentialgleichungen 

irreductibel,  und  die  Summe  der  Ordnungszahlen  der  Diff'erential- 
ausdrücke  Q^,  Q.,  ■  ■  ■  Q^  gleich  der  Ordnungszahl  n  von  (A)  ist. 

Aus  der  in  der  Nr.  24  (S.  69,  Gleichung  (32))  aufgestellten 
Form  der  adjungirten  Differentialgleichung  folgt,  dass  eine  gegebene 
Differentialgleichung  und  ihre  adjungirte  von  derselben  Beschaffenheit 
sind.  Da  ferner  nach  dem  Reciprocitätssatze  der  adjungirte  Diff'erential- 
ausdruck  P'  von  F  ==  RQ  von  der  Form 

P'=  Q'R' 
ist,  schliessen  wir: 

Eine  Differentialgleichung  ist  zugleich  mit  ihrer  ad- 
jungirten irreductibel  oder  nicht.  Hat  die  gegebene  Diffe- 
rentialgleichung n^^''  Ordnung  mit  einer  irreductibeln  Diffe- 
rentialgleichung 7«*"  Ordnung  ein  oder  mehrere  Integrale 
gemein,  so  wird  die  adjungirte  Differentialgleichung  durch 
sämmtliche  Integrale  einer  Differentialgleichung  (n  —  w)*" 
Ordnung  befriedigt. 
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28.    Begriif  der  Irreductibilität  im  Falle  eindeutiger  Coefficienten. 

Betrachten  wir  iiimmelir  den  Fall,  wo  die  Coefficienten  der 
Differentialgleicliung  (A)  innerhalb  eines  Bereiches  E  ein- 
deutio-e  Functionen  von  ,/;  sind  und  beschäftigen  uns  genauer  mit 
dem  auf  diese  Voraussetzung  gegründeten  Begriffe  der  Irreducti- 
bilität  (S.  83,  oben). 

Der  Bereich  E  sei  so  beschaffen,  dass  innerhalb  desselben  kein 
singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  liegt,  d.  h.  also,  wenn  wir 
den  Coefficienten  p^  der  höchsten  Ableitung  in  der  Differentialgleichung 
als  constant  voraussetzen,  so  mögen  sich  die  Coefficienten  2\,  P^  '  '  '  Pn 
in  der  Umgebung  jeder  Stelle,  die  innerhalb  E  liegt,  regulär  verhalten. 
Dann  verhält  sich  (vergl.  Nr.  10,  S.  26)  auch  jedes  particuläre 
Integral  der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  jeder  innerhalb  E 
gelegenen  Stelle  regulär.  Ii^  Allgemeinen  ist  der  Bereich  E  ein  mehr- 
fach zusammenhängender,  d.  h.  es  lassen  sich  ganz  innerhalb  E  ver- 
laufende, geschlossene  Wege  angeben,  die  nicht  die  vollständige  Be- 
grenzung eines  Theiles  von  E  bilden.  (Man  sagt  bekanntlich,  eine 
Cnrve  begrenze  einen  Theil  von  E  vollständig,  wenn  es  nicht  möglich 
ist  von  einem  Punkte  dieses  Theiles  zu  einem  Punkte  der  Begrenzung 
von  E  zu  gelangen,  ohne  jene  Curve  zu  durchschneiden.)  Diese  ge- 
schlossenen Wege  lassen  sich  auch  kurz  dahin  charakterisiren,  dass 
es  nicht  möglich  ist,  dieselben  durch  stetige  Defonnation  innerhalb  E 
auf  unendlich  kleine  einen  regulären  Punkt  der  Differentialgleichung 
umgebende  Contouren  zusammenzuziehen.  Lassen  wir  die  unabhängige 
Variable  x  einen  solchen  Weg  beschreiben,  und  sei  y^  ein  beliebiges 
particuläres  Integral  von  (A),  setzen  wir  also  dieses  particuläre  Inte- 
gral auf  einem  solchen  geschlossenen  Wege  fort,  so  wird  y^  im  All- 
gemeinen eine  Werthänderung  erleiden,  d.  h.  in  einen  anderen  Zweig, 
der  auch  wieder  ein  particuläres  Integral  ist,  übergehen.  —  Jeden- 
falls müssen  sich  (zufolge  des  Theorems  am  Schlüsse  der  Nr.  11)  die 
sämmtlichen  Zweige,  in  die  sich  y^  durc^h  Fortsetzungen  innerhalb  E 
verwandeln  kann,  durch  n  unter  ihnen  y^,  ?/^,  •  •  •  y^  homogen  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  darstellen  lassen;  es  kann  sich  jedoch 
ereignen,  dass  hierzu  nicht  n,  sondern  nur  m  <  n  solcher  Zweige 
erforderlich  sind.  Möge  jeder  durch  Fortsetzung  innerhalb  E  ent- 
stehende Zweig  von  y^  als  homogene  lineare  Function  mit  constanten 
Coefficienten  der  m  Zweige  y^,  y^,  •  •  •  y^^  dargestellt  werden  können, 
während  zwischen  diesen  m  Zweigen  keine  homogene  lineare  Be- 
ziehung mit  constanten  Coefficienten  besteht.  Dann  werden  bei  einem 
beliebigen  innerhalb  E  verlaufenden  geschlossenen  Wege  von  x  die  ni 
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Zweige  ij^,  y^,,  ■  •  •  y^^^  in  homogene  lineare  Functionen  y^,y,^,  ■  ■  ■  ^„^  ihrer 
selbst  mit  constauten  Coefficienten  übergehen,  und  diese  y^,  y,,,  -  •  ■  y^^^ 
werden  auch  wieder  linear  unabhängig  sein,  da  ja  eine  homogene  lineare 
Beziehung  mit  constanten  Coefficienten 

Ci2/i  +  c,y,  -\ f-  cj^^^  =  0, 

bei  beliebiger  Fortsetzung  der  ]/j,  •  ••  y^^^  bestehen  bleiben  und  also  auch 
zwischen  den  y^,  y.2,  '  '  ■  V,,,  stattfinden  müsste.  Die  y^,  •  •  •  y^^^  erfahren 
demnach  bei  beliebigen  innerhalb  E  vollzogenen  geschlossenen  Umläufen 
der  Variabein  x  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  (vergl.  Nr.  12).  Bilden  wir  also  die  homogene  lineare 
Difi'erentialgleichung  m^^^  Ordnung 

ö(^)  =  (-i)  -i)(,,,,...,,)^=Q^ 

der  (Nr.  14)  die  m  Functionen  y^,  ?/^,  •  •  •  y^^^  genügen,  so  bleuten 
(Nr.  15)  die  Coefficienten  dieser  Differentialgleichung  bei  allen  inner- 
hall) E  verlaufenden  geschlossenen  Wegen  von  x  ungeändert,  sie  sind 
folglich  innerhalb  E  eindeutige  Functionen.  Wenn  also  m  <  n,  so  ist 
die  Differentialgleichung  (A)  reductibel,  da  sie  alsdann  mit  der  DiÖe- 
rentialgleichuug  niedrigerer  Ordnung  und  von  derselben  Beschaffenheit 
^  =r  0  Integrale  gemeinsam  hat.   Wir  erhalten  somit  den  wichtigen  Satz : 

Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Zweige  eines  jeden 
particulären  Integrals  einer  irreductibeln  Differentialglei- 
chung ist  genau  gleich  der  Ordnung  der  Differentialgleichung. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  reductibel  ist,  so  besitzt  sie 
also  jedenfalls  ein  Integral  y^,  welches  einer  Differentialgleichung 
niedrigerer  (^m^^^)  Ordnung  Q  =  0  von  derselben  Beschaffenheit  wie  (A) 
genügt;  dann  wird  aber  (vergl.  Nr.  5),  da  die  Coefficienten  von  ^  =  0 
innerhalb  E  eindeutige  Functionen  sind,  auch  jeder  Zweig  von  y^,  der 
durch  Fortsetzung  auf  innerhalb  E  verlaufenden  Wegen  entsteht,  dieser 
Differentialgleichung  genügen  müssen;  es  lassen  sich  also  alle  diese 
Zweige  von  y  (nach  dem  Theorem  am  Schlüsse  der  Nr.  11)  durch 
höchstens  m  unter  ihnen  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten 
darstellen;  wir  können  demgemäss  sagen: 

Unter  den  particulären  Integralen  einer  reductibeln 
Differentialgleichung  befinden  sich  stets  solche,  für  die  die 
Anzahl  der  linear  unabhängigen  Zweige  kleiner  ist  als  die 
Ordnung  der  Differentialgleichung. 
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29.    Analytische  Bedeutung  des  Irreduetibilitätsbegriffes  für 
Differentialgleickungen  mit  eindeutigen  Coefficienten. 

Auf  Gnuul  dieser  Sätze  lässt  .sich  nun  die  aualytisclie  Bedeutung 
des  besonderen  Irreduetibilitätsbegriffes,  auf  den  sieh  die  letzten  Be- 
trachtungen beziehen,  klarlegen.  Wenn  die  Differentialgleichung  (A), 
deren  Coefficienten  innerhalb  des  Bereiches  E  eindeutige  Functionen 
sind,  irreductibel  ist,  und  wir  fassen  ein  beliebiges  zu  einem  Punkte 
X  =  ^  von  E  gehöriges  und  der  Differentialgleichung  genügendes 
Functionselement,  d.  h.  also  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 
X  —  I  fortschreitende  Reihe  '^^(x\^)  in's  Auge,  so  definii-t  diese  ein 
wohlbestimmtes  pai-ticuläres  Integral  von  (A).  Es  müssen  sich  dann,  zufolge 
des  vorhin  bewiesenen  Satzes,  n  —  1  innerhalb  E  verlaufende,  von  |  aus- 
gehende und  zu  diesem  Punkt  zurückkekrende  geschlossene  Wege  legen 
lassen,  die  so  beschaffen  sind,  dass  wenn  wir  ^^(a;  |)  auf  diesen  Wegen 
analytisch  fortsetzen,  (n  —  1)  andere  Potenzreihen 

%{x\^),  ■■■,%\x^:.^) 

entstehen,  die  mit  ^^(a?'|)  zusammen  keine  homogene  lineare  Gleichung 
mit  Constanten  Coefficienten  erfüllen.  Jede  dieser  (u  —  1)  Potenzreihen 
definirt  ein  neues  particuläres  Integral  von  (A).  Bedeutet  nun  ^(a;||) 
eine  beliebige  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  ^  convergente 
und  der  Differentialgleichung  (A)  genügende  Potenzreihe,  so  muss 
"•^  (x  j  I)  in  der  Form 

^{x:^)=^c^^Sx\^) 

darstellbar  sein,  wo  die  c^  («  ^  1,  2  •  ■  •  ii)  Constanten  bedeuten.  Hieraus 
folgt,  dass  für  jeden  beliebigen  innerhalb  E  gelegenen  Wei-th  x  =^  rj 
jede  nach  Potenzen  von  x  —  r]  fortschreitende,  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  X  =  Tj  convergente  und  der  Differentialgleichung  (A)  ge- 
nügende gewöhnliche  Potenzreihe,  als  homogene  lineare  Function  mit 
Constanten  Coefficienten  von  n  Reihen  dargestellt  werden  kann,  die 
aus  den  ^^  (x  |)  hervorgehen,  wenn  wir  cheselben  auf  einem  beliebigen, 
ganz  innerhalb  E  verlaufenden  Wege  nach  x  =  r]  hin  fortsetzen.  Die 
linearen  homogenen  Combinationen  der  aus  ^j(a;||)  durch  alle  mög- 
lichen Fortsetzungen  innerhalb  E  entstehenden  Reihen  erschöpfen  also 
die  Gesammtheit  aller  die  Differentialgleichung  (A)  befriedigenden,  zu 
den  Punkten  von  E  gehörigen  Functionselemente,  wir  können  also 
sagen:  der  Gesammtinhalt  der  irreductiblen  Differential- 
gleichung   findet    sich    in    jedem    einzelnen    ihr    genügenden 
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Fvinctionselem  eilte  zusammengefasst.  Wenn  eine  Diffeiential- 
gleicliung  reductibel  ist,  so  können  sich  unter  ihren  Integralen  zwar 
auch  solche  l)efinden,  für  die  die  Anzahl  der  durch  Fortsetzung  inner- 
halb E  entstehenden  Zweige  genau  gleich  der  Ordnung  der  Differential- 
gleichung ist,  ein  Functionseleinent  eines  solchen  Integrals  erschöpft 
also  dann  auch,  durch  die  linearen  Combinationen  seiner  sänimtlicheii 
Fortsetzungen  innerhalb  E,  den  Gesammtinhalt  unserer  Differential- 
gleichung, dies  ist  aber  nicht  für  jedes  der  reductibeln  Differential- 
gleichung genügende  Functionseleinent  der  Fall. 

Begrifflich  erscheinen  hiernach  die  irreductibeln  Differentialglei- 
chungen immerhin  einfacher  als  die  reductibeln,  aber  wenn  wir  bedenken, 
dass  nicht  nothw^endig  jedes  Integral  einer  reductibeln  Differentialgleichung 
einer  irreductibeln  niedrigerer  Ordnung  und  von  derselben  Beschaffen- 
heit genügen  muss,  und  dass  überdies  das  Verfahren  der  analytischen  Fort- 
setzung eines  Functionselementes,  seiner  praktischen  Undurchführbarkeit 
wegen,  für  die  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  nur  princi- 
pielle  Bedeutung  hat,  so  übersehen  wir  leicht,  dass  den  irreductibeln  Dif- 
ferentialgleichungen in  unserer  Theorie  eine  wesentlich  andere  Rolle  zu- 
fällt, wie  den  irreductibeln  Gleichungen  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Functionen.  Die  Bedeutung  des  Begriffes  der  Irreductibilität  in  der 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  liegt  ganz  ausschliesslich 
darin,  dass  reductible  Differentialgleichungen  gewisse  Integrale  be- 
sitzen, die  einfacher  sind  als  das  allgemeine,  indem  die  Anzahl  ihrer 
linear  unabhängigen  Zweige  kleiner  ist  als  die  Ordnung  der  Differen- 
tialgleichung. Da  man  durch  die  Kenntniss  einer  Anzahl  von  particu- 
lären  Integralen  das  Problem  der  Integration  vereinfachen  kann,  so 
wird  es  also  auch  für  die  Untersuchung  des  allgemeinen  Integrals  von 
Wichtigkeit  sein,  festzustellen,  ob  eine  gegebene  Differentialgleichung 
reductibel  ist,  und  wenn  das  der  Fall  ist,  diejenigen  ihrer  Integrale 
auszusondern,  welche  Differentialgleichungen  niedrigerer  Ordnung  und 
von  derselben  Beschaffenheit  genügen.  —  Natürlich  hängt  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  wesentlich  von  der  Beschaffenheit  des  Bereiches  E  ab, 
innerhalb  dessen  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  als  ein- 
deutige Functionen  vorausgesetzt  werden;  wenn  z.  B.  E  ein  einfach 
zusammenhängender  Bereich  ist,  so  kehrt  jedes  Integral  bei  jedem  ganz 
innerhalb  E  verlaufenden  geschlossenen  Wege  der  unabhängigen  Va- 
riabein zu  seinem  Ausgangswerthe  zurück,  d.  h.  jedes  Integral  ist  selbst 
eindeutig  innerhalb  E,  die  Differentialgleichung  ist  also  in  dem  Sinne 
reductibel,  dass  sie  mit  so  vielen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
von  derselben  Beschaffenheit,  als  ihre  Ordnungszahl  beträgt,  Integrale 
gemein   hat.     (Man    könnte  in   diesem  Falle   sogar  sagen,  mit   ebenso 
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vielen  Differentialgleichuugen  nullt  er  Ordnung.)  Der  nächst  einfachste 
Fall  wäre  der  eines  zweifach  zusammenhängenden  Bereiches  i?;  in 
einem  solchen  lässt  sich  ein  geschlossener  Weg  TJ,  der  keinen  Theil 
von  E  vollständig-  begrenzt,  legen,  in  den  jeder  andere  geschlossene 
Weg,  der  eine  Werthänderung  der  Integrale  verursachen  könnte,  d.  h. 
der  sich  nicht  auf  einen  regulären  Punkt  zusammenziehen  lässt,  stetig 
deformirt  werden  kann;  kennt  man  also  das  Verhalten  eines  Integrals  ?/, 
wenn  x  den  Weg  U  beschreibt,  so  kennt  man  damit  das  Verhalten 
von  y  bei  allen  innerhalb  E  verlaufenden  Wegen.  Ein  solcher  Bereich 
wäre  z.  B.  ein  durch  eine  geschlossene  Curve  begrenztes  Ebenenstück, 
das  einen  einzigen  singulären  Punkt  der  Differentialgleichung,  bei 
dessen  Umkreisung  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  ungeändert 
bleiben,  in  sich  schliesst,  allgemeiner  irgend  ein  von  zwei  geschlossenen 
Curven  begrenzter  ringförmiger  Theil  der  Ebene,  innerhalb  dessen  kein 
singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  liegt  und  innerhalb  dessen 
sich  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  eindeutig  verhalten.  • — 
Für  einen  solchen  zweifach  zusammenhängenden  Bereich  E  gilt  der 
für  die  ganze  Theorie  grundlegende  Satz  von  Herrn  Fuchs,  dass  eine 
Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  innerhalb  E  ein- 
deutige Functionen  sind,  stets  reductibel  ist  und  dass  sie  mit 
einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  derselben 
Beschaffenheit  ein  Integral  gemein  hat. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  Beweise  dieses  Satzes  und  im  An- 
schluss  hieran  überhaupt  zu  dem  Studium  der  Lösungen  linearer 
liomogener  Differentialgleichungen  mit  eindeutigen  Coefficienten  inner- 
halb eines  zweifach  zusammenhängenden  Bereiches.  Hierauf  werden 
wir  dann  die  Untersuchung  eines  Bereiches  von  beliebiger  endlicher 
Zusammenhangszahl  gründen  und  damit  zu  specielleren  Problemen,  wie 
sie  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  algebraischen 
oder  rationalen  Coefficienten  darbietet,  übergehen  können. 


Dritter  Abschnitt. 
Theorie  der  Fiiiulamentalgleicliniig. 

Erstes   Kapitel. 

30.    Lineare  Substitutionen  von  )i  Grössen.     Composition  und 
Determinantenbeziehungen. 

Wir  wollen  zunächst  einige  Bezeichnungen  hervorhel)en,  deren  wir 
uns  im  Folgenden  zu  bedienen  hal)en. 

Beschreibt  die  unabhängige  Variable  x  der  Differentialgleichung 
(A)  einen  geschlossenen  Umlauf  U,  der  ganz  innerhalb  E  verläuft,  also 
die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  zu  ihren  Ausgangswerthen 
zurückführt,  so  erleiden  die  Elemente  y^,y.^  ■  ■  •  y^  eines  Fundamental- 
systems, wie  wir  am  Schlüsse  des  ersten  Abschnittes  (S.  34)  gesehen 
haben,  die  lineare  Substitution: 

(1)  y,_  =  «^  1  //i  +  a., ,,?/.,  -\ \-  a.^,^  ?/„  [y.  =  i,2--n) 

mit  nicht  verschwindender  Determinante.  Wir  bezeichnen  das  System 
der  n  Functionen  y^,y.^  ■  ■  ■  y^^  durch 

die  durch  die  Gleichungen  (1)  dargestellte  lineare  Substitution  durch 
die  Symbole 

beziehungsweise 

\y.]-{%x)\y-A  =  ^\y.]       (■^,^=h-^  ■■■"), 

je  nachdem  nur  die  Coefficienten  der  Substitution  oder  auch  die  die- 
selbe erleidenden  Elemente  y^  und  die  aus  den  y^  durch  die  Sub- 
stitution entstehenden  Elemente  y_  hervorgehoben  werden  sollen. 
Von  den  Coefficienten  a^^  einer  linearen  Substitution  oder,  wie  wir  uns 
zuweilen  auch  ausdrücken  wollen,  von  den  Elementen  eines  Systems 
von  »2  Grössen  a^^  sagen  wir,  es  gehörten  die  mit  einem  und  dem- 
selben ersten  Index   k  versehenen   zur  jc*"'  Zeile,   die   mit  demselben 
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zweiten  Index  X  versehenen  zur  k^''  Reihe;  durch  Angabe  heider  In- 
dices  wird  die  Stelle  eines  Coefficienten  der  Substitution  markirt.  Die 
Determinante  der  Substitution  Ä  bezeichnen  wir  kurz  durch  das  Zeichen: 

\A\  =  \a^,\  (.,^  =  1, 2  ■••«). 

Seien 

zwei  lineare  Substitutionen,  und 

drei  Systeme  von  je  n  Functionen,  die  durch  die  Beziehungen 

[.'/.]  =  -B  Ml 
mit  einander  verknüpft  sind.    Dann  entsteht  auch  das  Functionssystem 
ho]  aus  [z^]  durch  eine  lineare  Substitution 

C=fy.J  (>;.  =  1,2  ■■■>,), 

so  dass  also 

Man  nennt  C  die  aus  den  Substitutionen  Ä,  B  (in  dieser  Reihen- 
folge) componirte  Substitution  und  bezeichnet  diese  Beziehung  zwi- 
schen jenen  drei  Substitutionen  durch  die  symliolische  Gleichung 

(2)  C  =  AB. 

Die  Coefficienten  y.,  der  componirten  Substitution  setzen  sich  aus 
den  Coefficienten  der  Componenteu  Ä,  B  in  der  Weise  zusammen,  dass 

n 

uiid   man   hat   also   die  symbolische  Gleichung  (2)  einfach  als  eine  ab- 
kürzende Bezeichnung  für  diese  n^  Gleichungen  anzusehen. 
Nach  dem  Multiplicationstheorem  der  Determinanten  ist: 


^^aA. 


Ä=i 


-u\-\ßu\ 


oder 

(4) 

d.  h.  die  Determinante  der  componirten  Substitution  ist  gleich 

dem  Producte  der  Determinanten  der  Componenten. 

Femer   besteht   nach   dem   Laplace'schen   Determinantensatze   die 
wichtige  Beziehung 
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WO  wir  durcli  die  drei  Systeme  von  v  Indices 

1'      2  V 

h^,  \  ■  ■  ■  h^, 

irgendwelche  Combinationen  von  je  v  der  Zahlen  1^  2,  •  ••  n  bezeichnen, 
und  die  dui'ch  das  Zeichen 


2 


angedeutete  Summation  sich  auf  alle 

n{n  —  1)  •  •  •■  (n  —  v  -\-  1) 
%  =  1  -2  •  ■•  1. 

möglichen  dieser  Combinationen  bezieht. 

Zwei  Substitutionen  heissen  einander  gleich^  wenn  sie  aus  einer 
gleichen  Anzahl  von  Coefficienten  gebildet  sind,  und  wenn  in  beiden 
an  jeder  Stelle  derselbe  Coefficient  steht.  Componirt  man  eine  Sub- 
stitution Ä  mit  einer  ihr  gleichen  Substitution,  oder  wie  man  auch 
Igt,  mit  sich  selbst,  so  bezeichnet  man  die  so  entstehende  Substi- 
tution ÄÄ  durch  A"}  ebenso  setzt  man 

A'  =  Ä'A  =  AA\ 
allgemein 

A''  =  A'''Ä''---A">^, 

i  a^,  «2  ■  •  •  ^^  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  deren  Summe  gleich 
X  ist.  Man  nennt  dann  A'''  wohl  auch  die  x'"  Potenz  der  Substitution 
A.  Allgemein  ist  einleuchtend,  dass  für  die  hintereinander  ausgeführte 
Composition  mehrerer  Substitutionen  A^,  A.,  ■  ■  ■  A^  in  der  diese  Com- 
position  darstellenden  symbolischen  Bezeichnung 
A^A^  ■  •  ■  A^ 

zwar  das  associative,   nicht  aber  (wenigstens  im  Allgemeinen  nicht) 
das  commutative  Gesetz  der  Multiplication  gültig  ist. 

Die  einfachste  Substitution,  die  pin  Functionssystem  [^J  erleiden 
kann,  ist  die,  wo  jedes  Element  desselben  mit  einer  und  derselben  Con- 
stanten a  multiplicirt  wird-,  wir  bezeichnen  eine  solche  Substitution 
kurz  durch  «,  und  schreiben  also 
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Der  besondere  Fall  «  =  1  giebt  die  sogeuannte  identische  Substi- 
tution, die  also  durch  1  zu  bezeichnen  sein  wird,  es  ist  dann 

1   =  ((^.^)  (»,x  =  l,  2  ••■«), 

WO  wir,  wie  auch  häufig  im  Folgenden, 

d._^  =  0     für     i  =^  X, 

d.^  =  1     für     /  =  X 
gesetzt  haben. 

Wir  fragen  nach  einer  Substitution 

die  mit  A  componirt  die  identische  Substitution  1  ergiel)t.  Nach  Glei- 
chung (3)  muss  dann  sein 

hieraus  ergeben  sich,  da  die  Determinante  j  Ä  als  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt  wurde,  die  Coefficienten  der  gesuchten  Substitution  A'  in 
der  Form 

wo  A  ,  die  zum  Element  a  ,  gehörige  Subdeterminante  von  |  A  I  be- 
deutet,  d.  h. 

A     =^1^ 

Es  giebt   also  zu  jeder  Substitution  A  mit  nicht  verschwindender 
Detei-minante  eine  Substitution  Ä  von  der  Beschaffenheit,  dass 

(7)  AA'=1- 

wir  nennen  A'  die  zu  A  inverse  Substitution  und  bezeichnen  sie  der 
Beziehung  (7)  entsprechend  durch 

(8)  A'=A~'- 

die  Coefficienten  der  inversen  Substitution  von  A  werden  durch  die 
Gleichungen  (6)  gegeben.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Determi- 
nantentheorie ist: 

und  in  nicht  misszuverstehender  Bezeichnungsweise: 

_     1      ^^^ 


ä 
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Hieraus  folgt,  dass  auch  umgekehrt  Ä  die  zu  Ä'  inverse  Substitution 
darstellt;   die   symbolische  Gleichung  (8)   kami   also   auch  in  der  Form 

A'-'  =  Ä 
geschrieben  werden. 

Ist  eine  Substitution  C  aus  den  beiden  Substitutionen  Ä  und  B 
compouirt 

C=ÄB, 

so  ist,  wenn  die  Determinanten  von  Ä  und  B  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt  werden,  die  zu  C  inverse  Substitution  C  durch  die 
Gleichung 

00'=  1 

definirt.  Nun  ist  aber,  wenii  Ä',  B'  die  zu  A,  B  inversen  Substitutionen 
bedeuten ,  offenbar 

ABB'A  =  CB'Ä  =  1 , 

folglich  haben  wir 

C'=B'A', 

d.  h.  die  inverse  Substitution  einer  aus  zweien  componirten 
Substitution  ist  aus  den  inversen  der  Componenten  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  componirt.  Dies  gilt  offenbar  auch  für  Sub- 
stitutionen, die  aus  beliebig  vielen  Substitutionen  (mit  nicht  verschwin- 
dender Determinante)  componirt  sind. 

Wir  heben  hier  gleich  die  Beziehung  der  inversen  Substitution  zu 
der  oben  (Nr.  23,  S.  65,  06)  definirten  recij)roken  Substitution  hervor. 
Die  letztere  wird  (vergl.  Gleichung  (24)  S.  65)  in  unserer  jetzigen  Be- 
zeichnung in  der  Form 

dargestellt  werden  können,  sie  geht  also  aus  der  inversen  Substitution 
hervor,  indem  man  in  dieser  die  Reihen  zu  Zeilen  und  die  Zeilen  zu 
Reihen  macht,  d.  h.  indem  man  die  inverse  Substitution  transponirt. 
Bilden  wir  die  inverse  Substitution  der  reciproken,  so  ist: 

«.)-'  =  («.„) 

d.  h.  die  inverse  Substitution  der  reciproken  ist  die  transpo- 
nirte  ursprüngliche  Substitution. 

Wenden  wir  die  Bezeichnungen  der  componirten  und  inversen  Sub- 
stitutionen auf  ein  Fundamentalsystem  \y]  an,  so  können  wir  sagen: 
Erleidet  [«/^]  bei  einem  innerhalb  E  verlaufenden  geschlossenen  Umlaufe 
ü  die  Substitution  A,  bei  einem  anderen  ebenfalls  innerhalb  E  verlau- 
fenden geschlossenen  Umlaufe  V  die  Substitution  B,  so  erleidet  dieses 
Fundamentalsystem    wenn  man  erst  Z7  und  dann  F  ausführt,  die  com- 


9G  in.  Theorie  der  Fundamentalgleichung.    Kapitel  1. 

ponirte  Substitution  AB.    Ebenso  verhält  es  sieh,  wenn  mehr  als  zwei 
Umläufe  hintereinander  ausgeführt  werden.    Wird  der  .Umlauf  U  Amal 
hintereinander  vollzogen,  so  erfährt  [y,^  die  Substitution  Ä  . 
Geht  [y^]  durch  den  Umlauf  U  über  in 

so  wird,  wenn  wir  dann  den  Umlauf  U  wieder  im  entgegengesetzten 
Sinne  ausführen,  [^/^j  übergehen  müssen  in  [^J,  also  muss  bei  dem  im 
entgegengesetzten  Sinne  vollzogeneu  Umlaufe  U  —  wir  bezeichnen  den- 
selben wohl  auch  durch  U~^  —  das  Fuudamentalsjstem  [i/^]  eine  Sub- 
stitution erfahren,  die  mit  Ä  componirt  1  ergiebt-,  d.  h.  es  entspricht 
dem  im  entgegengesetzten  Sinne  beschriebenen  Umlaufe  U  die  zu  Ä 
inverse  Substitution  A'  =  AT  .  Setzen  wir  also  fest,  dass  wir  unter 
dem  —  X  mal  vollzogenen  Umlaufe  U  den  X  mal  im  entgegengesetzten 
Sinne  beschriebenen  Umlauf  verstehen  wollen,  so  können  wir  sagen, 
wenn  die  unabhängige  Variable  den  Umlauf  U  rmal  vollzieht, 
so  erleidet  Ty  1  die  Substitution  Ä ,  r  eine  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahl. 


31.    Verhalten   der  Integrale   einer  linearen  Differentialgleichung  in 

einem  zweifach  zusammenhängenden  Bereiche.     Satz  von  Fuchs. 

Fundamentalgleichung.     Fall  ungleicher  Wurzeln. 

Es  sei  nun  E  ein  zweifach  zusammenhängender  Bereich,  U  ein 
innerhalb  E  verlaufender  einfacher  geschlossener  Weg,  der  keinen  Theil 
von  E  vollständig  begrenzt,  der  aber  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  andere 
innerhalb  E  verlaufende  einfache  geschlossene  Weg  entweder  für  sich 
oder  mit  U  zusammengenommen  die  vollständige  Begrenzung  eines 
Flächenstückes  von  E  bildet.  Möge  ferner  beim  Umlaufe  U  das  Funda- 
meutalsystem   [?/^]  die  Substitution 

\^^  =  K),  MI  +  0 

erleiden,  dann  wird  dieses  Fundamentalsystem  bei  jedem  innerhalb  E 
verbleibenden  geschlossenen  Wege  entweder  ungeändert  bleiben  oder 
eine  (positive  oder  negative)  Potenz  der  Siibstitution  A  erfahren.  Sei 
V  ein  beliebiges  particuläres  Integi-al  der  Differentialgleichung  (A),  also 


(2)  V^2^.JJ.: 
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*i  ■  ■  '  ^n  Constanten,  und  bezeichnen  wir  das,  was  aus  einer  Function 
/■(x)  von  X  wird,  wenn  x  den  Umlauf  U  Amal  vollzieht,  durch 

&'f(x), 
wo  also 

&'f{.^  =  &fix),     &'f{x)  =  f(x), 
so  wird,  da 

n 

(3)  &ii^  =  ^a^.y.  (.  =  1,2...«) 

ist,  das  Integral  v  durch  den  Umlauf  U  übergehen  in 

(4)  ®^'= J;-.^«.,-^,= J;<^.. 

wobei 

x'  =     >^«.  X. 

y.  ^      ,x     ^ 

gesetzt  wurde.  —  Allgemein  ist: 

(5)  (d'v^^x^\j.^, 

z  =  l 

wenn 

(6)  x^^  =   V  a.  ^  a:(^  -  ^ ,      xf  =  ^ . , 

für  A  =  1,  2,  3  •  •■  gesetzt  wird.    Bezeichnen  wir  die  Coefhcienten  der 
^ten  Potenz  von  A  durch  «(''^',  also 

(7)  ^'  =  («S)  (^-  =  1,2,3-..), 

so  bestehen  die  Gleichungen 


(8)  «^  =  2""-"''^'- 


wenn  wir 

«w  = 

=  d 

setzen.     Dann  ist  auch 

{l  =  1,  2,  3  •  •  -) , 


und    die    Gleichungen    (7),    (8)    behalten    demnach    auch    für   negative 
Wei-the  von  A  ihre  Gültigkeit.     Mit  Benutzung  dieser  Zeichen  ist  also 

(9)  ©'.'/.  =  2"  «">«' 
femer 

(10)  a"(f)=  VftWic. 

Schlesinger,  Differeutialgleichiingeu.    I.  7 
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and 

(11)  ^'>=2'''2'^>"- 

y.  h 

In  dieser  Form  sind,  zufolge  der  über  die  Natur  des  Bereiches  E  ge- 
machten Voraussetzungen,  alle  Zweige  von  v,  die  durch  Fortsetzung 
innerhalb  E  entstehen  können,  enthalten.  Im  Allgemeinen  besteht  also 
zwischen  je  n  -\- \  dieser  Zweige  eine  homogene  lineare  Beziehung  mit 
Constanten  Coefficienten.     Betrachten  wir  insbesondere  die  n  Zweige 

so  wird,  wenn  diese  linear  unabhängig  sind,  zufolge  des  Theorems  der 
Nr.  15  S.  39,  das  Integi-al  v  keiner  Diiferentialgleichung  von  niecbigerer 
als  der  w*°"  Ordnung  und  von  derselben  Beschaffenheit  wie  (A),  d.  h. 
mit  innerhalb  E  eindeutigen  Coefficienten  genügen;  besteht  umgekehrt 
schon  zwischen  den  ft  +  1  ersten  dieser  Zweige 

V,  &v,  •  •  •,   &'v 
eine    homogene    lineare    Beziehung    mit    constanten    Coefficienten,    so 
dass  also 

(12)  //,. &" V  +  fy„  _ ^  ^" - ^^  +  .  .  .  +  g^  =  0 , 

r/,  +  0, 

.</<;  i/,_i?  ■  ■  "7  9o  Constante,  so  bleibt  diese  Beziehung  auch  bei  be- 
liebigen Umläufen  bestehen,  und  man  erkennt  demnach,  dass  zwischen 
je  iit  -f-  1  aufeinander  folgenden  der  &'V,  also  auch  zwischen  irgend 
^  -f-  1  dieser  Zweige  eine  lineare  Abhängigkeit  herrscht.  In  diesem 
Falle  genügt  also  v  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  von 
höchstens  ft*^'  Ordnung  mit  innerhalb  E  eindeutigen  Coefficienten,  d.  h. 
die  Difierentialgleichung  (A)  ist  reductibel.  Der  einfachste  Fall  wäre 
der,  wo  schon  zwischen  v  und  &v  eine  lineare  Beziehung  bestände, 
d.  h.  wo 

(13)  @v  =  G)V^ 

CO  eine  Constante,  wäre.     Dann  müsste  also 

(14)  •^2''^^''= 2  ^"2 ''"'''■ 

■/.  y.  h 

sein;  da  aber  die  y^  ■  ■  ■  y^^  ein  Fundamentalsystem  constituiren,  muss 
sich  die  Gleichung  (14)  auf  eine  Identität  reduciren,  d.  h.  es  müssen 
die  Coefficienten  der  einzelnen  y_^  für  sich  verschwinden,  wir  erhalten  also 
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oder 

n 
h  =  X 

Diese  n  homogenen  linearen  Gleichungen  lassen  sich  dann  und  nur 
dann  durch  nicht  sämmtlich  verschwindende  Werthe  der  x,  befriedio-en, 
wenn  die  Determinante 

-^('»)   =   I  ^'a.  —   ^/,.«   i  (^-  =  1,2...«) 

verschwindet,  d.  h.  bedeutet  a^  eine  Wurzel  der  Gleichung 
(IG)  i^(«)  =  I  a,^.^  -  8^.^^  !  =  0, 

und  bedeutet  ferner  x^,  ^2  '  '  '  ^«  ^^^^  Lösungssystem  der  Glei- 
chungen 

A  =  l 

SO  ist  das  Integral 

n 
y.  =  l 

SO  beschaffen,  dass 

ist,  und  es  genügt  also  u  einer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  von  derselben  Beschaffenheit  wie  (A).  Dies  ist  das  am 
Schlüsse  des  zweiten  Abschnittes  angekündigte,  für  die  ganze  weitere 
Entwickelung  gnindlegende  Theorem  des  Herrn  Fuchs.  Die  Gleichung 
(16)  wird  die  zum  Umlaufe  U  oder  zum  Bereiche  E  gehörige  Funda- 
mentalgleichung genannt;  diese  Bezeichnung  wird  sich  dadurch  recht- 
fertigen, dass,  wie  wir  sehen  werden,  die  gedachte  Gleichung  nur  von 
der  Natur  des  Bereiches  E,  nicht  aber  von  der  Wahl  des  Fundamental- 
systems [y_^  abhängt.     Da  die  Determinante 

von  Null  verschieden  ist,  so  sind  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
stets  von  Null  verschieden,  es  giebt  also  stets  mindestens  so  viele  In- 
tegi-ale  m^,  als  von  einander  verschiedene  Wurzeln  der  Fundamental- 
gleichung vorhanden  sind;  denn  entsprechend  jeder  Wurzel  03^^  liefern 
die  Gleichungen  (17)  mindestens  ein  System  nicht  verschwindender 
Grössen  x^,  x^  •  ■  •  x^.  Um  die  Bedeutung  der  so  bestimmten  Inte- 
grale u  hervortreten  zu  lassen,-  behandeln  vrir  zunächst  den  besonderen 
Fall  etwas  genauer,  wo  die  Fundamentalgleichung  w  von  einander  ver- 
schiedene Wurzeln  ca^,  ca.,  •  •  ■  oj^^  besitzt.     Sei 

7* 
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ein  Lösuugssjstem  der  Gleichungen 

A  =  l 

setzen  wir  ferner 


(18) 

so  ist: 

&U^  =  (OJl^ 

und  allgemein 

(19) 

®'k-<^. 

Die  n  Integrale  u^  bilden  ein  Fundamentalsystem  der 
Differentialgleichung  (A);  denn  bestünde  eine  Relation 

mit  Constanten  c^,  ^-z  '  '  '  ^„y  ^^  bliebe  dieselbe  auch  nach  A-maliger 
Vollziehung  des  Umlaufes  U  bestehen,  d.  h.  es  wäre  zufolge  der  Glei- 
chungen (19) 

"S^  c  a^  u    =  0 . 
X  /    "    «    « 

Betrachten  wir  diese  Gleichung  für  X  =  0,  1,  ■  ■  ■  {n  —  1),  so  er- 
halten wir  für  c^,  c,  •  ■  •  c^^  ein  System  von  homogenen  linearen  Glei- 
chungen, die  durch  nicht  verschwindende  Werthe  der  c^  nur  dann  be- 
friedigt werden  könnten,  wenn  die  Determinante 

1   «t~'«*a  I  =  ^    «2  •  •  •  ^J   <~'   I  {«,^-  =  1.2---») 

gleich  Null  wäre.  Diese  Determinante  ist  aber,  abgesehen  von  dem 
jedenfalls  nicht  identisch  verschwindenden  Factor  u^  u.^  ■  ■  ■  ii^^,  die  Dis- 
criminante  der  Fundamentalgleichung,  diese  könnte  aber  nur  verschwin- 
den, wenn  zwei  Wurzeln  einander  gleich  würden  wider  die  Voraus- 
setzung; also  sind  die  c^  sämmtlich  gleich  Null  und  die  u  bilden  ein 
Fundamentalsystem.  Hieraus  folgt  nun  sofort  (vergi.  Nr.  12),  dass  in 
den  Gleichungen  (18),  die  die  Beziehung  zwischen  den  Elementen  der 
beiden  Fundamentalsysteme  [it^],  [y_^^  darstellen,  die  Determinante  der 
Coefficienten 
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einen  von  Null  verschiedenen  Wertli  liat.    Fassen  wir  die  Gleichungen 
(18)  ajs  eine  auf  [?/^]  ausgeübte  lineare  Substitution 

auf  und  bezeichnen  che  zu  dieser  Substitution  inverse  Substitution  mit 
so  ist  also 

(20)  W  =  ^'K]       (^=M  •■■»). 

Vollziehen  wir  den  Umlauf  U  und  bezeichnen  die  Substitution,  die  das 
Fundamentalsystem  hi_^j  erleidet,  durch  Ä,  also 

(Wj     0     •  ■  •  0 
0       0     ••  •  co,^ 
so  folgt  aus  den  Gleichungen  (20)  mit  Rücksicht  auf  (3) 

also  mit  Benutzung  von  (18) 

d.  h.   die  zum  Umlaufe   U  gehörige   Substitution  Ä   des  Fundamental- 
systems [t/J  stellt  sich  in  der  Form  dar: 

(22)  Ä  =  X-'SIX. 

Wir  sagen  von  einer  Substitution 

sie    gehe   aus   der   Substitution  A  durch   Transformation   mit  einer 
Substitution 

B=(h.;)  (/,.  =  i,2...«),         1^1+0, 

hervor,  wenn 

(23)  C=BÄB~'- 

Also   geht  zu  Folge   der   Gleichung  (22)   die   Substitution 
Ä  aus  iSi  durch  Transformation  mit  X'  hervor. 
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32.  Transformation  linearer  Substitutionen.  Determinantenbezielyingen. 

Invarianz  der  Fundamentalgleieliung.     Canonisclies  Fundamental- 

system  im  Falle  ungleicher  Wurzeln. 

Um  die  Wichtigkeit  dieses  Ergebnisses  darlegen  zn  können,  haben 
wir  an  einige  Eigenschaften  transformirter  Substitutionen  zu  erinnern. 
Zunächst  folgt  aus  (23)  auf  Gnmd  der  Sätze  der  Nr.  30,  dass 

d.  h.  wenn  C  aus  Ä  durch  Transformation  mit  B  hervorgeht,  so  geht 
Ä  aus  C  durch  Transformation  mit  B' =  B~^  hervor;  die  Beziehung 
zwischen  transformirten  Substitutionen  ist  also  eine  gegenseitige,  und 
offenbar  ist,  da  \B\^0  vorausgesetzt  wurde, 

\G\  =  \Ä\. 

Wir  nennen  zwei  Substitutionen,  die  durch  Transformation  mittels 
einer  Substitution  von  nicht  verschwindender  Determinante  aus  einander 
hervorgehen,  ähnliche  Substitutionen;  die  Determinanten  ähn- 
licher Substitutionen  sind  also  einander  gleich.     Setzen  wir: 


so  ist 


also  wenn 


BÄ=  CB  =  D  =  (d..;), 


5  "C-;.), 

so  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  der  transformirten  Substitution  C 
die  Ausdrücke: 

(23a)  <=,-,=  2^^- "-''-• 

Allgemeiner  folgt  aus  dem  durch  die  Gleichungen  (5)  der  Nr.  31  dar- 
gestellten Satze  über  die  Subdeterminanten  componirter  Substitutionen: 

(24)  \d,^=^\K\\%.\  =  ^\%\\hJ, 

(Ai.Aj  ••■//^)  (gi,a-i-- Ov) 


wo  /j,  •  •  •  />,  K^,  ■  ■  ■  x^-  h^,  •  •  •  h^-^  öl,  ■  ■  ■  g,,  je  V  der  Zahlen  1,  2  •  •■  » 
bedeuten  und  die  beiden  Summationen  über  alle  n  Systeme  der  h, ,  k,  ■h 
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lieziehungsweise  der  (j^,  g,^  •  •  •  //,,  zu  erstrecken  sind.  Die  Gleiclinngen  (24) 
I  epräsentiren  also  für  einen  bestimmten  Werth  von  v  genau  n^  Doppel- 
Gleichungen,     Beachtet  man,   dass  die  ans  den  Oii^  Subdeterminanten 

I   "/A   I  \''  =  hJ>:,  ■■}',) 

gebildete  Determinante,  nach  einem  bekannten  Satze  gleich  einer  Potenz 
der  Determinante  j^|,  also  sicher  von  Null  verschieden  ist,  so  ergeben 
sich  aus  den  Gleichungen  (24)  die  n^,  Subdeterminanten  v*"  Ordnung 
von  I  0  i  als  homogene  lineare  Functionen  der  n^^  Subdeterminanten 
v^'^^  Ordnung  von  |  A  \  mit  Coefficienten,  die  nur  von  der  transformiren- 
(len  Substitution  B  abhängen,  und  umgekehrt.  Wir  wollen  von  einer 
Determinante  v*"  Ordnung  sagen,  sie  sei  aus  dem  Coefficientensystem 
riner  Substitution  A  gebildet,  wenn  ihre  v^  Elemente  aus  den  a._ 
^;<  =  l,  2  «)  durch  Weglassung  von  n  —  v  Zeilen  und  n  —  v  Reihen 
entstehen.  Dann  können  wir  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 
.lede  aus  dem  Coefficientensystem  einer  Substitution  gebil- 
dete Determinante  v*°''  Ordnung  ist  durch  die  aus  dem  Coef- 
ficientensystem einer  ähnlichen  Substitution  gebildeten  n 
Determinanten  derselben  Ordnung  homogen  linear  darstell- 
l)ar  mit  Coefficienten,  die  nur  von  der  transformirenden  Sub- 
stitution abhängen. 

Endlich  bemerken  wir,  dass  aus 

C=BAB-' 

ihirch  wiederholte   Composition   beider   Seiten  mit  sich   selbst   die  Be- 
ziehung 


hervorgeht,  also  sind  die  Potenzen  ähnlicher  Substitutionen  auch 
ähnlich  und  gehen  aus  einander  durch  Transformation  mit 
derselben  Substitution  hervor  wie  die  ersten  Potenzen. 

Sei  nun  [^^]  ein  von  [^^]  verschiedenes  Fundamentalsystem  und 

bedeute  ferner  C  die  Substitution,  welche  \z^  erfährt,  wenn  die  unab- 
hängige Variable  den  Umlauf  U  beschreibt,  also 

so  folgt  aus  (25)  nnmittelliar 
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also  erhalten  wir,  da 

ist,  die  Gleichimg 

(2r))  C=^BAB-\ 

d.  li.  die  Substitutionen,  die  verschiedene  Fundamentalsvsteme 
erleiden,  wenn  die  unabhängige  Variable  einen  bestimmten 
Umlauf  U  vollzieht,  sind  einander  ähnlich.  Ein  specieller  Fall 
dieses  Theorems  ist  das  durch  die  Gleichung  (22)  dargestellte  Resultat. 
Bilden  wir  nun  unter  Zugrundelegung  des  Fundamentalsystems 
[0  1  die  zum  Umlaufe  JJ  gehörige  Fundamentalgleichung,  so  lautet  die- 


Q{co)=  \C..^  —  8..^Ci      =0  (/,>;  =  1,  2  •■•«); 

nun  ist  aber  zu  Folge  von  (26)  und  (23  a) 

h         ■/. 

also 


c.    — d.  cj  =     >^   >^?;.,«,   h'    — d.  a. 
ig  ig  Xi   X  I     '/'    ii-y-    xg  ig 

h        ■/. 
Andererseits  haben  wir: 

h         y.  h         y.  h         y. 

also,  da  zu  Folge  der  Definition  der  inverseu  Substitution  (Nr.  30),  und 
da  d,^  =  0  für  h^ic, 

yyh.h'  ö,^^  yh.,h',  =0. 

X  )    X  I       in     yg     l^y-  X    •       >h     h-j  i'j 

h         y.  h 


ist,  so  ergiebt  sich: 


''=  yjy!^aK.-^y^)K,^ 


c  ^      ^ 

ig  ig  X  /  X  I 

h       /. 

das  ist  aber  nach  (23  a)  die  Beziehung,  die  zwischen  den  Coefficienten 
zweier  durch  Transformation  mittels  I?  aus  einander  entstandenen  Sub- 
stitutionen besteht.  Wir  finden  also  als  nothwendige  Folge  der  Glei- 
chung (26) 

{h,y.  =  l,2  ■■■>,), 

und  folglich 
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C,      d,     CO      =='   a,      ^,     «   1  (/;,;<  =  :,  2- -n), 

liy.  Iiy.        '  '      liy.  hx        \ 

d.  h.  die  Fundamentalgleicliung  ist  dieselbe,  ob  Avir  zu  ilirer 
Bildung  das  Fundamentalsystem  [?/J  oder  \z^  benutzen,  sie 
ist  also  unabhängig  von  der  Wabl  des  zu  ihrer  Bildung  be- 
nutzten Fundamentalsystems  und  hängt  lediglich  von  der 
Natur  des  Umlaufes  ü  beziehungsweise  des  Bereiches  JE  ab. 
Fassen  wir  nun  wieder  insbesondere  den  Fall  ins  Auge,  wo  die 
n  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind,  dann  wird,  wenn  wir  durch 

ein  geeignet  gewähltes  Lösungssystem  der  Gleichungen 

h  =  l 

bezeichnen,  und  das  System  von  tir'  Grössen 

setzen,  zu  Folge  der  Gleichung  (27)  die  Beziehung  bestehen: 
Hieraus  ergiebt  sich  nun 

und  folglich 

(28)  0=^-'^^; 

es  ist  also  in  diesem  Falle  nicht  nur  die  Fundamentalgleichung,  son- 
dern auch  das  Fundamentalsystem  [w^]  selbst  unabhängig  von  der  Wahl 
des  Ausgangssystems  \yA  bez.  [^.1;  wir  können  demnach  sagen:  Wenn  die 
zum  Umlaufe  TJ  gehörige  Fundamentalgleichung  n  verschie- 
dene Wurzeln  hat,  so  giebt  es  ein  nur  von  der  Natur  des 
Umlaufes  TJ  abhängiges  Fundamentalsystem  [i<^],  welches  die 
Substitution  ß  erfährt,  wenn  die  unabhängige  Variable  den 
Umlauf  Z7  vollzieht,  und  die  zu  eben  diesem  Umlaufe  gehörige 
Substitution  eines  beliebigen  Fundamentalsystems  geht  durch 
Transformation  mit  derjenigen  Substitution,  die  dieses  Funda- 
mentalsystem mit  [ifj  verknüpft,  in  ü  über. 

Wir  nennen  [^tJ  das  zum  Umlaufe  U  gehörige  canonische  Fun- 
damentalsystem, ß  die  canonische  Form  der  sämmtlichen  unter- 
einander ähnlichen  Substitutionen,  die  ein  beliebiges  Fundamentalsystem 
beim  Umlaufe   U  erleidet,  oder  auch  kurz  die  zu    U  gehörige  cano- 
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nische  Substitution.  Das  Verhalten  eines  beliebigen  Fundamental- 
systems  [y^]  beim  Umlaufe  U,  d.  h.  also  innerhalb  des  zweifach  zu- 
sammenhängenden Gebietes  E,  ist  folglieh  auf  die  Bestimmung  des 
Zusammenhanges  zwischen  [?/^]  und  dem  canonischen  Fundamental- 
system [i*^]  und  auf  die  Herstellung  der  Fundamentalgleichung  zurück- 
geführt, wenn  diese  letztere  Gleichung  lauter  von  einander  verschiedene 
Wurzeln  besitzt.  Um  auch  in  dem  Falle,  wo  mehrere  Wurzeln  der  zu 
E  gehörigen  Fundamentalgleichung  einander  gleich  werden,  ein  ana- 
loges Ergebniss  zu  erzielen,  wollen  wir  zunächst  eine  andere  Bedeutung 
der  Fundamentalgleichung  hervorheben. 


Zweites  Kapitel. 

33.    Andere  Bedeutung  der  Fundamentalgleichung.     Beziehungen 

zwischen   den   Fundamentalgleichungen   von  Differentialgleichungen, 

die  Integrale  mit  einander  gemein  haben. 

Seien  x^,  x^,  ■  ■  ■  x^  unbestimmte  (willkürliclie)  Constanten,  so  ist: 


■■2' 


^.Vy. 


das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (A)  (vergl.  Nr.  11). 
Bilden  wir  die  u  -\-  1  Integrale 

V,  @v,  @^v,  ■  ■  ■  &"v, 
so  folgt  ans  der  Gleiehnng  (5)  der  Nr.  31  (S.  97),  wenn  wir  daselbst 


0,1, 


u  nehmen,  dass  die  Determinante  (m  -j-  1)'®''  Ordnung 


(1) 


V 


&v   x' 


=  V 


identisch    verschwinden    muss.      Denken    wir    uns    dieselbe 
Elementen  der  ersten  Reihe  geordnet,  so  ist 


nach    den 


(2) 


V=c^&"v  +  c,^_^®"~''v  H h  ^'o'V 


0, 


und  dies  ist  die  zwischen  den  (u-\-l)  Integralen  v,  ®v,  ■  ■  ■  &" v 
bestehende  homogene  lineare  Relation  mit  constanten  Coeffi- 
cienten.     Die  c^,  c^_^,  ■  ■  ■  c^  sind  durch  die  Gleichung 


C  CO"  ~\-  c 


^  +  •  •  •  +  ^0  = 


1      ^1       ^2       • 

■  ■  X^ 

ca     x'^     x'^     ■ 

■  ■     ^'n 

032    x(p    Xf     ■ 

■  ■    ^^P 

«"  a;(«)  r^'(") 
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definirt,  wo  co  eine  unbestimmte  Variable  bedeutet.    Die  rechter  Hand 
stehende  Determinante  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 


0       .T.'     CHX,  ■  ■  ■    X' 


1  1  n  II 


I       y.  y. 

(z,A  =  1,2  ••■?!) 


oder,  da  zufolge  der  Gleichungen  (6)  der  Nr.  31  (S.  97) 

A  =  l 

ist,  auf  die  Form 

I  ^.W  _  cö^U-i)  I  =  I  ^-(^-1)  IIa.    _  d\  «  I,  ' 

{z,;.  =  l,  2- ■•  «)  (A,  i!,x  =  l,  2  ■■•  n), 

also  ist  nach  Gleichung  (IG),  Nr.  31  (S.  9!)): 

(3)  c^y  +  ^„_,«'-i  +  .  .  .  +  ,^  =  I  .,(^-1)  I  i.(„), 

d.  h.  da  die  *'     ■  ■  •  a;    unbestimmt  sind,  also 

I  ^■(.^-])  ]  4=  0 

ist,  so  stimmen  die  Coefficienten  der  homogenen  linearen  Be- 
ziehung (2),  die  zwischen  dem  allgemeinen  Integral  v  und  seinen 
durch  «-malige  Wiederholung  des  Umlaufes  TJ  entstehenden 
Zweigen  @v^  ■  ■  ■  &"v  besteht,  abgesehen  von  einem  gemeinsamen 
Factor,  mit  den  Coefficienten  der  zu  diesem  Umlaufe  ge- 
hörigen Fundamentalgleichung  überein. 

Bezeichnen  wir  jetzt  durch  c^,  c^_^  •  •  •  c^  direct  die  Coefficienten 
der  Fundamentalgleichung,  so  wird  also  die  Gleichung  (2)  durch  alle 
Integrale  v  bei  willkürlicher  Wahl  der  x^,  x^  ■  ■  ■  x^  erfüllt;  setzen  wir 
in  (2)  für  &  v  (A  =  0,  1  •  •  •  n)  die  Ausdrücke  aus  den  Gleichungen  (11) 
der  Nr.  31  (S.  08)  ein,  so  ergeben  sich,  da  y^^,  t/^  '  '  '  ^n  ®^^^  Funda- 
mentalsystem bilden,  die  Gleichungen 

y^X,  (C  «(«)  +  C       ,  a("-l)  -^ 1-  c,d,    )  =  0  (y.  =  l,2---n). 

^^     /i\    n    hy.     '        71  —  1    hy.  '  '0    hxj  ' 

A  =  l 

Diese  müssen  für  willkürliche  x^,  ■  ■  ■  x^^  bestehen,  es  müssen  also  die 
sämmtlichen  Coefficienten  verschwinden,  d.  h.  es  ist: 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (2),  wenn  c^,  ■  ■  ■  r^  die 
Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  bedeuten,  auch  durch 
jedes  specielle  Integral  v  der  Differentialgleichung  (A)  be- 
friedigt wird. 

Für  specielle  Werthe  der  x^,  ■  ■  ■  x^^  kann  v  =^  x^ "'■/.yy.  ^^^^^^  einer 

Differentialgleichung  niedrigerer,  etwa  ^*'''"  Ordnung, 
Q{z)  =  0,         ,t  <  n, 

mit  innerhalb  E  eindeutigen  Coefficienten  genügen  (in  der  That  haben 
wir  ja  gezeigt,  dass  es  stets  Integrale  giebt,  die  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  befriedigen).     Sei  dann 

G{a)  =  g^y  +  fy,,_i  w"-^  -\ h  r/o  =  0 

die  Fundamentalgleichung  von  ^  =  Ö,  so  wird  das  allgemeine  Integral 
z  von  ^  =  0  die  Gleichung 

g^&'0  +  g^^_^  &'-',-\-...-^g^z  =  0 

erfüllen.  Da  v  der  Differentialgleichung  ^  =  0  genügt,  wird  auch  für 
V  die  Gleichung 

(4)  g^&"v  +  g^,_,&"''r  +  .  .  .  +  ^^t;  =  0 

bestehen;  wir  fragen  allgemein:  wie  müssen  die  Coefficienten 
einer  Relation  (4)  beschaffen  sein,  wenn  dieselbe  durch  Inte- 
grale V  der  Differentialgleichung  (A)  (die  nicht  identisch 
verschwinden)  soll  erfüllt  werden  können. 

Setzen  wir  in  (4)  für  ®^'v  (A  =  0,  1,  •■  •  ^)  die  Ausdrücke  aus  den 
Gleichungen  (11)  der  Nr.  31  (S.  98)  ein,  so  folgt,  da  y^,  y.^  ■  ■  ■  y^^  ein 
Pundamentalsystem  constituiren,  das  System  von  n  Gleichungen 

(ö)     Ji'fc^e  +  ^.-:-?r^'  +  •  •  •  +  ^0^..)^.  =  0       ■    (.  =  1,2. ..,0 

A  =  l 

für  die  x^  •  ■  •  x^^.  Diese  Gleichungen  können  aber  nur  dann  durch 
nicht  sämmtlich  verschwindende  Werthe  der  x^-  ■  ■  x^^  befriedigt  werden, 
wenn  die  Determinante 

(6)  :^^^aOo  +  ...  +  ^^tf^j  =  0        (.,.=M....o 

ist.  Diese  Gleichung  stellt  e  i  n  e  Bedingungsgieichung  für  die  Coefficienten 
9  }  9 ,^17  -  -  ^0  <iei'  Relation  (4)  dar,  ist  diese  erfüllt,  so  ergeben  die 
Gleichungen  (5)  Lösungssysteme  oc^  ■  ■  ■  a\,  mit  Hülfe  deren  sich  also 
stets  ein  oder  mehrere  Integrale 
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herstellen  lassen,  die  der  Gleichung  (4)  Genüge  leisten.  Um  diese 
Bedingungsgleichung  (6)  in  eine  übersichtlichere  Form  zu  setzen, 
denken  wir  uns  die  ganze  rationale  Function  ^^""^  Grades  von  a 

(7)  ^„«."  +  g^_,co^^-'  +  •  •  •  +  ^0  =  ^(") 
in  zwei  Factoren  zerfällt: 

(8)  r/„to."  -\-.-.-\-y^  =  (l.to^-  +  /,_,(o^-^  +  •  •  •  +  ^  K_.""-'  ' 

Setzen  wir: 

(9)         i  =  Jl'f^^-.^ifr'^  +  *^-.-i«lfr'-'' + •  •  • 
h=i 

so  genügt  das  Integral 

(10)  u  =^l,y,,  =  *^_,0""'^-  +  •  •  •  +  *^^o^' 

der  Gleichung 

Die  Ij,  I.,  ■■  ■  i^^  müssen  sich  folglich  aus  den  Gleichungen 

(11)  ^^Al  +  ---  +  hA.A  =  ^ 

bestimmen  lassen,  und  diese  Gleichungen  sind  vermöge  der  Beziehungen  (9) 
mit  den  Gleichungen  (G)  äquivalent.  Hieraus  folgern  wir  die  auch 
direct  zu  verificirenden  Gleichungen: 


'," 


A^  +  ■■■  +  yo\r.  =^K-Ar''  +  ■  ■  ■  +  ^'^0^..) 

■  (i^l  +  ■■■  +  hi:) 

(A,z  =  1,2  ■■■«), 

die  sich,  wenn  wir  die  in  denselben  auftretenden  dreimal  ir  Grössen 
als  Coefficienten  dreier  Substitutionen  oder  dreier  Systeme  von  je 
n^  Elementen  auffassen,  (nach  den  Gleichungen  (2),  (3),  der  Nr.  30 j 
in  die  eine  Compositionsgleichung 

(12)     (»„«w  +  .  ^  ^  +  .„„d„^)  =  (» -;.«i;r'-'  +  •    ■  +  '«o*„J 
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zusammenfassen  lassen.  Der  Zerlegung  (8)  der  ganzen  Function  G(ai) 
entspricht  also  die  Zerlegung  (12)  des  aus  den  Coefficienten  der 
Gleichungen  (5)  gebildeten  Systems. 

Denken  wir  uns  die  ganze  Function  ^(cö)  in  ihre  linearen  Factoren 
zerfällt: 

f/^a"  +  r/„ _,«'"-'  H h  .Vo  =  fJf,{"  —  f'f.)  («  —  e,_i)  •  •  •  («  —  (-'i), 

so  folgt  durch  wiederholte  Anwendung  der  Zerlegung  (12)  die  Com- 
positionsgleichung : 

(13)     (.^/«  +  •  •  ■  +  f/A.)  =  O^K  -  ^,rA)  K.  "  ^:-.^.-:)  •  •  • 

WO  g^l^  als  wirklicher  Factor  aufzufassen  ist.  —  Nach  dem  Satze  über 
die  Determinante   eines   componirten  Systems  (S.  92)    ergiebt  sich,  nun 

(14)     I  »/«s;l'  +  •  •  •  +  »«*„«  I  =  .'/;;-?'(<'„)  ^("„-i)  ■  ■  ■  ^(<',)- 

Die  Bedingungsgleichung  (6)  erfordert  also  das  Verschwinden  eines 
oder  mehrerer  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (14)  stehenden 
Factoren,  d.  h.: 

Damit  es  nicht  identisch  verschwindende  Integrale  v 
gebe,  die  die  Relation  (4)  erfüllen,  muss  die  Gleichung 

(15)  g^^cof^  +  g^y^-^  H h  .f/o  =  ^^(«)  =  0 

durch  eine  Wurzel  der  Fundamentalgleichung  F{p)  =  0  be- 
friedigt werden.  —  Lassen  wir  rr(ö)  =  0  wieder  die  Fundamental- 
gleichung der  DiflFerentialgleichung  ja**''  Ordnung  ^  =  0  bedeuten,  die 
mit  (A)  Integrale  v  gemein  hat,  so  können  wir  sagen:  Wenn  zwei 
Differentialgleichungen  P  =  0,  <^  =  0  von  derselben  Be- 
schaffenheit Integrale  gemein  haben,  so  haben  die  linken 
Seiten  ihrer  Fundamentalgleichungen  einen  gemeinsamen 
Theiler. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  (für  /x  =  1)  ist  das  in  der 
Nr.  31  (S.  99)  gefundene  auf  die  Integrale  u^  bezügliche  Resultat. 

Bedeuten  g ^^  .9,_i7  '  '  '  9o  irgendwelche  gegebene  Grössen, 
die  der  oben  ausgesprochenen  Forderung  oder,  was  dasselbe 
heisst,  der  Gleichung  (6)  genügen,  und  bezeichnet  .r^  •  -  ■  :r^^ 
das  allgemeinste  Lösungssystem  der  Gleichungen  (5),  so  stellt 

das  aligemeinste  Integral  der  Differentialgleichung  (A)  dar, 
welches  der  mit  den  gegebenen  g  ^,  ■  ■  ■  g^  gebildeten  Relation  (4) 


112  ni.  Theorie  der  Fimdamentalgleiclumg.    Kapitel  2. 

Genüge  leistet.  —  Wenn  (i  =  n  und  die  Gleicliung  (15)  mit  der 
Fundamentalgleicliiing-  vollständig  identisch  ist,  so  sind  (vergl.  S.  108) 
die  x^,  ■  ■  ■  x^^  ganz  willkürlich;  dies  giebt  sich  dadurch  kund,  dass  in 
diesem  Falle  in  den  Gleichungen  (5)  alle  Coefficienten  verschwinden. 
—  Um  im  allgemeinen  Falle  beliebig  gegebener  f/^^,  •  "  '  ^o?  ^^®  ^^^* 
Beding-ung  (6)  Genüge  leisten,  eine  Uebersicht  über  die  verschiedenen 
Integrale  v,  die  die  Gleichung  (4)  erfüllen,  zu  erlangen,  erinnern  wir 
an  einige  einfache  Sätze  aus  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen. 


34.    Sätze  über  Systeme  linearer  Gleicliungen.     Rang. 
Anwendung  auf  die  Fundamentalgleichung. 

Man  sagt  ein  System   von  n  ■  m,  in  n  Zeilen  und  m  Reihen  ge- 
ordneten Grössen  oder  Elementen: 

sei  vom  Range  p  schlechthin,  beziehungsweise,  wenn  die  a.  oran2 
rationale  Functionen  einer  Variabein  w  bedeuten,  vom  Range  q,  modulc 
eines  Linearfactors 

(0  —  «^, 

wenn  noch  die  sämmtlichen  in  dem  System  enthaltenen  Determinantei 
(^  -f~  ^y^^  Ordnung  verschwinden,  beziehungsweise  durch  w  -—  ra^  theil4 
bar  sind,  dagegen  wenigstens  eine  der  Determinanten  q^^^  Ordnung 
von  Null  verschieden,  beziehungsweise  durch  cj  —  a  nicht  theilbar  is 
(Unter  einer  in  dem  System  enthaltenen  Determinante  r*®""  Ordnung 
verstehen  wir  eine  aus  r'^  Elementen 

gebildeten  Determinante,  wo  ?'^, «'.,  •  •  •  i^  irgend  r  der  Zahlen  1,  2  ■  •  ■ 
Jfj,  jc^  •  ••  y,^  irgend  r  der  Zahlen  1,2  •  •  •  m  bedeuten.) 

Wir  übei-tragen   den  Begi-iff  des   Ranges  auf  das   System  von 
homogenen     linearen     Gleichungen     (oder    Congruenzen     moduh 
w  —  03^)  mit  m  Unbekannten  x^,  •  ■  •  x^  , 


(I)  %A  =  (^ 


(«•=1,2 


indem  ein  solches  Gleichungssystem  (wir  beschränken  uns  auf  Glei- 
chungen, da  für  Congruenzen  modulo  a  —  o  wörtlich  dieselben 
Schlüsse  gültig  bleiben)  vom  Range  q  sein  soll,  wenn  das  System 
seiner  Coefficienten  vom  Range  q  ist.  —  Ist  das  Gleichungssystem  (I) 
vom  Range  q  <  Wj  so  sind  bekanntlich  nur  q  von  den  n  Gleichungen 
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des  Systems  von  einander  unabhängig,  so  dass  die  allgemeine  Lösung 
der  Gleichungen  (I)  noch  m  —  q  willkürlich  wählbare  Grössen  enthält. 
Dieser  Satz  lässt  sich  auch  noch  in  einer  für  unsere  Zwecke  geeig- 
neteren Form  aussprechen.     Seien 

V  Systeme  von  je  m  Grössen,  v  ^  m,  so  sagen  wir  diese  v  Sy- 
steme seien  linear  unabhängig,  wenn  wenigstens  eine  der  in  dem 
System 

(-.)     er;;.;;::) 

enthaltenen  Determinanten  r'"^'  Ordnung  von  Null  verschieden  ist.    Be- 
deutet dann 
(III)  x^,  x.^,  ■■-  x^ 

irgend  ein  (v-{- 1)*®'  System  von  m  Grössen,  welches  mit  den  Systemen  (II) 
zusammen  nicht  (v  -}-  1)  linear  unabhängige  Systeme  bildet,  so  lassen 
sich,  wie  leicht  einzusehen,  v  Grössen  c^,  •  •  •  c^  stets  so  finden,  dass 

Das  System  (III)  heisst  dann  von  den  Systemen  (II)  linear  abhängig. 
Sind  die  v  Systeme  (II)  linear  unabhängig  und  bedeuten  ^^,  ?/.,  •  •  •  y^^^ 
unbestimmte  Variable  oder  etwa  Functionen  einer  Variabein  x,  von 
der  die  x^.  nicht  abhängen,  so  besteht  zwischen  den  v  Ausdrücken 

m 

(IV)  ^^,y%,  (^-1.^-'), 

y.  =  l 

keine  homogene  lineare  Beziehung  mit  von  den  ^^,  beziehungsweise 
von  X  unabhängigen  Coefficienten,  und  umgekehrt  lässt  sich  jeder  mit 
den  Grössen  (III)  gebildete  Ausdruck 

z  =  l 

als  homogene  lineare  Function  der  v  Ausdrücke  (IV)  mit  von  den 
y  ,  ■■■  y  ,  beziehungsweise  x  unabhängigen  Coefficienten  darstellen. 
—  Der  erwähnte  Satz  aus  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen  (be- 
ziehungsweise Congruenzen)  besagt  nun: 

Wenn   das  Gleichungssystem  (I)   vom  Range  ^<m  ist,  so 
besitzt    dasselbe  m  —  q    linear    unabhängige  Lösungssysteme 

und  jedes  andere  Lösungssystem  ist  von  diesen  w  —  q  linear 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.  I.  8 


1X4  III.  Theorie  der  F.undamentalgleicliung.    Kapitel  2. 

abhängig,  und  umgekehrt,  wenn  ein  Gleichungssystem  (I) 
genau  t<Cni  linear  unabhängige  Lösungssysteme  besitzt,  so 
ist  es  vom  Range  m  —  r.  (Die  triviale  Lösung  x^  =  0,  ■  ■  ■,  x^=  0 
ist  ausgeschlossen.) 

Wenn  m  =  n  ist,  so  heisst  das  System 

ein  quadratisches  oder  eine  Substitution;  für  solche  Systeme  gelten 
also  die  Begriffe  der  Composition,  Transformation  und  Aehnlichkeit, 
wie  sie  oben  festgelegt  wurden. 

Componirt  man  eine  Substitution  oder  ein  quadratisches  System 
A  von  n^  Elementen  mit  einem  ebensolchen  Systeme  JB,  und  ist  die 
Determinante  von  B  von  Null  verschieden,  so  folgt  aus  den 
Grieichungen  (5)  der  Nr.  31  (S.  93),  die  zwischen  den  Subdeterminanten 
componirter  Systeme  bestehen  und  aus  dem  Begriffe  des  Ranges,  dass 
der  Rang  des  componirten  Systems  JBÄ  mit  dero,  Range  von  Ä  genau 
übereinstimmt.  Hieraus  oder  auch  aus  dem  Theorem  (Nr.  32,  S.  103) 
über  die  aus  ähnlichen  Substitutionen  gebildeten  Determinanten  ergiebt 
sich  dann  sofort  die  wichtige  Folgerung:  ähnliche  (quadratische) 
Systeme  sind  stets  vom  selben  Range. 

Die  Frage  nach  der  (lesammtheit  der  Integrale 

y. 

die  der  Gleichung  (4)  (S.  109)  genügen,  wenn  wir  den  fj  ,  g  _i,  ■  ■  f/^^ 
feste,  der  Bedingung  (6)  genügende  Werthe  beilegen,  lässt  sich  nun 
sofort  beantworten.     Sei  das  System 

oder,  was  dasselbe  heisst,  das  Gleichungssystem  (5)  vom 
Range  n  —  r,  wo  zufolge  der  Bedingung  (6)  t  ^  1,  dann  giebt 
es  also  genau  r  linear  unabhängige  Lösungssysteme 

der  Gleichungen  (5),  folglich  genau  t  linear  unabhängige 
Integrale 

V     =  ^X      y  («  =  1,  2--r), 

die  die  Relation  (4)  befriedigen,  und  jedes  andere  dieser  Re- 
lation genügende  Integral  ist  gemäss  den  Sätzen  der  Nr.  83 
und  nach  den  obigen  Bemerkungen  durch  v^,  ■  •  ■  v^  homogen 
linear  mit  constanten  Coefficienten  darstellbar. 
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Dass  der  Rang  des  Systems  (16)  unabhängig  ist  von  der  Wahl 
des  der  Betrachtung  zu  Grunde  gelegten  Fundamentalsystems  y^,  y^  '  "  Vn^ 
ist  unmittelbar  zu  übersehen,  wenn  man  bedenkt,  dass  beim  Uebergange 
von  [^/^]  zu  einem  anderen  Fundamentalsysteme 

das  System 

zufolge  der  Gleichung  (27)  (Nr.  32,  S.  104),  für  beliebiges  to  in 

übergeht.  Aus  der  Zerlegung  (13)  (S.  111)  des  Systems  (16)  folgt  also, 
dass  dieses  System  selbst  in  das  ähnliche  System 

übergeht,  und  der  Rang  ähnlicher  Systeme  ist  ja  derselbe.  Hieraus 
schliesst  man  auch  ähnlich  wie  oben  (Nr.  32)  für  die  m^,  dass  die 
linear  unabhängigen  v^,  v.„  ■  •  •  v^  selbst,  die  sich  mit  Hülfe  des  Glei- 
chungssystems (5)  bestimmen,  unabhängig  sind  von  der  Wahl  des 
Fundamentalsystems  [?/^]. 

35.  Weitere  Untersueh.ung  der  Beziehung  zwischen  den  rundamental- 
gleichungen  von  DiflFerentialgleichungen  mit  gemeinsamen  Integralen. 

Bedeutet  Gi^co)  wieder  die  linke  Seite  der  Fundamentalgleichung 
der  Differentialgleichung  ju-*'^''  Ordnung  Q{pj)  =  0,  so  ist  also  die  An- 
•zahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  v,  die  den  beiden  Differential- 
gleichungen ^(5;)  =  0  und  (A)  gemeinsam  sind,  genau  gleich  t,  wenn 
das  Gleichungssystem  (5)  vom  Range  n  —  t  ist.  Denken  wir  uns  die 
Zerlegung  (<S)  von  G(co)  so  ausgeführt,  dass 

Lico)  =  l.co^  +  ■  •  •  +  ^0 
den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  G{(o)  und  der  linken  Seite  F((o) 
der  Fundamentalgleichung  von  (A)  bedeutet,  dann  verschwindet  also 

*>'V,_A«''"^  -i \r^^ 

für  keine  Wurzel  von  F(^)  ="  0,  folglich  ist  die  Determinante 

I  *^-2«lr''  +  •  •  •  +  ^%^,.  i  +  0     (",'^=M--"), 

und  demnach  folgt  aus  der  Compositionsgleichung  (2)  und  aus  der 
über  den  Rang  componirter  Systeme  gemachten  Bemerkung  (S.  114), 
dass  der  Rang  des  Gleichungssystems  (5)  mit  dem  des  Gleichungs- 
systems (11)  übereinstimmt.     Man  hat  also,   um  die  Anzahl  r   der 
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linear  unabhängigen  Integrale  von  (A)  zu  bestimmen,  die  der 
Gleichung  Q(/)  =  0  genügen,  nur  den  Rang  des  zum  grössten 
gemeinsamen  Theiler  L((o)  der  linken  Seiten  der  Fundamen- 
talgleichungen von  ^  =  0  und  (A)  gehörigen  Gleichungs- 
systems (11)  zu  untersuchen.  Sei  jR  =  0  die  Differentialgleichung, 
der  die  sämmtlichen  Integrale,  welche  (A)  mit  Q  =^  0  gemein  hat,  ge- 
nügen und  die,  wie  sich  aus  der  in  der  Nr.  16  (S.  43,  44)  dargelegten 
Methode  für  ihre  Herstellung  ergiebt,  von  derselben  Beschaffenheit 
wie  (A)  ist,  dann  ist  JR  =  0  von  der  t*^"  Ordnung  und  v^,  v^,  •  •  •  v^ 
bilden  ein  Fundamentalsystem  dieser  Differentialgleichung.  Ferner  lässt 
sich  (vergl.  Nr.  17)  die  linke  Seite  P  der  Differentialgleichung  (A) 
in  die  Form  setzen: 

P  =  SR, 

wo  S  einen  linearen  Differentialausdruck  (n  —  t)*'^''  Ordnung  mit  inner- 
halb E  eindeutigen  Coefficienten  bedeutet.  Seien  y^,^,  ■  ■  ■  y„  w  —  r 
linear  unabhängige  Integrale  von  (A),  die  mit  v^,  v^,  ■  ■  ■  v^  zusammen- 
genommen ein  Fundamentalsystem  von  (A)  constituiren  (vergl.  S.  32), 
so  constituiren  (vergl.  Nr.  17  und  Nr.  27,  S.  81)  die  n  —  r  Functionen 

ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 

S{0)  =  0. 

Bedeutet  also 

Hico)  =  h^io^  4-  .  .  .  +  /,^  =  0 

die  Fundamentalgleichung  von  R  =  0, 

K(co)  =  K_,,^^-^  +  •  •  •  +  \  =  0 

die  Fundamentalgleichung  von  S  =  0,  so  ist  (vergl.  Nr.  33) 

(17)  h^&'v.  +  \_^&''~\.  H h  \V.  =  0  a  =  l,  2,    . .  r) 

und 

(18)  K_,&'-'^,  +  \_^_^®-'-'z^  +  .  .  .  +  \,^  ==  0 

Nun  ist  aber,  da  sich  die  Coefficienten  von  B  innerhalb  E  eindeutig 
verhalten, 

^K-r®"th  +  •  ■  •  +  Kv:)  =  K-r®^'''^^  +  ■■■  +  K^, 

also  verschwinden,  zufolge  der  Gleichung  (18),  auch  die  Ausdrücke  auf 
den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen;  folglich  sind 


i 
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Integmle  von  2i  =  0,  genügen  also  der  Gleichung  (17).    Setzen  wir  nun 

^(co)7f(«)  =  7,^«»  +  ..-  +  y^, 
so  wird  die  Gleichung 

(19)  y;0"^  +  y„_,0"-V  +  •  •  ■  +  70?/  =  0 

befriedigt  durch  y^,^^,  ■  ■  ■  y,^  und  ausserdem  durch  v^,  ■  ■  ■  v^,  und 
folglich  durch  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (A);  also 
stimmen  che  Coefficienten  r„,  y^_i,  ■  ■  ■  7q  mit  den  Coefficienten  der 
Fundamentalgleichung  von  (A)  überein,  d.  h.  es  ist 

F=HK. 

Wird  also  dieDifferentialgleichung(A)  durch  alle  Integrale 
der  Differentialgleichung  E  =  0  befriedigt,  so  ist  die  linke 
Seite  der  Fundamentalgleichung  von  (A)  durch  die  linke 
Seite  der  Fundamentalgleichung  von  It  =  0  theilbar. 

Eine  Reihe  von  einfachen  Sätzen  über  die  Fundamentalgleichung 
einer  Differentialgleichung,  deren  linke  Seite  aus  mehreren  Differentiah 
ausdrücken  zusammengesetzt  ist,  ergiebt  sich  unmittelbar-,  wir  begnügen 
uns  mit  diesem  Hinweise  auf  dieselben. 

Bedeutet  wie  oben  R  =  0  die  Differentialgleichung,  der  sämmt- 
liche  gemeinsame  Integrale  von  P  =  0  und  Q  =  0  genügen,  so  ist 
H((o)  auch  ein  Factor  der  linken  Seite  G(g})  der  Fundamentalgleichung 
von  §  =  0;  wir  wollen  nun  zeigen,  dass  H  den  grössten  ge- 
meinschaftlichen Theiler  von  F  und  G  darstellt. 

Sei  allgemein 

i>(ca)  =  /.a)^-f+?o 
irgend  ein  Factor  von  -F(«)*,  suchen  wir  die  Integrale 

n 

von  (A),  die  der  Relation: 

(20)  l^&'v  +  h_y-'i^  +  ---  +  h^^  =  0 

Genüge  leisten,  so  haben  wir  das  Gleichungssystem 

(21)        2'ft«S+  ■•  +  ;.*,„K^o     <-.=.,  v.) 

aufzulösen;  erweist  sich  dasselbe  vom  Range  u  —  r,  so  besitzt  es  genau 
t  linear  unabhängige  Lösungssjsteme,  also  giebt  es  t  linear  unabhängige 
Integrale 
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von  (A),  die  der  Gleicliung  (20)  genügen,  und  umgekehrt  ist  jedes 
Integral  von  (A),  für  vrelches  die  Relation  (20)  besteht,  durch 
V  V,  ■  ■  ■  V  homogen  linear  mit  constanten  Coefficieuten  darstellbar. 
Da  ®v.  für  i  =  1,  2,  •  •  •  t  ebenfalls  der  Differentialgleichung  (A), 
sowohl  wie  der  Gleichung  (20)  genügen  muss,  haben  wir 

WO  die  h  .  Constanten  bedeuten;  die  v^,  t\^,  ■  ■  •  v^  bilden  folglich 
ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 

^  I> (v,  V-.,  v^.  ■  ■  ■  vj) 

BOv)  =  (-  if  — ,\;  ''  ' ^  ==  0, 

deren  Coefficienten  (vergl.  Nr.  14)  innerhalb  E  eindeutige  Functionen 
sind  und  die  alle  ihre  Integrale  mit  (A)  gemein  hat.     Folglich  ist 

F  =  sn, 

S  ein  Diäerentialausdruck  von  der  Ordnung  u  —  t  mit  innerhalb  E 
eindeutigen  Coefficienten.     Sei 

H(co)  =  A.^co^  +  .  .  .  +  7,^  =  0 

die  Fundamentalgleichung  von  R  =  0, 

X(ca)  =  Ä_,ca-^+-.-  +  Ä,  =  0 

die  Fundamentalgleichung  von  S  =  0,  so  ist  also 

(22)  E{(o)  =  H{co)  K{co) , 
und  die  Gleichung 

wird  durch  das  allgemeine  Integral  von  jR  =  0,  und  folglich  durch 
alle  Integrale  von  (A),  die  der  Gleichung  (20)  Genüge  leisten,  befriedigt. 
Es  sind  nun  die  drei  Möglichkeiten 

t  >  X 

t  =  l 

X  <  l 
in's  Auge  zu  fassen.    Suchen  wir  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 

5(«)  =  h^co^  -^■■■-^K 
von  B.{ci)  und  L{io)  auf,  solässt  sich  derselbe  in  der  Form 

darstellen,  wo  Ä^,  E^  ganze  Functionen  von  cj  bedeuten;  hieraus  er- 
sehen wir,  dass  die  Gleichung 

(23)  &,6>"f  +  l,_^®"~\  +  ■  ■  ■  +  \v  =  0 
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durch  alle  Integrale  von  R  =  0,  also  durch  alle  Integrale  von  (A), 
die  der  Grleichung  (20)  genügen,  befriedigt  wird.  Wäre  nun  r  <  A, 
-o  müsste  L{co)  einen  Linearfactor  cj  —  a>^  enthalten,  der  in  -ff(c3) 
entweder  gar  nicht,  oder  doch  in  geringerer  Vielfachheit  wie  in  L(co) 
(.nthalten  ist,  es  wäre  also  jedenfalls  auch  noch 
(«  —  (oJB(co) 

rin  Theiler  von  L(a),  und  da  L{co)  ein  Theiler  von  F(a)  ist,  müsste 
zufolge  der  Gleichung  (22)  der  Factor  a  —  a^  auch  in  K((o)  ent- 
li  alten  sein.  Dann  giebt  es  nach  dem  Fuchs 'sehen  Theorem  (Nr.  31)  ein 
Integral  s^  von  S  =  0,  welches  sich  bei  dem  Umlaufe  U  der  unab- 
hängigen Variabein  mit  der  Wurzel  co^  der  Fundamentalgleichung  von 
,S'  =  0  multiplicirt,  d.  h.  für  welches 
1-J4)  00^  =  c^„^„• 

Ik'deuten  dann  y^i^,  ■  ■  ■  y^  u  —  t  Integrale  von  (A),  die  mit  v^^,  l\,,  ■  ■  ■  v^ 
zusammen  ein  Fundamentalsystem  von  (A)  constituiren,  so  sind  die 
Ausdrücke 

die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  von  S  =  0,  also 
WO   c   ,,,■■■€    Constanten  bedeuten;  folglich  ist,  wenn 

>i 

'Ja  ^'^^iVi 
.•=r  +  l 

gesetzt  wird,  nach  Gleichung  (24), 

Also  ist 

ein  Integral  von  it  =  0  und  befriedigt  demnach  die  Gleichung  (23),  also 
befriedigt  das  Integral  y^  von  (A)  die  Gleichung  (20),  weil  (ta  —  cjj  i?(«) 
ein  Theiler  von  L{(o)  ist.  Es  wäre  also  unter  der  gemachten  An- 
nahme T  <  A,  y^  selbst  ein  Integral  von  i?  =  0,  was  aber  der  Voraus- 
setzung, dass 

t\,  •  •  •  >-\,   y^+i,  ■  ■  ■  y„ 

ein  Fundamentalsystem  von  (A)  constituiren,  widerspricht.  Es  muss 
folglich  T  ^  A  sein,  d.  h. : 

Wenn  i>(«)  einen  Factor  A*""  Grades  der  linken  Seite  F{co) 
der  Fundamentalgleichung  von  (A)  bedeutet,  so  ist  der  Rang 
des  Gleichungssystems  (21)  höchstens  gleich  n  —  A. 
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Nun  ist  aber  leicht  einzusehen^  dass  jeder  lineare  Factor  von  -Ef(co) 
in  L{ci)  enthalten  sein  muss.  Denn  sei  o  —  co^  ein  Factor  von  II(g)), 
also  ö,  eine  Wurzel  der  Fundamentalgleichung  von  R=^Q,  so  gieht 
es  ein  Integral  r'^,  dieser  Differentialgleichung,  für  welches 

ist  (Theorem  von  Fuchs,  Nr.  31);  dieses  v^  genügt  aber  auch  der  Glei- 
chung (20),  es  muss  folglich,  da  v^  nicht  identisch  Null  ist,  -L(tö) 
durch  C3  —  G)^  theilbar  sein.  Da  überdies  H{g))  ein  Theiler  von  -F(ra) 
ist,  gewinnen  wir  als  Ergänzung  zu  dem  obigen  Satze  das  Resultat: 

Der  Rang  n  —  t  des  Gleichungssystems  (21)  kann  nur 
dann  kleiner  sein  als  n  —  A,  wenn  ein  Linearfactor  von  i(aj) 
in  F{g))  zu  einer  höheren  Potenz  erholten  auftritt,  wie  in 
iy((ö)  selbst. 

Die  oben  (S.  117)  aufgestellte  Behauptung,  dass  H(a)  der  gi'össte 
gemeinsame  Theiler  von  Ficn)  und  Gia)  ist,  wenn  i?  =  0  die  Diffe- 
rentialgleichung x^^^  Ordnung  darstellt,  der  alle  gemeinschaftlichen 
Integi-ale  von  (A)  und  ^  =  0  genügen,  läs>st  sich  nun  sofoi-t  erweisen. 
Sei  nämlich  Lip)  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  F(ci)  und 
(x(c)),  so  ist,  da  H{g))  sowohl  in  F{g})  als  auch  in  G{c3)  enthalten 
sein  muss,  J?(c3)  auch  in  L{(o)  enthalten.  Die  Anzahl  t  der  linear 
unabhängigen  Integrale  von  (A),  die  der  "Differentialgleichung  ^  =  0 
genügen,  giebt,  zufolge  des  Satzes  am  Anfang  dieser  Nummer  (S.  116), 
von  n  abgezogen,  den  Rang  des  zu  L{io)  gehörigen  Gleichungssystems 
(21),  es  kann  also  n  —  t  nicht  grösser  sein  als  n  —  X,  also  ist  noth- 
wendig  t  =  l  und  folglich  S((ii)  mit  Lia)  identisch. 


Drittes  Kapitel. 

36.    Canonisches   Fundamentalsystem   im   Falle   mehrfacher  Wurzeln 
der  Fundamentalgleichung. 

Nunmelir  sind  wir  im  Besitze  der  Hülfsmittel,  deren  es  bedarf,  um 
im  allgemeinen  Falle  für  die  Diiferentialgleicliung  (A)  ein  zum  Umlaufe 
U  gehöriges  canonisches  Fundamentalsystem  herstellen  zu  können, 
was  uns  oben  (Nrn.  31,  32)  nur  für  den  Fall,  wo  die  Fundamental- 
gleichung n  verschiedene  Wurzeln  hatte,  gelungen  war.  —  Sei  et»  eine 
A-fache  Wurzel  der  Fundamentalgleichung  -F(co)  =  0,  so  betrachten  wir 
den  Factor 

(1)  i(co)  =  («-«J^- 

von  -F(g)),  und  suchen  diejenigen  Integrale 


'2^.y, 


der  Differentialgleichung  (A)  zu  bestimmen,  die  der  zu  L{(o)  gehörigen 
Relation 

(2)     @\i  —la  q'—^u    +  Kae'~^'u h  (—  ifco'u    =  0 

^    ■'  cc  a  (t     '         z     a  u  iv  J        a     u 

Genüge  leisten.     Dann  haben  die  1^,  •  •  •  |^  die  Grleichungen: 

(3)      2'K«  -  '"«"'^"  +  ■■■  +  (-  ^f<^)  %• = 0 

A  =  l 

(z  =  l,2,  •••«) 

ZU  befriedigen.  Der  Rang  dieses  Gleichungssystems  oder,  was  dasselbe 
ist,  der  des  Systems  seiner  n^  Coefficienten,  ist,  da  X  genau  die  Potenz 
angiebt,  zu  welcher  a  —  to^  in  -F(a>)  auftritt,  zu  Folge  des  Theorems 
am  Schlüsse  der  Nr.  35,  genau  gleich  n  —  A,  wir  erhalten  also  k  linear  un- 
abhängige Lösungssysteme  |^,  •  ■  •  |^^  und  entsprechend  l  linear  unab- 
hängige Integrale  u^  der  Differentialgleichung  (A),  die  der  Gleichung 
(2)  Genüge  leisten.  Es  gehört  also  zu  jeder  Wurzel  co^  der 
Fundamentalgleichung  eine  Gruppe  von  genau  so  vielen  linear 
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unabliängigen  Integrtilen  m^,  wie  der  Grad  l  der  Vielfacliheit 
dieser  Wurzel  angiebt.     Bezeichnen  wir  durch 


die    von    einander    verschiedenen    Wurzeln    der    Fundamentalgleichung, 
Q  die  Grade  ihrer  Vielfachheit,  so  dass  also 


(hircli  A,  ft,  7/, 
ferner  durch 

(4) 


A  +  fi  + v  + 


/^2' 


•}'-^' 


Q 


V/'' 


"cJU      ""cJa? 


die  zu  diesen  Wurzeln  gehörigen  Integrale,  so  ist  die  Anzahl  derselben 
gleich  M,  und  die  in  einer  Zeile  des  Schemas  (4)  stehenden  Integrale 
sind  linear  unabhängig.  Wir  wollen  beweisen,  dass  auch  zwischen 
diesen  n  Integralen  überhaupt  keine  lineare  homogene  Beziehung  mit 
Constanten  Coefficienten  stattfinden  kann. 

Nach  den  im  vorigen  Kapitel  bewiesenen  Sätzen  bilden  die  A  Inte- 
grale u^.^  ein  Fundamentalsystem  einer  Differentialgleichung  A'"''  Ordnung 

ii'^  =  0, 

deren  Fundamentalgleichung  durch 

(o3  —  aj-  =  0 

gegeben  wird;  ebenso  bilden  die  u^.^  ein  Fundamentalsystem  einer  Dif- 
ferentialgleichung lu-'''''  Ordnung 

mit  der  Fundamentalgleichung 

die  u  .  ein  Fundamentalsystem  einer  Differentialgleichung  v^"''  Ordnung 


mit  der  Fundamentalgleichung 


u.  s.  w.;   die  Coefficienten   dieser  Differentialgleichungen  sind  innerhalb 
£■  eindeutige  Functionen.     Bestünde  zwischen  den 
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■tl.  (,:  =  !,  2- -.2) 


eine  homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coefficienten,  so  wür- 
den die  Differentialgleichungen 

R^^  =  0,        Ji^  =  0 

Integrale  gemein  haben;  die  linken  Seiten  ihrer  Fundamentalgleichungen 
müssten  folglich  einen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  was,  da  aj^=f=(o^ 
sein  sollte,  ausgeschlossen  ist.  Also  sind  die  A  -f-  i^  Integrale  (5)  linear 
unabhängig;  sie  bilden  folglich  ein  Fundamentalsystem  einer  Differen- 
tialgleichung (A  -\-  |u)'°''  Ordnung 

deren  Fundamentalgleichung  lautet 

(«  —  (oj-  (w  —  w^^'  =  0. 

Bestünde  zwischen  den  Integralen  (5)  und 

u^.         (;=i,  2  •■■,.) 

eine  lineare  homogene  Beziehung,  so  würden  die  Differentialgleichungen 

Integrale,  ihre  Fundamentalgleichungen  folglich  Wurzeln  gemein  haben, 
und  dies  ist,  da  co  von  w^  und  lo^  verschieden  vorausgesetzt  wurde, 
ebenfalls  ausgeschlossen.  —  Indem  man  so  weiter  schliesst,  sieht 
man,  dass  die  n  Integrale  (4)  linear  unabhängig  sind,  dass  sie 
also  ein  Fnndamentalsystem  der  Differentialgleichung  (A) 
constituiren.  • 

Dieses  Fundamentalsystem  ist  eigentlich  schon  das  zum  Umlaufe  U 
gehörige  canonische,  in  der  Form  wie  Herr  Fuchs  dasselbe  zuerst  auf- 
/ gestellt  hat;  wir  wollen  nur  noch  die  zu  einer  bestimmten  der  Wurzeln 
cj^,  cj^,  ■  ■  •  G)^  gehörigen  linear  unabhängigen  Integrale  in  geeigneter 
Weise  auswählen.  Betrachten  wir  die  Gesammtheit  der  zur  Wurzel  co 
gehörigen  Integi-ale  u^,  dann  gehört  offenbar  auch  jedes  ®u^  zu  dieser 
Gesammtheit,  da  es  ja  der  Gleichung  (2)  Genüge  leistet.    Die  X  Integrale 

sind  also  so  beschaffen,  dass  sie  bei  dem  Umlaufe  U  in  lineare  homo- 
gene Functionen  ihrer  selbst  übergehen.  Dies  ist  die  charakteristische 
Eigenschaft  der  durch  die  Zeilen  des  Schemas  angedeuteten  Anord- 
nung des  Fundamentalsystems  (4)  in  Gruppen.  Es  lässt  sich  nun,  wie 
Herr  Hamburger    gezeigt    hat,    durch    passende  Wahl  der  einzelnen 
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Elemente,  jede  solche  Gruppe  wieder  in  eine  Reihe  von  Untergruppen 
zerfallen,  die  ihrerseits  wieder  die  Eigenschaft  zeigen,  dass  die  Elemente 
einer  solchen  Untergruppe  nur  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer 
selbst  übergehen. 


37.    Die  Hamburger'schen  Untergruppen.     Canonische  Form  der 
zu  einem  Umlaufe  gehörigen  linearen  Substitution. 

Wir  betrachten  die  Theiler 

X.(w)  =  (w  —  aj         (1  =  1, 2,  ■  •  ;.j 

von  -F(w)  und  suchen  diejenigen  Integrale  tt^^.,  die  zu  L.{oj)  gehören, 
d.  h.  die  der  Gleichung   " 

(6)         _        &'u^^.  —  ico^&''~\i^^.  +  •■■+(—  l)''»!^,,-  =  0 

genügen.  Die  Anzahl  t^.  der  linear  unabhängigen  u^.  wird  durch  den 
Rang  n  —  t  .  des  Gleichungssystems 

03^)    2^'^  "  '"'"'^''  +  •■•  +  (-  ^y'oiA.^)  i,  =  0 

'~  {x  =  l,2--n) 

oder  des  Systems  der  Coefficienteu 

gegeben.  Dieses  System  ist,  nach  der  durch  die  Gleichung  (13)  der 
Nr.  31  (S.  111)  dargestellten  Zerlegung,  gleich 

Nun  sind  aber  oflenbar  die  ii^  ._^  unter  den  n^.  enthalten,  ebenso  wie 
die  sämmtlichen  u^.  für  ?'=  1,  2,  •  •  •  A  —  1  unter  den  u^  enthalten  sind, 
wir  haben  folglich 

^  ^  "^a,:  ^  ^a,  i-X  ('  =  ^'  ■'''      ■  ^•~^^' 

andererseits  ist  zufolge  des  Theorems  am  Schlüsse  der  Nr.  35  (S.  110) 
der  Rang  des  Systems  (8)  höchstens  gleich  n  —  i,  also 
r^;^i  ('  =  1,2,  ■•■;.-!). 

Folglich  ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  u^.,  die  nicht  schon 
zu  den  u^  ._^  gehören,  gleich 

^„,:  -  7.,,:_i  =  ?«,  >  0  (/  =  2,3,...;.),  X^.  =  L 

Setzen  wir  noch  der  Gleichmässigkeit  wegen 
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SO  geben  uns  also  die  Zahlen  der  Reihe 

9al^    9a2^    •••;    QaX 

die  Anzahlen  derjenigen  linear  unabhängigen  Integrale  ?t^^^,  u^^,„  ■  ■  ■,  u^^^ , 
die  nicht  schon  unter  jenen  mit  kleinerem  zweiten  Iudex  enthalten  sind^ 
und  es  ist 

Für  ein  solches  ii  .,  welches  nicht  schon  unter  den  u    .    ,  enthalten 

et  i  '  a,  i  —  1 

ist,  wird  offenbar 

(9)  &u  .  —  au  . 

gleich  einem  u^^  ._^  sein,  welches  nicht  schon  unter  den  u^  ._^  vor- 
kommt. Bilden  wir  also  den  Ausdruck  (9)  für  alle  q^^.  linear  unab- 
hängigen wirklichen  ii^.,  so  erhalten  wir  ebenso  viele  linear  unab- 
hängige wirkliche  u^  ._j^,  es  ist  folglich 

Wir   verfahren    nun    folgendermassen.     Sei    q^     die    letzte  in   der 
Reihe  der  Zahlen 

die  nicht  gleich  Null  ist,  so  dass  also  alle 

dann  sind  die  Systeme 

(a,    —  d,   (0  X 

\    hy.  /ly.     a/ 

für  i  ^  Z  vom  Range  n  —  A,  und  da 
SO  haben  wir 

Qul   +   9a2-\ 1-   9al  =  ^■ 

Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  wirklichen  u  ,  ist  gleich  p  ,,  diese 
denken  wir  uns  ganz  willkürlich  gewählt.  Bilden  wir  dann  die 
9^j  Ausdrücke 

®ll   ,  03   u   ,, 

SO  liefern  uns  diese  ebenso  viele  linear  unabhänsige  wirkliche  u 
diesen    fügen  wir  noch   ()^^_^  —  q^^  ^  beliebig  zu   wählende  wirkliche 
\  i_i  hinzu,  die  mit  ihnen  zusammengenommen  ein  System  von  q 
linear  unabhängigen   wirklichen  \  i_i  bilden.     Die  Q^  i_i  Ausdrücke 


liefern  da 


)^,  ,     ,    linear  unabhängige  wirkliche  M    ,    „ ,    denen 
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dann  noch  q^^  ^  ^  —  Qa  ?  — i  ^^^^i*®  wirkliche  u^^  ^_^  hinzufügen,  um  im 
ganzen  Q^  i_^  linear  unabhängige  wirkliche  u^  ^_,  zu  erhalten.  Mit 
diesen  bilden  wir  wieder  die  Ausdi'ücke 

und  fahren  so  fort,  bis  wir  endlich  q_^^  von  den  q^^  linear  unabhängigen 
M,^^j  durch  die  Formeln 

®"«2  ^J^a-2 

bestimmt  -und  diese  dann  durch  noch  q^^^  —  ^^,  andere  zu  einem  vollen 
Systeme  linear  unabhängiger  u^^  ergänzt  haben.  —  Wir  erhalten  auf 
diese  Weise  genau  k  linear  unabhängige  Integrale,  die  uns  das  System 
der  A  zur  Wurzel  oj^  gehörigen  u^  darstellen.  Diese  Integrale  sind 
jetzt  in  Untergruppen  gesondert,  und  zwar  haben  wir 

Q^^  Giiippen  von  je  l  Elementen, 

Q^^  ^_^  —  Q^^^  Gruppen  von  je  /  —  1   Elementen, 


Q^^  —  Q^,-,  Gruppen  von  je  einem  Elemente. 

Bedeuten  ii^ ,  u.^,  •  •  •  u^^  die  eine  solche  Gimppe  von  m  Elementen 
bildenden  Integrale,  so  ist  eines  dieser  Integrale,  etwa  u^,  ein  w^^,  eine.s, 
etwa  ^^.,,  ein  wirkliches  u^^,  •  ■  ■  endlich  eines,  etwa  u^^^,  ein  wirkliches 
u  ,  und  die  Veränderungen,  die  diese  Integrale  beim  Umlaufe  ü  er- 
leiden, werden  durch  die  FoiTueln: 

(10)  {  &%  =  (0^%  +  «2 


.011    =  CO   u     -\-  u 

m  u     in      '         m  —  1 

daro-e.stellt.     Als  besondere  Fälle  heben  wir  hervor: 

o 

(>«i  =  '^;     also     T^i  =  A; 
in   diesem  Falle  ist  1=1,  und  wir  erhalten  A  Grujipen  von  je  einem 
Elemente,  d.  h.  A  linear  unabhängige  Integrale  u^^,  die  sich  beim  Um- 
laufe U  mit  CO    multipliciren,  hieninter  ordnet  sich  der  Fall  A  =  1  ein. 
Das  andere  Extrem  wäre 

Qai  =  '^y     ^^so  ^^^^^     ^«2  =  ?a3  =  •  •  •  =  ?a;.  =  1  ^ 
also  l  =  A,  und  wir  erhielten  eine  einzige  Gruppe  von  A  Elementen.  — 
Es  ergiebt  sich  somit  allgemein  die  folgende  Regel: 

Man  bestimme  die  verschiedenen  Wurzeln  co^,   o^,  ■  ■  ■  co^ 
der  Fundamentalifleichunof 
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I  ^..  -  ^/,."  !  =  ^-^  (Ä,.  =  i,2....); 

ist  die  Wurzel  o^  eine  Afache,  so  bestimme  man  die  Rang- 
zahlen der  Systeme 

(a,    —  d,   a),     (a,    —  6,    C3  Y ,     ■  ■  ■ ,     (n,    —  ö,   co  )' , 

\    hx  hy.      aj  >        \    hy.  hy.      a)    ^  '        \    liy.  hx      a)    ^ 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Rangzahlen  der  successiven  Po- 
tenzen des  Systems 

modulo  M  —  co,^.  Diese  Rangzahlen  bilden  eine  nicht  abneh- 
mende Reihe,  die  Reihe  der  Differenzen  je  zweier  aufeinander 
folgender  dieser  Zahlen  eine  nicht  zunehmende  Reihe;  diese 
Differenzen  sind  die  Zahlen 

die  Reihe  ihrer  Differenzen  bestimmt  unmittelbar  die  Anzahl 
und  durch  den  zweiten  Index  des  Subtrahendus  die  Elementen- 
zahl der  Untergruppen,  in  die  die  Gruppe  der  X  zu  a^  ge- 
hörigen Integrale  w;^  zerfällt*). 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir,  entsprechend  den  verschiedenen 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung,  ein  Fundamentalsystem  von  Inte- 
gralen der  Differentialgleichung  (A),  welches  wir  als  das  zum  Umlaufe 
U  gehörige  canonische  Fundamentalsystem  bezeichnen.  Die  Sub- 
stitution 5i,  die  dieses  Fundamentalsystem  beim  Umlaufe  U  erfährt, 
nennen  wir  die  zu  JJ  gehörige  canonische  Substitution;  sie  ist 
nach  einer  in  der  Nr.  34  gemachten  Bemerkung,  ebensowohl  wie  die  Ele- 
mente des  canonischen  Fundamentalsystems  selbst,  unabhängig  von  der 
Wahl  des  zum  Ausgangspunkte  genommenen  Fundamentalsystems  [^^]. 

Die  Ausdrücke  der  Elemente  des  canonischen  Fundamentalsystems 
durch  \y_A  ergeben  sich  durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungssysteme 
(6  a)  und  der  analogen  für  die  anderen  Wurzeln  a^,  gj  ,  •  •  •  «^  gebil- 
deten, bei  geeigneter  Wahl  der  einem  solchen  Gleichungsysteme  ge- 
nügenden linear  unabhängigen  Lösungssysteme  ^^ ,  •  •  •  |^^.  —  Im  ganzen 
erhalten  wir  n  Systeme 


*)  Die  Differenzen 

geben  die  Anzahl  und  durch  den  zweiten  Index  des  Subtrahendus  den  Grad  der 
von  Herrn  Weierstrass  in  die  Theorie  der  bilinearen  Formen  eingeführten 
Element  artheil  er,  in  die  der  Theiler  (a»  —  a  )■*  der  Determinante 

\%y.  —  ^hy.'^\  (U,y.==l,2..-n) 

zerfällt. 
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und  es  sind  dann 


»«=2'^"^^ 


.1 

die  Elemente  des  canonisclien  Fundamental-systems  [?«^].  Hieraus  folgt 
a  posteriori  j  dass  die  Determinante 

des  Systems  (|.  .)  =  X  von  Null  verscliieden  sein  mnss,  ein  Ergebniss, 

welches  sich   auch   leicht   direct  verificireu  lässt.  Die   Substitution  A, 

welche  das  Fuudamentalsystem  \i/_2  Ij^im  Umlaufe  ü  erleidet,  stellt  sich 
in  der  Fonn  dar  (vergl.  Nr.  31,  S.  101): 

Ä  =  X~^£iX, 

d.  h.  sie  geht  durch  Transformation  aus  der  canonischen  Sub- 
stitution Si  hervor.  Dies  gilt  offenbar  auch  für  die  zum  Umlaufe  U 
gehörige  Substitution  C  eines  beliebigen  Fundamentalsystems  [^^];  denn 
wenn 

so  ist: 

C=BÄB~\ 
also 

C=BX~'iiXB~\ 

und  nach  den  Sätzen  der  Nr.  30  ist 

XB~'  =  {BX~y . 

Wir  nennen  darum  Sl  auch  die  canonische  Form  der  zum  Um- 
laufe U  gehörigen  Substitutionen,  da  sich  die  Substitution,  die 
ein  beliebiges  Fundamentalsystem  beim  Umlaufe  U  erfährt,  aus  Sl  durch 
Transformation  ergiebt,  also  auch  umgekehrt  durch  Transformation 
(mittels  einer  Substitution  von  nicht  verschwindender  Determinante)  in 
iJi  übertjefühi-t  werden  kann. 


1 
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.    38.    Analytische  Form  des  canonischen  Fundamentalsystems. 

Wir  wollen  nun  die  analytische  Form  der  das  canonische  Funda- 
mentalsystem bildenden  Integrale  innerhalb  des  zweifach  zusammen- 
hängenden Bereiches  E  zu  ermitteln  suchen,  und  fassen  zu  dem  Ende 
die  Elemente 

u^ ,  u^^  j  •  •  •  **,„ 

einer  zur  Wurzel  a^^  der  Fundamentalgleichung  gehörigen  «?- elemen- 
tigen Untergruppe  ins  Auge.  Denken  wir  uns  diese  in  geeigneter 
Weise  angeordnet,  so  wird  nach  Vollzug  des  Umlaufes  U  (vergl.  S.  126) 

® U.  =  (x)JA.-\-  U._^  (i  =  2,  3  •  ■  •  w) , 

oder,  wenn  wir  einen  Ausdruck  von  der  Form 

&v  —  (OV 
kurz  durch 

{&  —  (o)v 
bezeichnen,  so-  haben  wir 

((&  —  CO  )?/  =0, 

(1)  r         «^  1       ' 

[{&  CöJ  U.  =  U.  _  j  (;  ==  2,  3  ■•  •  m). 

Da  sich  die  Coefficienten  p^,  p.^,  ■  ■  ■  2^„  ^Id'  Diiferentialgleichung 
(A)  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  JE  regulär  verhalten,  so  gilt  das 
Gleiche  von  den  Integralen  von  (A).  Es  sei  nun  t  eine  Function  von 
X,  die  auch  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  von  E  regulär  und  über- 
dies so  beschaffen  ist,  dass  sie  sich  um  Eins  vermehrt,  wenn  x  den 
Umlauf  U  vollzieljt;  dann  raultiplicirt  sich  die  Function 

t 

CO 

a 

beim  Umlaufe   U  mit  w  ,  es  ist  also 

(2)  &t=t-\-l, 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    I.  9 


130  ITI.  Theorie  der  Fundamontalgloichmig.     Kapitfl  4. 

Setzen  wir 

SO  ist  demnach 

(1.  li.  9Dj  innerlialb  E  eindeutig-^  da  sich  überdies  die  Functionen  ii^  und 
a     in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  E  regulär  verhalten  und 


innerhalb  E  nicht  verschwinden  kann,  so  ist  g)^  auch  in  der  Umgebung 
jeder  Stelle  von  E  regulär.  Es  ergiebt  sich  somit  für  a^  die  Dar- 
stellung 

(4)  u^  =  colcp^. 

Um   für  u.^,  Mg,  •  •  •  u^^^    analoge   Darstellungsformeln    zu   erhalten, 
verfahren  wir  folgendermassen. 
Es  werde 

(5)  t^"^  =  t(t—l)  •••  {i  —  n  +  1) 
gesetzt,  dann  ist  nach  Gleichung  (2) 

An)  / .      I       1  \    .(«  - 1) 


und 

Sei  nun 


@r  =  (^  + 1)  t' 


^  =  cpj"  +  q>/'-'^  + 


wo  (p^^,  q)^,  ■  •  ■  cp^^  innerhalb  E  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten, 
so  ist  also 

(0  -  «J<^  =  «1+^  [ncfj"-''  +  {n  -  \)q>/'-''  +  •■•  +  9>._J- 

Diese  Gleichung  kann  im  Sinne  der  Differenzenrechnung  als  Differen- 
tiationsformel angesehen  werden;  wenn  dann  umgekehii  eine  solche 
Differenzengleichung 

vorgelegt  wird,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  dieselbe  zu  in- 
tegriren,  d.h.  einen  Ausdrack  35  zu  finden,  der  ihr  genügt.  Beachten 
wir  zu  dem  Ende,  dass  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen 
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folgt,  oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 

so  erkennen  wir,  dass 

«(3-*)==S-4; 

es  ist  folglich 

eine  innerhalb  E  eindeutige  Function"  von  x  und 

$ß  =  <  icp/"'  +  q>^t"'-''  +  .  .  .  +  <p^^  +  O) 

der  gesuchte  Ausdruck,  wo  also  ^,  gleichsam  die  Integrationsconstante, 
noch  eine  beliebige  innerhalb  E  eindeutige  Function  darstellt.  Das  Inte- 
gral der  Dififerenzengleichung 

(0  -  ojj  2Ö  =  «1  {^J"  +  i,/'-''  +  •  •  •  +  O, 

i/>„,  ib,,  •  ■  ■  ih    eindeutige  Functionen  innerhalb  E,  lautet  demnach: 

wo  t^  eine  willkürliche  innerhalb  E  eindeutige  Function  bedeutet. 

Für    das    zweite    Integral    a.,     unserer    Untergruppe     besteht     die 
Gleichung 

{& 0)^)  M.^  =  u^ , 

also  nach  den  Gleichungen  (3)  und  (4) 

zufolge  der  eben  entwickelten  Formel  ist  demnach 

!(.,  =  K)     \     -   t  -\ \  , 


da  Mg,  g)^,  t  in   der  Umgebung  jeder  Stelle  von  E  regulär  sind,  auch 
in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  E  regulär  verhält. 
Für  u^  erhalten  wir: 

(&  —  (o  )  u.,  =  lt.,  =  (0   l       t  4-     "  ), 
folglich  ist 

2  a)"  w"  (a",. 
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q).^  eine  innerhalb  E  eindeutige  und  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von 
E  reguläre  Function.  Allgemein  findet  man  durch  Schluss  von  (x  —  1) 
auf  x: 


also  endlich 


f_JPi_ 

((m-l)! 


wo  gpj,  ^.,,  •  •  •  q)^_^  innerhalb  E  eindeutige   und  an  jeder  Stelle  von  E 
reguläre  Functionen  bedeuten. 
Setzen  wir 


ferner  nach  der  in  der  Dififerenzenrechnung  üblichen  Weise: 


^>\ 


r 


und  beachten,  dass 

(tJ^rf  =  r>  +  xt' 

so  ergeben  sich  die  eleganten  Ausdrücke 


a) 


'fit), 


'^*/« 

= 

a^ 

/■( 

0, 

u 

-1  ^^ 

t 

«a 

^/(O, 

%t  - 

-2  ^^ 

t 

2 

^V(0, 

•  ^'1 



t 
CO 

a 

-'J"-' 

V(0- 

Die  Bestimmung  der  zur  Herstellung  cheser  Ausdrücke  erforder- 
lichen Function  t  hängt  wesentlich  von  der  Beschaifenheit  des  zweifach 
zusammenhängenden  Bereiches  E  ab. 
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Stelle,  wo  sich  die  Coeffieienten  wie  rationale  oder  wie  algebraische 

Functionen  verhalten. 

Wir  woUen  insbesondere  zwei,  für  unsere  Theorie  vorzüglich  wich- 
tige Fälle  ins  Auge  fassen,  in  denen  die  Herstellung  der  Function  t 
keinerlei  Schwierio-keiten  darbietet. 
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Es  sei  X  =  a  eine  Stelle  von  der  Bescliaffenheit,  dass  sich  die 
Coefficienten  j>^,  ]).^,  ■  •  •  i\  der  Difierentialgleichnng  (A)  an  allen  Stellen 
,  iiior  gewissen  endlichen  Umgebung  von  a  regulär  verhalten  und  dass 
entweder  ein  einfacher  Umlauf  um  diese  Stelle  die  Functionen 
l>i  7  P^)  •  •  ■  P,t  i^ugeändert  lässt,  oder  dass  diese  Functionen  nach  einem 
o-maligen  Umlaufe  um  x  =  a  zu  ihren  Ausgangswerthen  zurückkehren. 
Wenn  dann  überdies  x  =  a  eine  Stelle  ist,  an  der  sich  p^,  p,^,  ■  •  •  p^^ 
iit  stimmt  verhalten  (vergl.  Nr.  7,  S.  16),  so  haben  diese  Functionen 
111  .6'  =  «  den  Charakter  von  algebraischen  Functionen,  d.h.  sie  ver- 
li;ilten  sich  im  Punkte  a  regulär,  oder  a  ist  für  diese  Functionen  ein 
(flacher  Windungspunkt,  oder  endlich  x  =^  a  ist  eine  algebraische  Un- 
eiidlichkeitsstelle.  Wenn  die  2\,  P.>,  '  •  •  P,  in  c^^r  Umgebung  des  un- 
endlich fernen  Punktes  x  =  (X)  den  Charakter  algebraischer  Func- 
limien  besitzen,  so  soll  a  auch  den  unendlich  fernen  Punkt  bedeuten 
k  ("innen. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  wo  p^,  p.^,  '  '  '  Pn  ^^^  einem 
einlachen  Umlaufe  um  x  ^=  a  ungeändert  bleiben,  dann  verhalten  sich 
also  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  in  diesem  Punkte 
\\'\o  rationale  Functionen.  Ist  a  ein  endlicher  Werth  und  haben 
•'"'  Pv  P-ij  •  •  •  Pn  i^^  *  ^^  ^^  BX\c\i  endliche  Werthe,  so  sind  sie  in  der 
l  ingebung  von  x  =  a  regulär,  also  sind  auch  die  Integrale  von  (A) 
i-ei^ulär;  dieser  Fall  ist  bereits  durch  den  Fundamentalsatz  (Nr.  9,  S.  25) 
erledigt.  Bedeutet  dagegen  a  den  unendlich  fernen  Punkt,  oder  einen  im 
El  ullichen  gelegenen  Punkt,  für  welchen  einer  oder  mehrere  der  Coef- 
lieienten  p^,  p.„  •  •  •  p^^  unendlich  werden,  so  denken  wir  uns  um  a  als 
^Mittelpunkt  einen  Kreis  K  beschrieben,  innerhalb  dessen  kein  singulärer 
Punkt  der  Difl:erentialgleichung  (Nr.  10,  S.  26)  ausser  x  =  a  gelegen  ist; 
falls  X'=  a  den  unendlich  fernen  Punkt  bedeutet,  ist  K  ein  um  ./;  =  0 
als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis,  der  alle  im  Endlichen  gelegenen 
singulären  Stellen  der  Diflterentialgleichung  einschliesst.  Schneiden  wir 
aus  der  Kreisfläche  K  den  Punkt  a,  durch  eine  diesen  Punkt  umgebende, 
unendlich  kleine  Curve  aus,  so  ist  die  so  entstehende  Fläche  E  eine  zwei- 
fach zusammenhängende,  an  deren  jeder  Stelle  sich  die  p^,  j)^,  •  •  •  jj^^ 
regulär  verhalten,  für  die  also  die  Betrachtungen  dieses  Abschnittes 
gültig  bleiben.  Als  Umlauf  U  kann  dann  jeder,  ganz  innerhalb  E  ver- 
laufende geschlossene  Weg,  der  den  Punkt  a  einschliesst,  genommen 
werden.  Wir  sagen  in  diesem  Falle  von  den  zu  E  beziehungsweise  U 
gehörigen  Substitutionen  eines  beliebigen  Fundamentalsystems,  ebenso 
wie  von  dem  zu  E  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  und  der 
zu  E  gehörigen  Fundamentalgleichung,  dass  sie  zu  dem  singulären 
Punkte  X  =  a   der  Differentialgleichunfj  gehören.     Eine  Func- 
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tion    t,   die   der  Gleichung  (2)  genügt   und  «ich  an  jeder  Stelle  von  E 
regulär  verhält,  ist  dann  z.  B. 

log  {x  —  «) 

^  ^         2^        ' 

WO   hier  und   im   Folgenden,    falls   a   den   unendlich   fernen  Punkt   be- 
deutet, an  Stelle  von  iC  —  a  der  Ausdruck 

1 

X 

zu   nehmen   ist.     Bezeichnet   dann  r^   einen   der  um   ganze  Zahlen  von 
einander  verschiedenen  Wei-the,  für  die 


so  ist 

^1  =  {x  —  (if" , 

und  die  Ausdrücke  (7)  nehmen  die  Form  au 

n.j  =  («  —  aY'^ip^^ix), 

II,,  =  (x  —  a)''''-  { iK,^  (^;)  +  i/-',,  ix)  log  {x  —  a)], 


(^) 


+  ^,u™(-^")log'"~'(^  — «)}, 

wo  also  i^'j^(.r),  ^.,.^^{x),  -  •  •  ^',,,,„C^)  Functionen  bedeuten,  die  innerhalb 
E  eindeutig  sind  und  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  E  re- 
gulär verhalten.  Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (7)  unmittel- 
bar, dass  jede  der  Functionen 

'^i.yM)  («  =  1,2,  ■■•/;«;  z  =  l,  2,  ••■;) 

durch 

homogen  linear  mit  eonstanten  Coefficienten  darstellbar  ist.  Zufolge 
des  Laurent 'sehen  Satzes  lassen  sich  diese  Functionen  i>,-y_{^)  innerhalb 
E  in  Reihen  entwickeln,  die  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fort- 
schreiten und  die  im  Allgemeinen  unendlich  viele  positive  und  nega- 
tive Potenzen  enthalten.  Denken  wir  uns  diese  Darstellung  für  alle 
Untergruppen  des  zu  E  oder  zum  singulären  Punkte  x  =  a  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems  gemacht,  so  ist  durch  dieselbe  das 
Verhalten  dieses  Fundamentalsystems  bei  einem  Umlaufe  um  den  Punkt 
X  =  a  in  Evidenz  gesetzt.  Ein  beliebiges  Integral  y  der  Differential- 
gleichung (A)  lässt  sich  als  homogene  lineare  Function  der  Elemente 
des  canonischen  Fundamentalsystems  mit  eonstanten  Coefficienten  dar- 
stellen, es  ist  also  auch  das  Verhalten  eines  solchen  innerhalb  E,  oder 
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wie  wir  sagen  können,  in  der  Umgebung  des  singnlären  Punktes 
X  =  a  vollkommen  festgelegt.  Aus  der  Form  der  Darstellung  (8)  ist 
ersielitlich,  dass  x  =^  a  der  einzige  innerhalb  des  Kreises  K  gelegene 
singulare  Punkt  eines  beliebigen  Integrals  der  Differentialgleicbung  (A) 
ist,  dieser  Punkt  kann  aber,  wenn  die  Entwickelungen  der  t^,-^(^)  nn- 
endlich  viele  negative  Potenzen  von  x  —  a  enthalten,  noch  eine  Stelle 
der  Unbestimmtheit  (Nr.  7,  S.  17)  für  die  Integrale  sein.  Jedenfalls 
ist  aber  x  ==  a  eine  isolirte  Unbestimmtheitsstelle,  und  zwar  eine 
solche  mit  bestimmter  Verzweigung.  Wir  haben  also  das  wich- 
tige Theorem: 

Eine  singulare  Stelle  x  =  a  der  Differentialgleichung  (A) 
(der  unendlich  ferne  Punkt  x  =  oo  eingeschlossen),  an  welcher 
die  Coefficienten  p^,  p^,  •  •  •  p^^  sich  wie  rationale  Functionen 
verhalten,  ist  für  die  Integrale  von  (A)  im  Allgemeinen  eine 
isolirte  Unbestimmtheitsstelle  mit  bestimmter  Verzweigung- 
die  Art  der  Verzweigung  eines  Integrals  wird  gegeben  durch 
die  Darstellung  dieses  Integrals  als  homogener  linearer  Func- 
tion der  Elemente  des  zu  x  =  a  gehörigen  canonischen  Fun- 
damentalsystems und  durch  die  zu  x  =  a  gehörige  Funda- 
mentalgleichung. 

Es  sei  nun  x  =  a  ein  algebraischer  ^-facher  Windungspunkt  für 
die  Functionen  p^,  p^,  •  •  •  J\5  wir  denken  uns  durch  x  =  a  einen  Ver- 
zweigungsschnitt gelegt  und  constrniren  eine  aus  q  übereinander  ge- 
legten Blättern  bestehende  Windungsfläche,  auf  welcher  die  ^j^,  j>.,,  ■  ■  ■  p> 
als  eindeutige  Functionen  des  Ortes  angesehen  werden  können.  Be- 
schreiben wir  dann  in  dieser  Windungsfläche  um  a  als  Mittelpunkt 
einen  ^-fach  gewundenen  Kreis  K,  der  ausser  x  =  a  keinen  singnlären 
Punkt  der  Differentialgleichung  einschliesst,  und  schneiden  aus  der  von 
K  begrenzten  Fläche  den  Punkt  a  durch  eine  diesen  Punkt  umgebende 
^-fach  gewimdene  unendlich  kleine  Curve  aus,  so  erhalten  wir  einen 
zweifach  zusammenhängenden  Bereich  E,  innerhalb  dessen  p^,  21^,  ■  ■  ■  P^ 
eindeutig  und  an  jeder  Stelle  von  E  regulär  sind.  Als  Umlauf  U  kann 
jeder  ganz  innerhalb  E  verlaufende  geschlossene  und  p-fach  gewundene 
Weg  genommen  werden.  Wir  sprechen  auch  in  diesem  Falle  von  der 
zum  singnlären  Punkte  a  gehörigen  Substitution,  Fundamentalgleichung, 
dem  canonischen  Fundamentalsystem  u.  s.  w.  —  Eine  Function  t,  die  sich 
an  jeder  Stelle  von  E  regulär  verhält  und  der  Gleichung  (2)  genügt, 
ist  jetzt: 

log  {x  —  a) 


2Q7ti 


also  wenn  wieder 
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gesetzt  wird,  so  ist 

0,;^  =  (:,  _  f,,)^\ 
Die  Ausdrücke  (7)  nehmen  daher  die  Gestalt  an 


(9)  u^  =  (x-  -  a)" 2 ^-M)  log'' (,r  —  fO 


(;<  =  i,2, 


WO  jetzt  die  ^.  .(■^)  innerhalb  E  eindeutige  und  in  der  Umgebung  jeder 
Stelle  von  E  reguläre  Functionen  bedeuten.  —  Bilden  wir  den  Bereich 
E  durch  die  Function 

I  =  (^  —  af 

auf  die  |-Ebene  ab,  so  entspricht  ihm  eine  um  |  =  0  als  Mittelpunkt 
beschriebene  einfache  Kreisfläche,  aus  welcher  der  Punkt  |  =  0  durch 
eine  unendlich  kleine  Curve  ausgeschnitten  ist.  Innerhalb  dieses  Be- 
reiches @  der  |-Ebene  sind  also  die  t-.^{x)  als  Functionen  von  |  eben- 
falls eindeutig  und  verhalten  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von 
(g  regulär;  sie  sind  folglich  nach  ganzen  Potenzen  von  |  entwickelbar, 
d.  h.  die  t/;..  (x)  lassen  sich  innerhalb  E  nach  ganzen  Potenzen  von 

i_ 
{x  —  af 

entwickeln;  diese  Entwickelungen  können  aber  im  Allgemeinen  eine 
unendliche  Anzahl  von  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  enthalten. 
Die  Ausdrücke  (9)  bestimmen  also,  wenn  wir  uns  dieselben  für  alle 
Untergruppen  des  zu  a  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems  auf- 
gestellt denken,  das  Verhalten  dieses  Fundamentalsystems  und  damit 
das  Verhalten  eines  beliebigen  Integrals  in  der  Umgebung  von  x  =  a. 
Man  übersieht  auch  leicht,  wie  diese  Betrachtungen  zu  modificiren  sind, 
wenn  für  die  p^,  •  •  •  p^  der  unendlich  ferne  Punkt  ein  algebraischer 
()-facher  Windungspunkt  ist,  und  a  =  oo  genommen  wird.  Wir  können 
also  das  oben  (S.  135)  ausgesprochene  Theorem  dahin  verallgemeinern, 
dass  wir  sagen: 

Eine  singulare  Stelle  x  =  (i  der  Differentialgleichung  (A) 
(der  unendlich  ferne  Punkt  x  =  oo  eingeschlossen),  an  welcher 
die  Coefficienten  j>^,  .  .  .  p^^  den  Charakter  von  algebraischen 
Functionen  haben,  ist  für  die  Integrale  im  Allgemeinen  eine 
Stelle  der  Unbestimmtheit  mit  bestimmter  Verzweigung.  Die 
Natur  der  Verzweigung  wird  bestimmt  durch  das  Verhalten 
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der  Coefficienten  2\,  •  •  •  P„  in  der  Umgebung  von  x  =  a  und 
durch  die  zu  diesem  Punkte  gehörige  Fundamentalgleichung. 
Die  Auffindung  der  Fundamentalgleichung  bietet  im  Allgemeinen 
erhebliche  Schwierigkeiten  dar,  weil  die  Coefficienten  derselben  in  trans- 
cendenter  Weise  von  den  in  den  p^,  ^K^,  •  ■  ■  p^  auftretenden  constanten 
Parametern  abhängen  können;  wir  kommen  an  sf»äterer  Stelle  auf  diese 
Frage  in  ihrer  vollen  Allgemeinheit  zurück,  jetzt  wollen  wir  uns  der 
Untersuchung  eines  besonderen  Falles  zuwenden,  in  welchem  es  gelingt, 
die  Darstellung  des  canonischen  Fundamentalsystems  auch  ohne  die 
Kenntniss  der  Fundamentalgleichung  zu  finden,  und  zwar,  wie  wir  noch 
besonders  hervorheben,  nicht  nur  die  Form  dieser  Darstellung,  son- 
dern auch  die  Coefficienten  der  Reihenentwickelungen  für  die  Func- 
tionen ijj.^i^x). 


Vierter  Absclinitt. 

Die  singuläreii  Stellen,  an  denen  sich  die  Integrale  bestimmt 
verhalten. 

Erstes    Kapitel. 

40.    Formulirung  der  Aufgabe  nach  Fuchs.    Der  Exponent,  zu  dem 
ein  sich  bestimmt  verhaltendes  Integral  gehört. 

Im  Allgemeinen  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  ein  singnlärer  Punkt 
X  =  a  der  Differentialgleichung  (A),  in  welchem  sich  die  Coefficienten 
Vi7  l>->7  '  '  '  Pn  ^^®  algebraische  Functionen  verhalten,  für  die  Integrale 
ein  Punkt  der  Unbestimmtheit.  Schon  in  seiner  ersten  grundlegenden 
Arbeit  hat  Herr  Fuchs  den  besonderen  Fall  zum  Gegenstande  einer 
eingehenden  Untersuchung  gemacht,  wo  sich  die  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  in  dem  singulären  Punkte  a  bestimmt  verhalten, 
oder,  wie  sich  Herr  Fuchs  damals  ausdrückte,  wo  jedes  Integral  mit 
einer  bestimmten  endlichen  Potenz  von  x  —  a  multiplicirt  für  x  =  a 
nicht  mehr  unendlich  wird.  —  Eine  Reihe  von  Fragen,  die  im  All- 
gemeinen auf  die  Bestimmung  transcendenter  Grössen  führen,  liess 
sich  in  diesem  Falle  durch  rein  algebraische  Processe  erledigen,  auch 
führte  derselbe  auf  eine  umfassende  besondere  Classe  von  linearen 
Differentialgleichungen  —  der  nach  ihrem  Entdecker  so  genannten 
Fuchs'schen  Classe,  die  im  fünften  Abschnitte  behandelt  werden  soll  — 
für  welche  sich  das  Studium  der  Integrale  bis  zu  einer  ähnlichen  Stufe 
der  Vollkommenheit  bringen  liess,  wie  es  für  die  algebraischen  Func- 
tionen einer  Variabein  durch  die  Arbeiten  von  Puiseux  und  Riemann 
geschehen  war.  Für  diese  besondere  Classe  beherrscht  man  nämlich 
nicht  nur  —  auf  Grund  der  Arbeiten  des  Herrn  Fuchs  —  das  Ver- 
halten der  Integrale  für  alle  Werthe  der  unabhängigen  Veränderlichen, 
sondern  es  ist  Herrn  Poincare  auch  gelungen,  indem  er  ein  von 
Herrn  Fuchs  aufgestelltes  Princip  zum  Ausgangspunkte  nahm,  für  die 
,  Lösungen  dieser  Classe  von  linearen  Differentialgleichungen  eine  ähn- 
liche Darstellung  xu  finden,  wie  sie  für  die  algebraischen  Functionen 
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einer  Varialjeln    mit    Hülfe    der   Aberselien  Functionen    durch  Herrn 
Weierstrass  und  Riemann  gegeben  worden  ist. 

So  ist  also  die  Eingangs  erwähnte  Frage  nach  denjenigen  Fällen, 
in  denen  sich  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (A)  in  dem  singu- 
lären  Punkte  x  ==  a,  wo  die  Coefficienten  den  Charakter  von  alge- 
braischen Functionen  haben,  bestimmt '  verhalten,  für  die  ganze  Ent- 
wickelung  unserer  Theorie  entscheidend  geworden;  es  wird  demnach 
gerechtfertigt  sein,  wenn  wir  uns  im  gegenwärtigen  Abschnitte  mit 
der  ausführlichen  Beantwortung  dieser  Frage  beschäftigen,  und  insbe- 
sondere die  Gestalt  der  Coefficienten  in  der  Umgebung  eines  solchen 
Punktes  x  =  a  festzustellen  suchen. 

Es  wird  sich  für  x  =  a  jedes  Integral  von  (A)  bestimmt  ver- 
halten, wenn  dies  für  die  Elemente  eines  Fundamentalsystems,  z.  B. 
für  die  des  zu  x  =  a  gehörigen  canonisehen  Fundamentalsystems  der 
Fall  ist.  Wir  nehmen  an,  dass  der  singulare  Punkt  x  =  a  der  Nullpunkt 
der  Zahlenebene,  und  dass  dieser  für  die  Coefficienten  p^^  p^,  ■  •  ■  p^  der 
Differentialgleichung  kein  Verzweigungspunkt  sei;  die^^^,  j9„  •  ■  ■  p,^  sollen 
also  für  a;  =  0  von  einer  endlichen  ganzzahligen  Ordnung  unendlich 
werden;  die  Untersuchung  eines  beliebigen  endlichen  singulären  oder 
des  unendlich  fernen  Punktes,  wo  die  p^,  j;.,,  ■  ■  ■  p^  den  Charakter 
algebraischer  Functionen  zeigen,  lässt  sich,  wie  wir  später  sehen 
werden,  stets  auf  diesen  Fall  zurückführen. 

Jedes  Element  des  zu  x  =  0  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems hat  dann  die  Gestalt: 
(1)  ii  =  x'-(4'^  +  t^  log  2-  H h  t„  log'"  x), 

wo   die  ?^'y,  T^'^,  •  •  •  ip^^^    in    einer   gewissen    Umgebung   von    x  =  0    in 
der  Form 


(2)  ^^=^y. 


x''- 


darstellbare  Functionen  bedeuten.  Soll  sich  ti  an  der  Stelle  x  =  0 
"bestimmt  verhalten,  so  ist  offenbar  erforderlich,  dass  auch  für  keine 
der  Functionen  xjj.  der  I^unkt  x  =  0  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
sei,  es  dürfen  also  die  Entwickelungen  dieser  Functionen  nach  Potenzen 
von  X  nur  eine  endliehe  Anzahl  negativer  Potenzen  enthalten.  Um- 
gekehrt ist  dies  auch  hinreichend,  da  ja 

X''   und  log  X 

Functionen  sind,  die  sich  für  *■  =  0  bestimmt  verhalten  (vergl.  Nr.  7, 
S.  16).  Enthalten  die  Entwickelungen  der  i^.  negative  Potenzen  nur 
in  endlicher  Anzahl,  so  lässt  sich  eine  bestimmte  endliche  Potenz  von 
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X  angeben,  mit  welcher  multiplicirt  da.s  Integral  ii  im  Punkte  .r  =  0 
nur  endliche  Werthe  annimmt,  und  imigekehrt,  wenn  es  eine  solche 
Potenz  von  x  giebt,  so  yerhalten  sich  die  ip.^  also  auch  u,  für  x  =  0 
bestimmt.     Wir  fragen  also: 

Wie  müssen  die  Coefficienten  p^,  p.^,  ■  ■  ■  p^^,  die  im  Null- 
punkte den  Charakter  voii  rationalen  Functionen  haben,  in 
der  Umgebung  dieses  Punktes  beschaffen  sein,  damit  jedes 
Element  des  zu  x  =  0  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems mit  einer  bestimmten  endlichen  Potenz  von  x  multi- 
plicirt nicht  mehr  unendlich  wird. 

Bezeichnen  wir  mit  ii^,  a^,  •  •  u^^  die  Elemente  des  zu  ^  =  0  ge- 
hörigen canonischen  Fundamentalsystems,  dann  ist  also 

u_  =  X-''  { ii^^  +  ^.^  log  X  H h  ^,„.  log'"'^- }  ('■  =  1, 2,  •  ■  •  «); 

die  Exponenten  q.  sind  nur  abgesehen  von  additiven  ganzen  Zahlen 
bestimmt  (vergl.  Nr.  39)  und  die  Entwickelungen  der  tj^^,  xl;^,  ■  ■  ■  ip^^^ 
nach  Potenzen  von  x  sollen  —  thes  setzen  wir  jetzt  voraus  —  nega- 
tive Potenzen  nur  in  endlicher  Anzahl  enthalten.  —  Dann  lässt  sich 
für  jedes  it.  ein  von  q.  nur  um  eine  ganze  Zahl  verschiedenes  r.  so 
wählen,  dass  das  Product 


für  X  =  0  von  Null  verschieden  ist  und  nur  so  unendlich  wird,  wie 
ein  Ausdruck 

(3)  L  =^  a  -\-  ß  log  X  -{-  y  log-^  +■■  +  ,"'  log'"^-, 
wo  «,  ß,  y,  ■    ■  ^  endliche  Constanten  bedeuten.     Es  ist  dann 

(4)  «.  =  x'''((p^^  +  cp^  log  X  -] h  qD^^^.  log"''x), 

wo  jetzt  die  Entwickelungen  der  cp^,  cp^^,  ■  ■  ■  (p^^_  nur  positive  Potenzen 
von  X  enthalten,  und  wenigstens  eine  dieser  Functionen  für  x  =  0 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  annimmt.  Wir  sagen,  das  Inte- 
gral II.  gehöre  zu  dem  so  fixirten  Exponenten  r..  —  Offenbar* 
können  sich  die  Exponenten,  zu  welchen  die  A  Integrale  der  einer 
A  fachen  Wurzel  der  Fundamentalgleichung  entsprechenden  Gruppe  ge- 
hören, nur  um  ganze  Zahlen  von  einander  unterscheiden. 

Wir    sagen    allgemein,    eine    Function    F{x)    gehöre    zum    Expo- 
nenten r,  wenn 

(5)  F(x)  =  x'(f^  +  /-^  log  ^  +  .  .  .  +  /;^^  log'«^), 

""'o  /,)?  f\,  •  •  /,„  itt  der  Umgebung  von  x  reguläre  Functionen  sind, 
die    für  x  =  0    nicht    sämmtlich    verschwinden;    eine    solche   Function 
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F{oc)    verhält    sich    im   Punkte    x  =  0   allemal   bestimmt.     Wir  heben 
nun  zunächst  einige  einfache  Theoreme  über  solche  Functionen  hervor. 

1.  Gehören  die  Functionen  F(x),  F'iix)  beziehungsweise 
zu  den  Exponenten  r  und  r^,  so  gehört  ihr  Product  F(.r)  ■  F^(x) 
zum  Exponenten  r  -j-  r^. 

2.  Gehört  i^(a;)  zum  Exponenten  r,  so  gehört  die  Ableitung 
von  F(x)  stets  zum  Exponenten  r — 1^  ausgenommen  wenn 
r  =  0,  und  Fix)  für  x  =  0  nicht  unendlich  ist.  Denn  differen- 
tiiren  wir  den  Ausdruck  (5),  so  kommt 

(6)        ^  =  ^"  -^^(>f,  +  (A  + 1)/;.+,  +  .^-  '^)  log^-^, 

;.=o 
hierin  ist  /j,  ,  ^  =  0   zu  nehmen.     Es  gehört  also   die  Ableitung  von 
F(x)   zum  Exponenten  r  —  1 ,  wenn  nicht  in   der  Gleichung  (G)  alle 
Coefficienten  von  log^x,  für  A  =  0,  1,  •  •  •  m,   im  t^unkte  x  =  0  ver- 
schwinden.    Hierzu  wäre  aber  erforderlich 

'•/;    +  /;    -  0, 

>•/;      +2/-,  =0, 

(7)  ....... 

rf  =  0, 

für  X  =  0,  also  würden  für  eben  diesen  Werth 

sein,   wider   die  Voraussetzung.     Nur   in   dem   Falle,   wo   r  ==  0,   folgt 
aus  dem  Gleichungssysteme  (7)  zwar 

nicht  aber  /jj  =  0  für  x  =  0,  also  wenn  r  =  0,  und  f^  für  x  =  0  von 
Null    verschieden,    dagegen    alle  f^,  /i,,  •  ■  •  f^^  für  x  =  0  gleich  Null 

7    pt 

sind,  kann  der  Ausnahmefall  eintreten,  dass  -j—  nicht  zum  Exponenten 
r  —  1  gehöi-t. 

3.  Bei  geeigneter  Wahl  der  Integrationsconstanten,  gehört 


/  F(x)dx 


zum  Exponenten  r  -f-  1.     In  der  That  folgt  aus  (5) 

m         ^ 

(8)  J  F{x)dx  =2J  ^'f^  l^g'  ^"  ^^^  5 

integriren  wir  partiell,  so  kommt 
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/  x'f^  lo^^xdx  =  log^-.r  /  x't)  dx  —  /  —~,     ^  äx  j  x'f)  dx. 
Nun  ist  aber^  wenn  wir  die  Integrationsconstante  gleich  Null  nehmen, 


/  x'f^dx  =  x'+^f.^  +  r^  log  X, 


hier  bedeutet  f^^  eine  in  der  Umgebung  von  ;;;  =  0  reguläre  Function, 
c^  eine  Constante,  (he  nur  dann  von  Null  verschieden  sein  kann,  wenn 
r  eine  negative  ganze  Zahl  ist.     Folglich  erhalten  wir: 

J  x-f,  lo^xdx  =  ^^  log^-+i;/;  +  x'-+'f.^—J  Xx'-f.^  loo^-'xdx; 

wendet  man  auf  das  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende 
Integral  dasselbe  Verfahren  an  und  fährt  so  fort,  indem  man  die 
Integratiousconstanten  immer  gleich  Null  annimmt,  so  ergiebt  sich 
endlich 

/  F(x)dx  =  x'-+'(g^  +  g^  logx  H \-  f/„^  log-Ä^)  +  c  log^^+^x, 

hier  bedeuten  r/^,  ^^,  •  •  •  g^^^  Functionen,  die  sich  in  der  Umgebung 
von  a;  ^  0  regulär  verhalten,  c  eine  Constante,  die  nui-  dann,  wenn  r  eine 
negative  ganze  Zahl  ist,  von  Null  verschieden  sein  kann.  Wenn  r  -\-  \ 
nicht  gleich  Null  ist,  so  fügen  wir  keine  IntegTationsconstante  hinzu, 
und  es  ist  dann  aus  der  Herlei tuug  zu  ersehen,  dass  wenigstens  eine 
der  Functionen  g^^  g^,  •  •  ■  g^^^  im  Punkte  a;  =  0  nicht  verschwindet; 
ist  dagegen  r  -\-  1  ^  Q,  so  ist  es  möglich,  dass  alle  g^,  g^,  •  •  •  g^^  für 
a;  =  0  verschwinden,  dann  ist  aber  stets  c  von  Null  verschieden,  es 
gehört  also  das  Integral  von  F{oc)  in  jedem  Falle  zum  Exponenten 
r  -j-  1,  wenn  wir  die  Integi-ationsconstante  geeignet  wählen. 


41.    Charakter  der  Coefficienten  einer  Differentialgleichung  in  einem 
Punkte,  wo  sich  die  Integrale  bestiramt  verhalten. 

Da  wir  noch  nicht  nachgewiesen  haben,  dass  es  wirklich  Differen- 
tialgleichungen (A)  giebt,  deren  sämmtliche  lutegTale  sich  im  singu- 
lären  Punkte  x  =^  0  bestimmt  y erhalten,  so  wollen  wir  ausgehen  von 
einem  System  von  n  hnear  unabhängigen  Functionen  y^,  ?/.,,  •  •  •  y^^,  die 
in  der  Umgebung  eines  jeden  innerhalb  eines  Bereiches  E  gelegenen 
Punktes  reg-ulär  sind  —  E  bedeutet  einen  den  Punkt  a;  =  0  um- 
schliessenden  Bereich,  der  alle  Stellen  einer  gewissen  Umgebung  von 
X  =  0,  diesen  Punkt  selbst  aber  nicht  enthält  —  und  die  so  beschaffen 
sind,   dass  sie  sich  bei   einem  innerhalb  E  verlaufenden  geschlossenen 
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Wege  U,  der  den  Punkt  ic  =  0  umgiebt,  in  lineare  homogene  Functionen 
ihrer  selbst: 

^Vy.  =  ^  ^K-iVi  (''=  1'  2,  •  •  •  n),  I  a^.  I  4=  0, 

i  =  l 

verwandeln.     Diese  Functionen  []i_^\   genügen  dann  der  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  (vergl.  Nr.  14,  S.  37) 

(A)  PGy) = (- 1)'^ ^^l^^:.''^^  =  y''  +i\y''~'^  +  •  •  •  +  p„y  =  o, 

wo  unter  Festhaltung  der  a.  a.  0.  eingeführten  Bezeichnungen: 

P     =( 1)      >,7 f  z  =  l,  2,  •■■«). 

^^       ^       ^    D(yi,y.2,  ■■■  y„) 
Nun  ist  offenbar  (vergl.  Nr.  15) 

®^.0a.  y->^  ■■■  yj  =  ^-Ä^yx,  ®y->,  ■  ■  ■  ®y,) 

=  I' ^u  I ^yiyv  y->^  ■■■  yj      (^=o, i, 2 . . . „), 

also,  wenn 

gesetzt  wird,  so  haben  wir 

^yM'v    y2^     -   ■   -    y,)  =  ^^^y(^)  (>^  =  0,1,  •■■«), 

wo  'iß^{x)  in  der  Umgebung  von  x  =  0  eindeutige  Functionen  bedeuten, 
die  sich  in  der  Nähe  jeder  Stelle  von  E  regulär  verhalten.  Die  Coeffi- 
cienten  2\,  P^  '  '  '  Pn  ^^^^  ^^^^  innerhalb  E  eindeutig  und  verhalten 
sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  E  regulär,  wir  können  also 
auf  die  Differentialgleichung  (A)  die  Theorie  der  Fundamentalgleichung 
anwenden.  Die  zu  x  =  0  gehörige  Fundamentalgleichung  lautet 
I  a..^  —  od..^  I  =0  («,;.  =  i, 2 •••«); 

mit  Hülfe   der  Wurzeln  o^,  o^,  ■  •  •  a^^   derselben  bilden  wir  uns  das 
in  Untergruppen  zerlegte  canonische  Fundamentalsystem 

welches  in   der  Umgebung  von  x  =  0   die  Form  (8),   Nr.  39   besitzt, 
und  beim  Umlaufe   U  die  canonische  Substitution 


^  =  (yy.^  =  ^k.-)^'  0^,^  =  1,2....) 

•  von  P(i/) 
eise 

%^  •  •  •  %) 


erfährt.     Dann  können   wir  der  Bildung  von  P{p)  das  System  [u^  z 
Grunde  legen  und  erhalten  auf  diese  Weise 


(A)  p(y)  =  {-!)'  ^(i,." ■■,.„;■ 
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(«)       i'..-(-i)'4.,'- ».)    '"'■"■■•'• 

(10)      ®i>>,,  ■■•«„)  =  I  r,,  I -D>i,  •■■  «.)       (.=.,2...). 

Da  nun 

ist,  so  haben  wir 

und  folglich 

(12)  D_^(;U^,    11.^,    ■  ■  ■    Uj  =  X''ll^_^(^x)  {y.  =  0,l,-a), 

WO  i'J^ü')  in  der  Umgebung  von  x  =  0  eindeutige  Functionen  bedeuten, 
die  sich  von  den  ^.  (x  j  nur  durch  den  constanten  Factor  \  X  j  unter- 
scheiden.    Die  Fundamentalgleichung  kann  dann  auch  in  der  Form 

(13)  I  y._^-a>d.J=0  (/,.  =  !,  2...  „) 

geschrieben  werden.  Denken  wii*  uns  nun  in  die  D_^{ii^,  ■  ■  ■  uj  für 
M^,  •  •  •  u^^  und  ihre  Ableitungen  die  in  der  Umgebung  von  a;  =  0 
gültigen  Entwickelungen  eingesetzt,  und  dann  nach  Potenzen  von  log  x 
geordnet,  so  sind  die  Coefficienten  von  log  x,  log'^  x,  ■  ■  ■  zufolge  der 
Gleichungen  (12)  gleich  Null,  und  wir  schliessen  daher,  dass  die  t.^{x) 
in  der  Umgebung  von  x  =  0  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickel- 
bar sind. 

Es  mögen  sich  nun  die  y^,  y^^  '  '  '  Vn  ™  Punkte  x  =  0  bestimmt 
verhalten,  dann  gilt  das  Gleiche  von  den  u^,  u,^,  ■  ■  ■  u_^.  Bezeichnen 
wir  mit  r^,  r,,,  ■  ■  ■  r^^  die  Exponenten,  zu  denen  die  Functionen  ?t^,  u,,,  ■  ■  ■  u^ 
beziehungsweise  gehören,  so  ist  also 

(14)  U.  =   X'^  F.(x)  {i  =  h  2  •  ■  •  n), 

wo  F^(x)  eine  ganze  Function  von  log  x  mit  in  der  Umgebung  von 
X  =  0  regulären  und  für  x  =  0  nicht  sämmtlich  verschwindenden  Coeffi- 
cienten bedeutet;  dann  sind  die  r^,  r.,,  •  •  •  r^  die  durch  2ni  dividirten 
Logarithmen  der  oj^,  cj^,  •  •  •  co  ,  und  es  unterscheiden  sich  folglich  die 
einer  bestimmten  Gruppe  der  m^,  u,^,  ■  •  ■  u^^  entsprechenden  Exponenten  r. 
nur  um  ganze  Zahlen.  Bilden  wir  die  successiven  Ableitimgen  der 
Ausdrücke  (14),  so  lassen  sich  dieselben  nach  dem  Satze  2,  S.  141  in 
die  Form  setzen: 

(15)  ^  =  u^^  =  x''^-^F.  (x), 

wo  jedes  F.^  ebenfalls  eine  ganze  Function  von  log  ic  bedeutet,  deren 
Coefficienten  sich  in  der  Umgebung  von  X  =  0  regulär  verhalten  und 
für  X  =  0   nicht  sämmtlich  verschwinden,  wenn  nicht  der  im  Satze  2 


I 
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hervorgehobene  Ausnahmefall  eintritt.  Jedenfalls  verhalten  sich  aber 
die  sämmtlichen  Ableitungen  der  u^,  ■  ■  ■  u^^  im  Punkte  x  =^  0  bestimmt, 
das  Gleiche  gilt  folglich  auch  von  den  Ausdrücken 

(16)  ^yX^U     ^*07     •••     ^^)  (>J  =  0,1  •••«), 

d.  h.  die  in  den  Gleichungen  (12)  auftretenden  Functionen  tl^.ix) 
können,  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  nur  eine  endliche  Anzahl 
negativer  Potenzen  enthalten;  es  lässt  sich  folglich  für  jeden  Werth 
von  ic  eine  von  (/  nur  um  eine  ganze  Zahl  verschiedene  Grösse  q^  so 
angeben,  dass 

(17)  D^{u^,  u.^,  ■■■u)  =  x">'-0^(x) 

ist,  wo  nun  ^.^(x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  und  für 
X  =  0  nicht  verschwindende  Function  bedeutet. 

Von  diesen  Exponenten  ^^,  zu  denen  die  D.^{ii^,  ■  ■  •  uj  gehören, 
lässt  sich  nun  zunächst  Folgendes  feststellen.  Zufolge  der  Gleichung  (13), 
deren  Wurzeln  durch  oj^,  co^,  ■  ■  •  co    bezeichnet  wurden,  ist: 

also  nach  (11) 

0  =  ^ — ^  ^  loff  w   , 


a  =  l 


und  da  die  r,,  r,,,  ■  ■  •  r  gleich  den  durch  27ti  dividirten  Logarithmen 
der  co^,  (o^,  •  •  •  «„  sind,  und  sich  die  q^  von  (j  nur  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden  können,  so  haben  wir 

(18)  9,=^'-^-ff., 

a  =  l 

WO  g,   eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Bilden  wir  die  Ausdrücke  (9)   der  Coefficienten  von  (A),  so   er- 
geben sich,  da  (vergl.  Nr.  15) 

^oK^  ^2,  •  • .  u,)  =  (—  iTD(:i\,  %,  ■  •  •  u) 

ist,  für  die  j>^  die  Darstellungen 

$  (x) 

oder  da 

0^(0)  =f=0         (x  =  o,i,..«) 

Schlesinger,  Differentialgleichimgeu.  I.  10 
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ist,  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (18), 

(19)  r.,_  =  ^'-'-^-^.^X^), 

wo  ^  (x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  und  für  a:  =  0 
nicht  verschwindende  Function  bedeutet.  Die  p^,  P:,,  •  •  ■  p^^  haben 
also,  wenn  sich  die  y^,  y^,  ■  ■  ■  y^  im  Punkte  x  =  0  bestimmt 
verhalten,  in  diesem  Punkte  den  Charakter  von  rationalen 
Functionen,  und  die  Ordnungen,  von  denen  diese  Functionen 
für  x  =  0  unendlich  werden  oder  verschwinden,  sind  voll- 
kommen bestimmt,  wenn  die  ganzen  Zahlen  g^,  g^,  ■  •  ■  g^^  be- 
kannt sind.  —  Damit  ist  zunächst  die  Existenz  von  Differential- 
gleichungen (A),  deren  Coefficienten  im  Punkte  x  =  0  den  Charakter 
rationaler  Functionen  besitzen  und  deren  sämmtliche  Integrale  sich  in 
diesem  Punkte  bestimmt  verhalten,  erwiesen;  wir  wollen  nun,  um  die 
Beschaffenheit  der  Coefficienten  einer  solchen  Differentialgleichung  ge- 
nauer zu  ergründen,  die  ganzen  Zahlen  g^^  g^,  ■  ■  ■  g^  (Gleichung  (18)) 
zu  bestimmen  suchen. 


42.    Tortsetzung  der  Untersuchung.     Ein  Hülfssatz  über  die  mit 
Logarithmen  behafteten  Integrale. 

Die  Producte 

(20)  ».^-'■«,  »rx-«+"     Cz;;:::,-) 

sind  (vergl.  die  Gleichungen  (14),  (15)  S.  144)  ganze  Functionen  von 
log  X,  die  für  x  =  0  entweder  endlich  bleiben  oder  so  unendlich 
werden  wie  ein  Ausdruck  L  (vergl.  S.  140,  Gleichung  (3)).  Hieraus 
folgt,  dass  die  Producte 


11,  Jx 

+  - 

n- 
2 

7 

%)  •* 

n 

+  ^ 

^ 

^  + 

{y  =  l, 

2...«) 

(21)  I){u^,  u.^, 

(22)  i)^(^^^,  ^*,, 


die  gleiche  Eigenschaft  besitzen,  und  da  überdies,  zufolge  der  Dar- 
stellung (17),  diese  Producte  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickel- 
bar sein  müssen,  sind  sie  für  x  =  0  endlich,  wobei  aber  nicht  aus- 
geschlossen ist,  dass  sie  für  x  =  0  verschwinden.  —  Wir  können  also 
nur  schliessen,  dass  die  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  genommenen 
Exponenten    der  in    den  Producten  (21),   (22)    auftretenden   Potenzen 


42.  Ein  Beispiel.  147 

von    X    jedenfalls    nicht    grösser    sind    als    die    Exponenten    q^   be- 
ziehnngsweise  q,^,  zn  denen  die  Ausdrücke 

D{u^,  •  •  •  uj  beziehungsweise  D.^{i\,  •  ■  ■  uj 
gehören^  d.  h.  es  ist  zufolge  der  Gleichung  (18), 

(23)  ^0^^^, 

(24)  ^,^''^''~^^  +  X  (x  =  l,2...n). 

Es  kann  sich  nun  ereignen,  dass  in  diesen  Beziehungen  das  Un- 
gleichheitszeichen  gültig  ist,  wir  wollen  aber  nachweisen,  dass  sich 
durch  geeignete  Wahl  der  u^,  u,^,  •  ■  ■  u^^  stets  erreichen  lässt, 
dass  wenigstens  in  (23")  das  Gleichheitszeichen  gilt,  d.  h.  dass 
der  Ausdruck  (21)  für  rr  =  0  auch  einen  von  Null  verschie- 
denen Werth  erhält. 

Gehen  wir  nämlich  von  einer  Differentialgleichung  (A)  aus,  deren 
Coefficienten  in  aj  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen  haben, 
und  deren  Integrale  sich  in  diesem  Punkte  bestimmt  verhalten,  so  sind 
die  Exponenten  r^,  i\,  ■  ■  ■  r^  vorläufig  nur  dadurch  charakterisirt,  dass 
sie  die  durch  27ti  dividirten  Logarithmen  der  Wurzeln  der  Funda- 
mentalgleichung sind,  und  dass  es  Integrale  u^,  ?(.,,  •  •  •  it^^  giebt,  die  zu 
ihnen  gehören.  Dadurch  sind  aber  diese  Exponenten  und  die  zu  ihnen 
gehörigen  Integrale  noch  nicht  eindeutig  bestimmt,  d.  h.  es  kann  im 
Allgemeinen  mehrere  Exponentensysteme  (deren  entsprechende  Ele- 
mente sich  natürlich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  können) 
geben,  die  diese  Eigenschaften  zeigen.  Ist  dies  der  Fall,  so  kann  der 
zu  erweisende  Satz  offenbar  nur  für  eines  dieser  Exponentensysteme 
richtig  sein;  denn  die  Determinante  D(u^,  «f,,,  •  •  •  nj  ist,  wie  in  der 
Nr.  15  (S.  39)  gezeigt  wurde,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor, 
unabhängig  von  der  Wahl  des  Fundamentalsystems,  also  eine  wohl- 
bestimmte Function  von  x]  eine  solche  kann  aber  nur  zu  einem 
bestimmten  Exponenten  gehören.  —  Es  ist  nicht  überflüssig,  an  einem 
einfachen  Beispiele  zu  zeigen,  dass  dieser  Fall  wirklich  eintreten  kann. 

Betrachten  wir  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
„  X  —  4         ,    .  X  —  3  ., 


^  2a;(a;  — 2)-^      '     2a;='(aj  — 2) 

SO  besitzt  dieselbe  das  Fundamentalsyst^ 


V^,       ^''2  =  V- 
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welches  im  Punkte  x  =  0  zn  den  Exponenten 


_  1  _  1 


nnd  das  Fnndamentalsystem 

v^  =  Y^,  t\^  =  yx'  —  %x  —  Y- 

welches  zn  den  Exponenten 


1  _  ^ 

2'      ^2—2 


gehört;   die  Determinanten  l){i\,  iQ  beziehungsweise  D(v^,  t'J  haben 
(vergl.  Nr.  15),  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  den  Werth 


e'->'" 

'!x                    X      . 

es  ist  also 

y^-2' 

^0=1 

der  Exponent, 

zu 

welchem  dieselben  gehören. 

Nun  ist 

r,  +  r. 

7i{n  —  1) 
2 

0, 

dagegen 

^1  +  ^2 

n(n  —  l) 

9 

1, 

d.  h.  der  zu  beweisende  Satz  ist  richtig  für  das  Fundamentalsystem 
■y  ,  v^,  nicht  aber  für  das  Fundamentalsystem  u^,  u,^. 

Um  im  allgemeinen  Falle  das  zu  dem  richtigen  Exponenten- 
systeme gehörige  Fundamentalsystem  ii^,  it,^^,  •  •  •  u^  zu  finden,  schlagen 
wir  ein  Verfahren  ein,  welches  auf  der  in  der  Nr.  18  (S.  47  ff.)  dar- 
gelegten Reduction  der  Difl^erentialgleichung  (A)  und  auf  dem  folgenden 
auch  für  anderweitige  Untersuchungen  nützlichen  Hülfssatze  beruht. 

Bedeutet 

ni 
Ä=0 

wo  die  i;^,  v^,  ■  ■  •  v^^,  abgesehen  von  einem  allen  diesen  Grössen 
gemeinsamen  Factor  x'',  in  der  Umgebung  von  ^^  =  0  ein- 
deutige Functionen  sind,  ein  Integral  der  Differentialglei- 
chung (A),  so  sind  auch  die  Ausdrücke,  die  man  erhält,  indem 
man  v  formal  nach  log  a;  differentiirt,  Integrale  von  (A). 

Setzt  man  nämlich  v  in  die  linke  Seite  P{y)  von  (A)  ein  und 
ordnet  nach  Potenzen  von  log  x,  so  erhält  man 

(25)  P(v)  =  F,  +  F,  log  X  +  ...  +  T;,  \og"x, 
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und  die  V^^,  V^,  •  •  •  F^  sind,  abgesehen  von  dem  allen  gemeinsamen 
Factor  x'',  in  der  Umgebung  von  ^'  =  0  eindeutige  Functionen,  da  ja 
die  Coefficienten  von  P(y)  solche  Functionen  sind.  Der  Ausdruck  (25) 
muss  identisch  verschwinden,  dies  ist  aber  für  einen  Ausdruck 
von  dieser  Form  nur  so  möglich,  dass  die  Coefficienten  der 
einzelnen  Potenzen  von  log  ^  verschwinden.  Denn  lässt  man 
X  beliebig  oft,  etwa  :it-mal  den  Umlauf  U  um  x  =  0  vollziehen,  so 
ist  auch 

©"■P^v)  =  0, 
man  erhält  also,  da 

h  h 

igt,  die  Gleichungen 

y,  +  y,(}ogx  +  2^ni)  +  •  •  •  +  F^log..'  +  2K7ti)"'  =  0 

(;i  =  0,l,  2,  ••■); 

für  jeden  bestimmten  Werth  von  x  besitzt  also  die  Gleichung 

^o  +  ^^i-^'H h^,„^"  =  0 

unendlich  viele  Wurzeln,  es  muss  folglich  identisch 
F,  =  0,  F,  =  0,  . . .  F  ^  =  0 

sein.  —  Bedeutet  nun  t  eine  Unbestimmte,  so  folgt  hieraus,  dass  auch 
der  Ausdruck 

und  folglich,  wie  leicht  einzusehen  ist,  auch 

(26)  '^  .^.,.. 

der  Differentialgleichung  (A)  genügen  muss.  Nun  ist  aber  dasjenige, 
was  man  aus  (26)  erhält,  wenn  man  ^  =  0  setzt,  nichts  anderes  als  die 
formal  gebildete  A'®  Ableitung  von  v  nach  log  x,  diese  ist  also,  wie 
behauptet  wurde,  auch  ein  Integral  von  (A). 

Aus  einem  Integrale  v  ergeben  sich  also  durch  formales  Differen- 
tiiren  nach  log  x  noch  (ni  —  1)  Integrale,  die  den  Logarithmus  zur 
(m  —  ly^",  {m  —  2)*«"^,  •  .  .  O*^''  Potenz  enthalten,  insbesondere  ist 
der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  des  Logarithmus  in  v 
selbst  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A). 
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43.    Nothwendige  Form  der  Coefficienten  in  der  Umgebung  einer 
singulären  Stelle,  wo  sicli  die  Integrale  bestimmt  verhalten. 

Ist  V  ein  Integral,  welches  sich  für  a?  =  0  bestimmt  verhält  mid 
zu  dem  Exponenten  r  gehört,  so  schliessen  wir  aus  dem  eben  bewiesenen 
Satze,  dass  die  Differentialgleichung  (A)  auch  ein  sich  in  x  =-  0  bestimmt 
verhaltendes  Integral  von  der  Form 

x\{x) 

besitzen  muss,  wo  (p{x)  eine  in  der  Umgebung  von  a;  =  0  reguläre 
und  für  x  =  0  nicht  verschwindende  Function  bedeutet;  der  Exponent  s, 
zu  welchem  dieses  Integral  gehört,  ist  eine  von  r  um  eine  ganze  ZaLJ 
verschiedene  Grösse,  die  nicht  kleiner  als  r  sein  kann.  Dieses  Resultat, 
welches  wir  für  unseren  gegenwärtigen  Zweck  anzuwenden  haben  werden, 
hätte  übrigens  auch  aus  der  Form  (7),  Nr.  30  (S.  132)  der  Elemente 
einer  Untergruppe  des  canonischen  Fundamentalsystems  erschlossen 
werden  können. 

Wir  wählen  nun  das  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 
(A),  mit  Hülfe  dessen  wir  die  Berechnung  des  Exponenten  q^,  zu 
welchem  Biit^,  u^,  ■  ■  ■  nj  gehört,  vornehmen  wollen,  in  folgender 
Weise.  Da  sich  die  Integrale  von  (A)  für  ä;  =  0  bestimmt  verhalten, 
giebt  es  jedenfalls  ein  Integral  u^  von  der  Form 

u^==x'-^(p^{x), 

g)j^(x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  Function,  die  für 
X  ==  0  nicht  verschwindet.     Wir  setzen,  wie  in  der  Nr.  18, 


itj^  I  sdx 


in  die  Differentialgleichung  (A)  ein,  dann  genügt  2  einer  Differential- 
gleichung (^n  —  1)*"''  Ordnung 

deren  Coefficienten,  wie  aus  den  a.  a.  0.  (Gleichung  (3))  für  dieselben 
angegebenen  Ausdrücken  ersichtlich  ist,  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
den  Charakter  rationaler  Functionen  haben.  Jedes  Integral  von  Q^^_.^  =  0 
ist  in  der  Form 

äx  u-^ 

darstellbar,  es  verhalten  sich  folglich  die  sämmtlichen  Integrale  dieser 
Differentialojleichunw    im    Funkte    a;  =  0    bestimmt.      Zufolge    unseres 
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Hülfssatzes    giebt    es    also    ein    Integral    von    ^^^_j  =  0,    welches    die 
Form  hat 

92  (j?)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  und  für  x  =  Qi  nicht 
versehwindende  Function.     Dann  ist 


n^  =  t(^Jv^^ 


dx 


ein  Integral  von  (A),  welches  zufolge   der  Sätze  3   und   1   in  Nr.  40 
zum  Exponenten 

r^  =  r^  +  (?,  +  1 

gehört.     Wir  setzen  nun,  wie  in  der  Nr.  18,  wieder 

dx 


=  ./« 


und  fahren  auf  die  daselbst  angegebene  Weise  fort.  Die  sich  successive 
ergebenden  Differentialgleichungen 

haben  dann  stets  Coefficienten,  die  sich  in  der  Umgebung  von  x  =^  0 
wie  rationale  Functionen  verhalten  und  ihre  sämmtlichen  Integrale 
sind  in  ic  =  0  bestimmt,  wenn  wir  die  zu  den  aufeinanderfolgenden 
Reductionen  benutzten  Integrale  v^,  v^,  •  •  ■  v^  stets  so  wählen,  dass 
sie  die  Form  haben 

t\^  =  x"'''-(p.^{x)   '  (x  =  3,  4,  •  •  ■  «), 

<Py{x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  und  für  x  =^  0  nicht 
verschwindende  Function.     Setzen  wir  dann 

«3  =  i\h.,dx  jv.^dx  =  u,  jv^dx, 

\  =  '«*!  /  '^2^W  ^/^^'    •  •  •  /  ^/^^  =  *^«-l  f'^n^^^y 

SO  gehört  «^  zum  Exponenten 

^'3  =  '*.•  +   ^3   +   1; 

allgemein  u^  zum  Exponenten 

(27)       r^  =  >;^ _  ^  -j-  <j^^  -f-  1  =  V<?^  +  a  —  1  («  =  1,2,..«), 

und  die  Integrale  u^,  u,„  •  •  •  u^^  bilden  (Nr.  18,  S.  48)  ein  Fundamen- 
talsystem der  Diiferentialgleichung  (A).  Die  Determinante  dieses  Fun- 
damentalsystems lässt  sich  (Nr.  18,  S.  50,  Gleichung  (9))  in  der  Form 
darstellen 
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oder 

wo   C  eine   Constante  bedeutet.     Folglich  gehört ^   nach   dem   Satze  2, 

S.  141,  D(;U'^,  '  •  ■  uj  zum  Exponenten 

r^  +  ('•,  +  ^,)  +  (*•,  +  ^,  +  ^3^  +  •  •  •  +  0-1  +  ^2  +  •  •  •  +  ^J. 
d.  h.  zum  Exponenten 

a  =  l 

es  ist  also  hei  der  getroffenen  Wahl  des  Fundamentalsystems  zf^,  u.^-  ■  ■  «„ 
in  der  That,  wie  oben  (Nr.  42,  S.  147)  behauptet  wurde, 

w(« —  1) 

und  folglich  nach  (24) 

Wir  schliessen  hieraus  und  aus  der  Gleichung  (19),  (S.  145),  dass 
(D)  ^"^^^^         0^=1,2. ..,0 

sein  muss,  wo  die  P,^_-^,  ^,i_2?  '  '  '  ^o  "-^  ^^^'  Umgebung  von  x  =  0 
reguläre  Functionen  bedeuten  (die  aber  natürlich  für  x  =  0  noch  ver- 
schwinden können).     Wir  erhalten  also  das  Theorem: 

Wenn  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (A)  sich  im  Punkte  x  =  0,  für  den  die  Coefficienten 
von  (A)  den  Charakter  rationaler  Functionen  besitzen,  be- 
stimmt verhalten,  so  ist  der  Coefficient  der  (n  —  x)*'^"  Ablei- 
tung, mit  x''  multiplicirt,  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
reguläre  Function,  vorausgesetzt,  dass  der  Coefficient  der 
höchsten  Ableitung  gleich  Eins  genommen  wird.  Hierzu  ist 
noch  zu  bemerken,  dass  wenn  von  den  Coefficienten  2\,  IK)  '  "  '  Pn  ^^^^^ 
vorausgesetzt  wird,  sie  seien  in  der  Umgebung  von  x  =  0  eindeutig, 
aus  der  Forderung,  dass  sich  die  sämmtlichen  Integrale  von  ^(A) 
im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten  sollen,  schon  gefolgert  werden 
kann,  dass  diese  Coefficienten  in  x  =  0  den  Charakter  rationaler 
Functionen  haben.  Denn  aus  der  Eindeutigkeit  der  2\,  P2,  '  '  '  Pn  ^^^S^j 
dass  ein  Fundamentalsystem  y^,  y„,  •  •  •  y^  von  (A)  bei  einem  Umlaufe 
der  Variabein  x  um  den  Punkt  x  =  0  eine  lineare  Substitution  er- 
leidet,   und  für  ein  so  beschaffenes  Fundamentalsystem,   welches  sich 
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überdies  in  x  =  0  bestimmt  verhält,  gilt  das  am  Schlüsse  der  Nr.  41 
erlangte  Ergebniss. 

Das  gefundene  Theorem  kann  also  auch  so  gefasst  werden,  dass 
die  p^j  p,^,  ■  ■  ■  p^^  nur  als  in  der  Umgebung  von  x  =  0  eindeutige 
Functionen  angenommen  werden. 

Dieses  Theorem  ist  nun  darum  besonders  bemerkenswerth,  weil 
es  eine  Umkehrung  zulässt;  es  lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass  die 
als  nothwendig  erkannte  Form  (D)  der  Coefficienten  zugleich  hin- 
reichend dafür  sei,  dass  alle  Integrale  von  (A)  sich  im  Punkte  a;  =  0 
bestimmt  verhalten.  Dies  nachzuweisen,  ist  das  Ziel  der  Untersuchung 
der  wir  uns  jetzt  zuwenden,  dieselbe  wird  uns  zugleich  mit  den  wich- 
tigsten Eigenschaften  der  Differentialgleichungen  von  der  angegebenen 
Beschaflenheit  bekannt  machen. 


Zweites  Kapitel. 

44.    Normalform    der  Differentialgleichung   in   der   Umgebung   einer 

Stelle,  wo  die  Coefflcienten  den  Charakter  rationaler  Functionen 

besitzen.     Charakteristische  Function. 

Wenn  die  Coefflcienten  2\,  P.^j  '  '  '  P,,,  ^^^  Difierentialgleicliung  (A) 
die  Form  (D)  haben^  so  erhält  die  Differentialgleiclinng,  nach  Multij)li- 
cation  mit  x"-,  die  Gestalt: 

Allgemein  lässt  sich  jede  Differentialgleichung,   deren  Coefflcienten  im 

Punkte  ^  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen  haben,  in  die  Form 

setzen 

(E)        a,-P  (.^•)y/(")  +  ^-^P  _X:r)^("-^)  +  •  •  •  +  P,(x)y  =  0, 

wo   P  ,   P     , ,   •  •  •   P„  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  Fnnc- 

n'         n  —  1'  0  o  o  o 

tionen  bedeuten,  die  für  x  =^  0  nicht  sämmtlich  verschwinden;  diese 
Form  wollen  wir  nach  Herrn  Frobenius  als  die  Normalform  der 
Diiferentialgleichung  bezeichnen.     Ist  insbesondere 

(1)  ^,XO)  +  o, 

so  sind  auch  die  Quotienten 

P.^  Pn-2  Po 

Pn      '  Pn      '        '  Pn 

in  der  Umgebung  von  x  =^  0  regulär,  die  Coefflcienten  der  Differential- 
gleichung haben  also  in  diesem  Falle,  nach  Division  durch  x'^P^{x), 
die  Form  (D);  dies  tritt  z.  B.  stets  ein,  wenn  der  Punkt  x  =  0  ein 
nicht  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  ist,  d.  h.  wenn  die 
Coefflcienten  p^,  ^.,,  •  ■  •  p^^  die  nach  Division  durch  den  Coefflcienten 
der  höchsten  Ableitung  auftreten,  in  der  Umgebung  von  x  =^  0  regulär 
sind,  denn  alsdann  muss  die  Entwickelung  von  P^^__^{x)  in  (E)  mit 
x""  beginnen,  also  muss,  da  nicht  alle  P^^,  P„_i7  •••  Pq  für  x=0 
gleichzeitig  verschwinden  sollen, 
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sein.  Allgemeiner  folgt  aus  dem  Theorem  am  Schlüsse  der  vorigen 
Nnmmer  (S.  152),  dass  die  Ungleichung  (1)  stets  erfüllt  ist,  wenn 
x  =  0  ein  singulärer  Punkt  der  DiflFerentialgieichung  ist,  für  den  sich 
aUe  Integrale  bestimmt  verhalten,  und  in  der  That  ist  auch  anderer- 
seits leicht  einzusehen,  dass  dies  den  FaU,  wo  a;  =  0  ein  regulärer 
Punkt  der  Differentialgleichung  ist,  mit  umfasst,  denn  zufolge  des 
Existenztheorems  (Nr.  9,  S.  25)  ist  dann  jedes  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung in  der  Umgebung  von  x  =  0  regulär,  verhält  sich  also 
jedenfalls  bestimmt.  —  Wenn  die  Ungleichung  (1)  erfüllt  ist,  können 
wir  uns  die  Differentialgleichung  (E)  durch  P^(x)  dividirt  denken,  d.  h. 
wir  können  annehmen,  dass  die  Differentialgleichung  in  der  Normalform 
einfach  jc"  als  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  besitzt,  es  soll  des- 
halb in  diesem  Falle  stets 

vorausgesetzt  werden.  Das  heisst  also,  wenn  die  Coefficienten 
Pi)  P^j  '  '  Pn  ^^^  Differentialgleichung  (A)  die  Form  (D)  haben, 
so  ist  in  der  Normalform  (E) 

^«(^)  =  1, 
und  umgekehrt. 

Wir   bezeichnen   im  Folgenden  stets   die  linke   Seite   der  auf  die 
Normalform  (E)  gebrachten  Differentialgleichung  durch  F{y),  also 

n 

;!  =  u 
Wenn  sich  alle  Integrale  der  Differentialgleichung  im  Punkte  a;  =  0 
bestimmt  verhalten,  so  ergab  sich  aus  der  Theorie  der  Fundamental- 
gleichung die  Existenz  eines  canonischen  Fundamentalsystems  ^t^,  u^j-'-u^  , 
dessen  Elemente  zu  gewissen  Exponenten  r^,  r,,  •  •  •  r^  gehören.  Unter 
diesen  Integi'alen  finden  sich  stets  solche  von  der  Form 

wo  (p  (x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre,  für  x  =  0  nicht 
verschwindende  Function  bedeutet;  denken  wir  uns  diese  Function  nach 
Potenzen  von  x  entwickelt,  so  lässt  sich  also  ein  solches  Integral  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  ä;  =  0  in  der  Gestalt 


g(^x^r)  =  x'-'^g^x^ 


darstellen,   wo  g^,  g^,  g^^  ■  ■  ■  Constanten,   r   eine  Grösse  bedeutet,   die 
gleich  dem  durch  2Tci  dividirten  Logarithmus  einer  Wurzel  der  Funda- 
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mentalgleicliung  ist.  Wir  wollen  uunmelir  in  eine  genauere  Unter- 
snclmng  solcher  der  Differentialgleichung  genügender  Reihen  eintreten 
und  setzen  zu  dem  Ende  ganz  allgemein  in  die  linke  Seite  P(y)  der 
auf  die  Normalform  (E)  gebrachten  Differentialgleichung 

1=0 

eiu^  ohne  über  die  Coefficienteu  von  P{i/)  oder  über  die  Natur  der 
Integrale  der  Differentialgleichung  (E)  irgendwelche  besonderen  Voraus- 
setzungen zu  machen.  Wir  nehmen  also  nur  an,  dass  die  P^,  P^_^,  ■  ■  ■  P^ 
in  der  Umgebung  von  o:  =  0  reguläre  Functionen  seien  und  denken 
uns  diese  Functionen  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  0  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  ./•  entwickelt.     Dann  ist  offenbar 

(2)  P(g{x,r))=^g^P{x>-+^'y, 

)  =0 

wir  nennen  nach  Herrn  Frobenius  den  Ausdruck  P(:c),  wo  q  eine 
beliebige  Constante  bedeutet,  die  charakteristische  Function  des 
Differentialausdnickes  P{ij).     Da 

■^(X°)  =  q{q  1)   ■  ■  ■   {q  X  -\-  1)X^~'''  (z  =  0,l,2--) 

ist  (für  X  =  0  ist  hier  und  im  Folgenden  q(q  —  1)  ■  ■  ■  (q  —  ;c  -|-  1)  =  1 
zu  nehmen),  so  ergiebt  sich 


(3)  P(x^)  =  ^^PM  ?  (9  -  1)  •  •  •  Co  -  X  +  1)  J^-'' 

=  x^  ^  P^(x)q(q  -  1)  .  .  .  (q  -  y.  -^  1). 
Setzt  man 

(4)  f(x,  q)=^P^(x)q(q  _  1)  .  .  .  (^  _  X  +  1), 

z  =  0 

so  ist  also  f(x,  q)  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  0  nach  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbar  und  verschwindet  für  x^=0 
nicht  identisch.     Sei 

00 

f{x,Q)^y^f](Q)x\ 
/.  =  0 

dann  ist  die  charakteristische  Function 

(5)  P{x^)  =  x^f(x,  q)  =  ^f,  (p)./'+^ 


I 
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Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  durch  Angabe  der  cha- 
rakteristischen Function  der  Differentialausdruck  P{y)  voll- 
kommen bestimmt  ist.  —  In  der  That  ist  die  charakteristische 
Function  von  F{y)  ein  Ausdruck  von  der  Form 

wo  gijo)  eine  ganze  Function  von  q  bedeutet,  deren  Coefficienten  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  x,  d.  h.  in  gewöhnliche  Potenzreihen 
von  X  entwickelbar  sind.     Setzt  mau 


so    lässt  sich  nach  den  Principien  der  Differenzenrechnung    die  ganze 
Function  r/(^)  nur  auf  eine  Weise  in  die  Form  setzen: 

^(?)  =  ^  \f^V^^=,^^  -  1)  •••((>-  ^  +  1), 
es  ist  also  nach  Gleichung  (4) 


Ist  nun  umgekehrt  g  (ß)  eine  gegebene  ganze  Function  von  q,  deren 
Coefficienten  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  0  in  gewöhnliche 
Potenzreihen  von  x  entwickelbar  sind  und  die  für  x  =  0  nicht  identisch 
(d.  h.  für  jeden  Werth  von  q)  verschwindet,  so  stellt  die  Gleichung 


eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  in  der  Normalform  dar, 
deren  charakteristische  Function  durch 

x^g{Q) 

gegeben  wird.  Die  charakteristische  Function  eines  auf  die 
Normalform  gebrachten  Differentialausdruckes  ist  also,  ab- 
gesehen von  dem  Factor  x^ ,  eine  ganze  Function  von  q,  deren 
Coefficienten  gewöhnliche,  für  a;  =  0  nicht  sämmtlich  ver- 
schwindende Potenzreihen  von  x  sind,  und  umgekehrt  kann 
jeder  so  beschaffene  Ausdruck 

xUji^O) 
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als  die  cliarakteristische  Function  eines  wohlbestimmten 
Differentialausdruckes  I'ijj),  der  die  Normalform  hat,  auf- 
2'efasst  werden. 


45.    Reeursionsformel   für   die   der  Differentialgleiclmng  genügenden 
Potenzreihen.     Die  determinirende  Fundamentalgleiehung. 

Bilden  wir  die  charakteristisclie  Function  P  {iP)  für  q  =^  r  -{-  v, 
P{x'-+')  =  x'-+''f(x,  r-{-v), 
setzen   diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (2)  ein  und  ordnen  sie  nach 
Potenzen  von  x,  so  erhalten  wir 

Pig(x,  r))  =^(f,{r  +  v)g„  +  f^(r  -\- v  -  l)/7„_,  +  ■  •  • 

Soll  g(x,  r)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (E)  sein,  so  muss 
dieser  Ausdruck  identisch  verschwinden,  d.  h.  es  müssen  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Potenzen  von  x  gleich  Null  sein;  wir  erhalten  also  die 


Gleichungen 


9ofM  +  Oj\,^,{r  +  1)  +  .  .  .  +  gj^{r  -^  v)  =  0 , 


die  für  die  Coefficienten  der  Reihenentwickelung  g{x,  r)  erfüllt  sein 
müssen.  Wenn  g  (x,  r)  die  Entwickelung  eines  Integrals,  welches  zum 
Exponenten  r  gehört,  in  der  Umgebung  von  x  =  0  darstellt,  so  ist 

^0  +  0. 
es    muss    also    in    diesem    Falle,    zufolge    der    ersten    Gleichung    des 
Systems  (G),  r  eine  Wurzel  der  Gleichung 

iV  /o(?)  =  0 

sein.     Der  Ausdruck 

ist  der  Factor  von  x^  in  der  charakteristischen  Function,  man  nennt 
denselben  die  determinirende  Function,  die  Gleichung  (7)  die  de- 
terminirende Gleichung  oder  die  determinirende  Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (E).     Diese  letztere  Bezeichnung, 
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die  den  Zusammenliang  der  wichtigen  Gleichung  (7)  mit  der  Funda- 
mentalgleichung andeutet,  wird  sich  als  berechtigt  erweisen,  wenn  wir 
nunmehr  dazu  übergehen,  die  Bedeutung  dieser,  zuerst  von  Herrn  Fuchs 
aufgestellten  Gleichung  in  dem  Falle,  wo  sich  sämmtliche  Integrale  der 
Differentialgleichung  (E)  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten,  zu  er- 
örtern. 

In  cHesem  Falle,  wo  also  die  Coefficienten  jo^,  j)^,  •  •  •  2\  dei'  Dif- 
ferentialgleichung (A)  die  Form  (D)  haben,  kann,  wie  oben  bemerkt 
wurde,  in  der  Normalform  (E) 

genommen  werden ;  die  determinirende  Function  f^  (q)  ist  also  eine 
ganze  Function  j^*''"  Grades  von  q,  die  Gleichung  (7)  eine  algebraische 
Gleichung  n^^'^  Grades.  Die  Exponenten  r,  zu  denen  diejenigen  Ele- 
mente des  canouischen  Fundamentalsystems  gehören,  die  in  der  Um- 
gebung von  X  =  0  durch  Potenzreihen  darstellbar  sind,  d.  h.  diejenigen 
Elemente,  die  keine  Logarithmen  enthalten,  genügen,  wie  wir  gesehen 
haben,  dieser  Gleichung  (7).  Wir  wollen  allgemein  zeigen,  dass, 
wenn 

u  =  x'  ((jPq  +  g)^  loga;  -I \-  cp^^^  log'".^) 

ein  beliebiges  zum  Exponenten  r  gehöriges  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung darstellt,  dieser  Exponent  r  ebenfalls  eine 
Wurzel  der  Gleichung  (7)  sein  muss.  Die  (p^,  cp^,  •  •  •  (p^  sind 
in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  Functionen,  also  in  gewöhnliche 
Potenzreihen  von  x  entwickelbar;  sei 


'Pl=^Oxr^ 


(^  =  0,  1,  2  ■  •  •  m) , 


und  setzen  wir  den  Ausdi-uck  u  in  die  linke  Seite  F{y)  der  Differen- 
tialgleichung (E)  ein,  so  erhalten  wir 


POO  =  P    x^-^  {cj^^,  +  ^^^  log^^  -f  .  .  .  +  g^^^^,  log-  x) 


oder 

(9)        POO 

=  ^{Oor^i:^'^')  +  ^i..^(^'-+^  log,^)  +  .  .  .  +  il,„P{x>-  +  ^  log'"  X)  ] 

Differentiiren  wir  die  Identität  (5)  x-mal  nach  ^,  so  kommt 
f;  P  (r.O  =  P  {^  log'^  .r)  =  f;  (^f(^,  Q)) , 


IGO 
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oder,   wenn  wir   die   y}''  Ableitung  einer  Function  F{q)  von  q  naeli  q 
durch 

bezeichnen, 

(10)     F{x"\ogx) 

=  ,ß  log'xfix,  Q)  +  ^^x-^  \oi-'xf\x,  ?)  +  •••  +  x^f^'Xx,  q). 
Setzen  wir  diese  Ausdrücke  für 

Q  ^=  r  -\-  V,         %  =  Q,1,-  '  •  m 
in  die  Grleichung  (9)  ein,  so  erhalten  wir 

^(«)=J;J's'.,^(*'+"W-.''-) 

2  =  0  v  =  0 

cc        m         ?. 

=  ^^^g^Lx'^'f-''  {x,  r  +  V)  log'-  a;, 

r  =  0  2  =  0/  =  0 

oder,  wenn  wir  nach  Potenzen  von  loga;  ordnen, 

Wenn  m  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (E)  sein  soll,  so 
muss  dieser  Ausdruck  identisch  verschwinden,  hierzu  ist  aber  nach  einer 
oben  (Nr.  42,  S.  149)  gemachten  Bemerkung  erforderlich,  dass  die  ein- 
zelnen Coefficienten  der  Potenzen  von  log^;  verschwinden;  es  ist  also 


(11) 


v=0  k  =  0 

CO  m 


=  Ü  ^  =  1 


Igen  der  ganzen 
f(x,Q)=^f^X9)^" 


0. 


Die  successiven  Ableitungen  der  ganzen  Function  f(x,  q)  von  q  nach 
Q  können,  da  (S.  156) 


ist,  in  der  Form 


f^K^;9)=^fl:\Q)x' 


i 
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geschrieben  werden,  jede  der  Grleicliungen  (11)  stellt  also  nach  Division 
durch  X  eine  gleich  Null  gesetzte  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x  dar. 
Es  müssen  folglich  die  einzelnen  Coefficienten  der  Potenzen  von  x  ver- 
schwinden, und  wir  erhalten  somit  ein  System  von  Gleichungen,  denen 
die  Coefficienten  ^^^,  der  in  der  Entwickelung  von  u  auftretenden  Reihen 
genügen  müssen.  Durch  Vergleichung  der  von  x  unabhängigen  Glieder 
mit  Null  finden  wir  insbesondere 

%,ui^^  +^xo/'oW  + +  5'„.o^rw=o, 


(12) 


9,,ar)        +  2.7,  J>)  +  .  .  .  +  mg,^^J-'\r)  =  0, 


Da  das  Integral  u  zum  Exponenten  r  gehören  sollte,  so  muss  wenig- 
stens eine  der  Functionen  cp^,  (p^,  •  •  •  q)^^^  für  x  =  0  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  besitzen,  es  muss  also  das  Gleichungssystem  (12) 
durch  Werthe  der 

befriedigt  werden  können,  die  nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind;  hieraus 
folgt,  dass  die  Determinante  des  Gleichungssystems  verschwinden  muss. 
Diese  Determinante  hat  aber  den  Werth 

also  ist 

d,  h.  es  muss,  wie  behauptet  wurde,  r  eine  Wurzel  der  Gleichung 
(7)  sein. 

46.    Formale  Bildung  einer  Reihe,  die  der  Differentialgleichung 
genügt. 

Verhalten  sich  alle  Integrale  der  Differentialgleichung  (E)  im 
Punkte  X  =  0  bestimmt,  und  bedeuten  r^,  r,,  •  •  •  r^  die  Exponenten, 
zu  denen  die  Elemente  u^,  u,^,  •  •  •  u^^  eines  canonischen  Fundamental- 
systems gehören,  so  sind  also  diese  n  Grössen  r^,  r^,  •  •  •  r^^  Wurzeln 
der  Gleichung  (7).  Diese  Gleichung  ist,  wie  bereits  bemerkt  wurde 
(S.  159),  im  vorliegenden  Falle  vom  iz^'^  Grade;  sind  also  alle  r^,  r^,  -  •  ■  r^ 
von  einander  verschieden,  so  stellen  diese  n  Grössen  auch  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  dar;  wenn  aber  einige  der  Integrale 
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w^,  ^2,  •  •  •  w„  z^i^ni  selben  Exponenten  gehören,  so  kann  es  sich  er- 
eignen, dass  die  Gleichung  (7)  noch  Wurzeln  besitzt,  die  in  der  Reihe 
der  Grössen  r  ,  r,,  •  •  •  r^^  nicht  enthalten  sind.  Dass  dieser  Fall  wirk- 
lich eintreten  kann,  lehrt  das  in  der  Nr.  42  (S.  147  ff.)  behandelte  Bei- 
spiel.    Für  dieses  lautet  nämlich  die  Gleichung  (7) 

1  3 

ihre  Wurzeln  sind  also  -^  und  -^,   während   die  Elemente   des   daselbst 

durch   «  ,   «,   bezeichneten  Fundamentalsystems  beide  zum  Exponenten 

—  gehören.   Dagegen  gehören  die  Elemente  des  Fuudamentalsystems  v^,  t\^ 

wirklich  zu  den  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (7).  Wir  wollen  nun 
allgemein  zeigen,  dass  sich  stets  ein  Fuudamentalsystem  so  augeben 
lässt,  dass  seine  Elemente  genau  zu  den  n  Wurzeln  der  Gleichung  (7) 
gehören,  und  zwar  wird  sich  ergeben,  dass  das  Fundamentalsystem, 
welches  wii-  oben  (Nr.  43,  S.  150  ff.)  durch  Anwendung  des  Reductions- 
verfahrens  hergestellt  haben,  diese  Eigenschaft  besitzt.  Dadurch  wird 
dann  bewiesen  sein,  dass  im  Falle,  wo  sich  alle  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (E)  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten,  die  Glei- 
chung (7)  dasselbe  leistet  wie  im  allgemeinen  Falle  die  zu  a:  =  0  ge- 
hörige Fimdamentalgleichung;  und  wähi-end  die  letztere  durch  die  mit 
2ni  dividirten  Logarithmen  ihrer  Wurzeln  nur  die  Exponenten  der- 
jenigen Potenzen  von  x  bestimmt,  die  von  den  Elementen  des  cano- 
nischen Fundamentalsystems  abgesondert  werden  müssen,  damit  sich 
dieselben  als  ganze  Functionen  von  log  x  mit  in  der  Umgebung  von 
X  =  0  eindeutigen  Coefficienten  darstellen,  also  Exponenten,  denen  noch 
beliebige  ganze  Zahlen  hinzugefügt  werden  können;  so  bestimmt  die 
Gleichung  (7)  diejenigen  Exponenten,  zu  denen  die  Elemente  eines  geeignet 
gewählten  canonischen  Fundamentalsystems  gehören,  vollständig,  und 
eben  dieser  Umstand  rechtfertigt  die  von  Herrn  Fuchs  eingefülirte 
Bezeichnung  der  Gleichung  (7)  als  determinirende  Fundamental- 
gleichung. 

Wir  werden  den  in  Rede  stehenden  Nachweis  so  führen,  dass  sich 
dabei  zugleich  der  am  Schlüsse  der  Nr.  43  (S.  153)  angekündigte  Satz, 
dass  die  Form  (D)  der  Coefficienten  j)^,  p^,  ■  ■  •  p^  für  die  Bestimmt- 
heit der  sämmtlichen  Integrale  im  Punkte  x  =  0  nicht  nur  nothwendig, 
sondern  auch  hinreichend  sei,  ergeben  wird.  Wir  werden  nämlich  von 
einer  Differentialgleichung  ausgehen,  die  in  der  Noi-malfonn  (E)  so 
gestaltet  ist,  dass 
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dann  ist  die  Gleichung  (7)  für  dieselbe  vom  Grade  n,  und  wir  werden 
zeigen,  dass  stets  n  linear  unabhängige  Integrale  der  Differentialgleichung 
hergestellt  werden  können,  die  sich  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  ver- 
halten und  die  zu  den  n  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  als  Exijonenten 
gehören. 

Versuchen    wir    der    Differentialgleichung    durch    eine    Reihe    von 
der  Form 

r  =  ü 

zu  genügen,  so  ergeben  sich,  wie  oben  ausgeführt  wurde,  für  die  Coef- 
ficienten  g^io),  f/i{Q),  •  •  •  die  den  Gleichungen  (G)  analogen  Gleichungen 

(13)         a,.^{Q)gfy)  +  a^,^{Q)g^(Q)  +  •  •  •  +  «„.,(?)^.((>)  =  0 


also  insbesondere 

«,.,.(?)  =/'o(?  +  ^)  ('■  =  «' 1>  2...) 

zu  nehmen  ist;  f^^(Q)  ist  die  determinirende  Function,  also  in  unserem 
Falle,  wo  P^(x)  =  1,  eine  ganze  Function  w*®""  Grades  von  q.  Die  erste 
der  Gleichungen  (13)  bestimmt,  wenn  g^io)  von  Null  verschieden  voraus- 
gesetzt wird,  den  Exponenten  q  als  Wurzel  der  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung 
(7)  /■o(9)  =  0; 

es  ist  aber  zweckmässig,  vorläufig  von  dieser  Gleichung  abzusehen,  und 
nach  dem  Vorgange  von  Herrn  Frobenius  q  als  unbestimmt  zu  be- 
trachten. Denkt  man  sich  dann  g^io)  als  Function  von  q  gegeben  und 
die  übrigen  Coefficienten  g^io),  gfy),  •  •  •  der  Reihe  g{x,  q)  durch  die 
Gleichungen  (13),  in  denen  der  Index  v  die  Werthe  1,  2,  3,  •  •  •  durch- 
läuft, bestimmt,  so  genügt  die  Reihe  g{x,  q)  formal  der  nicht  homo- 
genen 'Differentialgleichung 

(14)  PW  =  i,,((,)/-,«x'. 

Wenn  sich  aus  den  Gleichungen  (13)  für  v  =  1,  2,  3  •  •  •  bestimmte 
endliche  Werthe  der  gfy),  g.^{Q),  •  •  •  ergeben,  und  wenn  die  mit  den 
so  berechneten  Coefficienten  gebildete  Reihe  g  (x,  q)  für  Werthe  von  x 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  0  convergirt,  so  stellt  der  Aus- 
druck 

2  =  g  {x,  q) 

eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (14)  dar.    Setzt  man  dann  für  q 

11* 
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eine  Wurzel  der  Gleichung  (7),  so  geht  s  in  eine  Reihe  über^  die  der 
Differentialgleichung  (E)  genügt  und  also  für  diejenigen  Werthe  von  x, 
für  die  sie  convergirt,  ein  Integral  dieser  Differentialgleichung  liefert, 
"welches  sich  im  Punkte  ä;  =  0  bestimmt  verhält. 

Beschränken  wir  q  auf  solche  Werthe,  deren  absoluter  Betrag  eine 
bestimmte  endliche  Grenze  nicht  überschreitet,  so  wird,  da  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (7)  endliche  Werthe  haben,  eine  positive  ganze  Zahl  N 
stets  so  gefunden  werden  können,  dass  für  die  in  Betracht  kommenden 
Werthe  von  q 

«..(9)-/;(?  +  ^)  +  o,     v>N. 

Wir  werden  später  ausführlich  zeigen,  dass  sich  durch  geeignete 
Wahl  von  ^^  {q)  stets  erreichen  lässt,  dass  die  Gleichungen  (13)  für 
V  =  1,2,  ■  •  ■  N  solche  Werthe  der  g^{Q),  •  •  •  <7^x(9)  ergeben,  die  für 
alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  q  endlich  sind;  wir  wollen 
annehmen,  es  sei 

ein  so  bestimmtes  System  von  Functionen.  Diese  Functionen  sollen  also 
die  Gleichungen  (13)  für  v  =  1,  2,  •  •  •  N  befriedigen  und  für  alle  in 
Betracht  kommenden  Werthe  von  q  endlich  sein.  Dann  ist  zunächst 
aus  der  Form 

(15)  gM  =  ~7^)  {«,,.-x(?)^„-i(p)  +  •  •  •  -h  %o(q)9o(q)) 

der  Gleichungen  (13)  ersichtlich,  dass  sich  auch  für  die  g^,{Q),  v  >  iV, 
endliche  und  bestimmte  Werthe  ergeben;  es  soll  nunmehr  gezeigt 
werden,  dass  die  mit  den  so  berechneten  Coefficienten  g^{Q)  gebildete 
Reihe  g  (x,  q)  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  0  convergirt. 

47.    Der  Frobenius'sche  Convergenzbeweis. 

Es  sei  B  der  Radius  eines  um  den  Punkt  a;  =  0  beschriebenen 
Kreises,  innerhalb  dessen  die  Entwickelungen  der  Functionen 

^.-i(^-),   P.-A^),  •••   n(^) 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  noch  sämmtlich  convergiren, 
und  zwar  sei  R  der  Radius  des  grössten  Kreises,  für  den  dies  noch  der 
Fall  ist.  Dann  ist  also  R  der  Radius  des  Convergenzkreises  der  Ent- 
wickelung 

(16)  fix,^)=^f,{^)x' 

der  von  dem  Factor  .r  befreiten  charakteristischen  Function  nach  po- 


i 
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sitiven  ganzen  Potenzen  von  x.  Differentiiren  wir  diese  Gleielinng  nach 
X,  so  erhalten  wir 

;i=o 
und  dieser  Ausdruck  ist,  da  FJ^x)  =  1,  eine  ganze  Function  vom  höch- 
stens  (w  —  1)*®"  Grade  von  (>;    der  Radius   des  Convergeuzkreises   der 
Entwickehmg  nach  Potenzen  von  x  ist  wieder  gleich  H. 
Hat  man  eine  gewöhnliche  Potenzreihe 

^{x)='^AX, 

1=0 

und  bedeutet  r  eine  positive  Grösse,  die  um  ein  Angebbares  kleiner  ist 
als  der  Radius  des  Convergeuzkreises  von  ^  (x),  so  hat  der  absolute 
Betrag  von  ^  (x)  für  alle  Werthe  von  x,  die  der  Gleichung 

I  ;r  I  =  r 
genügen,  einen  endlichen  Wei-th;  sei 

|^(^)!^y     für     !x-|  =  r. 
Dann  ergiebt  sich  aus  der  Darstellung  von  '^{x)  durch  das  Cauchy- 
sche  Integral  die  Gleichung 

b 
und  es  ist  folglich 

Wenn  also  r  um  ein  Angebbares  kleiner  ist  als  JR,  und 


0  f{x,  q) 


<M{q)     für     1^1  =  r. 


I         GQ 

SO  folgt  hiernach  aus  der  Gleichung  (17) 

Setzen  wir  in  (15)  v  -{-  1  an  die  Stelle  von  v  und  nehmen  auf  beiden 
Seiten  die  absoluten  Beträge,  so  ist 

also  erhalten  wir,  da 
und  für  v'^N 

/o(9  +  '^  + 1)4=0 

ist,  die  Ungleichungen 
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(18)  l^,.+i(?)l<«..+i;        ^>N, 

wo 

+  ---  +  ^^(?)r-"|^o(?)i} 
gesetzt  wurde. 

Die  Gleichung  (19)  liefert  die  Recnrsionsformel 


und  da  nach  (18) 

ist,  so  ergiebt  sich  hieraus 

.,  ^n     f       M{Q  +  v)  1    I       /o(g  +  ^)        I 

Setzen  wir  also 

so  ist,  wenn  wir  h^  passend  wählen, 

(21)  !^,.(?)'<«.<^,;  ^^^• 

Hieraus  könnte  schon  die  Convergenz  der  Reihe  gix,  q)  erschlossen 
werden,  es  ist  aber  für  unsere  Zwecke  wichtig  den  Beweis  so  zu  wenden, 
dass  sich  auch  die  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  q 
gleichmässige  Convergenz  der  Reihe  ergiebt.  Zu  diesem  Ende  bilden 
wir  die  Ableitung  der  Gleichung  (4)  (S.  156)  nach  x: 

(22)  ^^  =  ^P:M9{Q  -  1)  •  •  •  Cp  -  X  +  1); 

z  =  ü 

wenn  dann 

\F[p)    <J/      für     1^1  =  r, 
wo  also,  wegen 

P  (x)  =  1 ,         31=^0 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  (22) 

(23)  Jf(^)^i^(!H), 
wenn  wir 

f[6)  =  <(?  +  1)  .  •  .  ((7  +  n  ^  2)  J/_,  +  •  •  •  +  ill, 

setzen.     Ferner  folgt  aus 

/;,(?)  =  ?" +  /;((>)-?% 

da  der  absolute  Betrag  einer  Summe  nicht  kleiner  ist  als  die  Differenz 
der  absoluten  Beträire  der  Summanden. 
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l/;((>)l^lc  "-!/o((>)-?'^!- 

Sei  nun 

|P^(0)!^m^,         m^=l, 
und  werde 

q){p)  =  a{6  -^  \)  ■  ■  ■  ip  -^  )i  —  l)  -{-  6{6  -\-  l)  ■  ■  ■  ((?  +  n  —  2)w^_j 

gesetzt,  dann  ist  nach  Gleichung  (8) 

\f,{Q)-Q'  •,<^i:\9  )• 
Also  erhalten  wir 

(24)  i  f^{Q  ^  V  -\-   \)   \>      Q  ^-  V  +   l''  -  Cpi^     Q  -{-  V  -^   \     ), 

vorausgesetzt,  dass  die  ganze  positive  Zahl  v  so  gross  gewählt  wird,  dass 

>  +  t;  +  l  r>9,(|  (,  +  ,.  + i:); 

dies  ist  aber,  da  fpip)  eine  ganze  Function  («  —  1)*®°  Grades  von  6 
bedeutet,  stets  zu  erreichen.  Aus  den  Ungleichungen  (23),  (24)  folgt 
nunmehr 


für  hinreichend  grosse  Werthe  von  v.  Auf  der  rechten  Seite  dieser 
Ungleichung  ist  aber  der  Zähler  eine  ganze  Function  höheren  Grades 
als  der  Nenner;  lassen  wir  also  die  positive  ganze  Zahl  v  in's  Unend- 
liche wachsen,  so  ist 

Hieraus  folgt  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (20),  dass 


+1        1 


lim  -,       — 

da  ja  offenbar 

/o(9  +  ^) 
iim 


ist;  folglich  ist  die  Reihe 


2'-^' 


convergent  für  alle  Wei-the  von  x,  die  dem  absoluten  Betrage  nach 
Meiner  sind  als  r.  Die  Ungleichung  (21)  lehrt  alsdann,  dass  auch 
die  Reihe 


-^g(x,  q)  =  '^(jXq)x 
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für  I  ic  I  <  r  convergirt,  und  da  r  nur  der  Besciiränkung  unterlag,  um 
ein  Angebbares  kleiner  zu  sein  wie  B,  so  ist  hiermit  erwiesen,  dass 
die  Reihe  g{x,  q)x~^  innerhalb  eines  um  den  Punkt  x  =  0 
beschriebenen  Kreises,  der  die  Gesammtheit  der  x  Werthe 
einschliesst,  für  die  die  Potenzreihenentwickelungen  der 
Functionen 

noch  sämmtlich  convergiren,  ebenfalls  convergent  ist,  voraus- 
gesetzt, dass  sich  für  die  in  Betracht  kommenden  Werthe 
von  Q  endlich  bleibende  <7(j(^),  g^{Q),  ■  •  ■  bestimmen  lassen,  die 
den  Gleichungen  (13)  für  v  ==  1,  2,  •  •  •  genügen. 

48.    Die  gleichmässige  Convergenz. 

Es  sollte  Q  auf  solche  Werthe  beschränkt  bleiben,  die  dem  abso- 
luten Betrage  nach  unterhalb  einer  bestimmten  endlichen  Grösse 
bleiben;  sei 

dann  ist 

\v  +  Q\<r  -^rv, 

und  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  v 

\q  -\-  V  -\-  '\.\'>  V  —  t. 
Die  ganzen  Functionen 

haben  reale  positive  Coefficienten,  sie  nehmen  folglich,  wenn  6  eine 
gewisse  Grenze  überschreitet,  gleichzeitig  mit  6  zu.  Also  folgt  aus 
der  Ungleichung  (25)  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  v 

l/'o(9  +  ^  +  l)l         (^-rr-qp(^-r)' 

da  ferner 

i/o(9)l<l9r  +  ^(:p!); 
also 

\f,{Q  +  v)\<iv  +  rr  +  cp{v-^t) 
ist,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (24), 

^      ^  I    /o(9  +  ^+l)    !^(^_rr_cp(^;-r)' 

für  hinreichend  grosse  v.     Mögen  die  Ungleichungen  (26),  (27)  für 
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gültig  seiu,  dann  ist,  wenn  wir 


{v  —  t)"  —  fp(v  —  t) 


setzen  nnd 


',  >  h 
wählen,  zufolge  der  Gleichungen  (20), 


Da  offenbar 


c.,  r 


ist,  so  convergirt  die  Reihe 

ce 

^c/     für    0<s<r; 

wenn   also  d   eine  beliebig  vorgeschriebene  kleine  positive  Grösse  be- 
deutet, so  kann  eine  positive  ganze  Zahl  W  stets  so  gefunden  werden,  dass 

"^ c^s^  <  d,  wenn  h  >  h'. 
Also  haben  wir,  da 

und  für  |  ic  j  <  s  <  r, 

v=k  v=k  v  =  k 

ist,  die  Ungleichung 


^9M)^ 


<d,     jc>  r. 


Die  Reihe 


•g{x,  q)  =^g^(Q)i 


convergii-t  also  gleichmässig  für  ]  a;  j  <  JR,  '  p  |  <  tr. 

Nun  sind  die  g^.^Q),  abgesehen  von  einem  eventuell  allen  gemein- 
samen Factor,  rationale  Functionen  von  q  (vergl.  den  in  der  folgenden 
Nummer  berechneten  Ausdruck  von  ^,,  ((>))•  Eine  aus  rationalen  Func- 
tionen gebildete  Reihe,  die  innerhalb  eines  continuirlichen  Bereiches 
gleichmässig  convergirt,  stellt  nach  einem  bekannten  Satze  von  Herrn 
Weierstrass  innerhalb  dieses  Bereiches  einen  eindeutigen  Zweig  einer 
monogenen  Function    dar,    sie    besitzt    folglich    an  jeder  Stelle  dieses 
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Bereiches  Ableitungen  jeder  beliebigen  Ordnung,  und  diese  werden 
erhalten,  indem  man  die  gegebene  Reihe  gliedweise  differentiii-t-,  die 
so  entstehenden  Reihen  convergiren  dann  wieder  gleichmässig.  Wir 
können  folglich  die  Ableitungen  der  Reihe 

>=0 

nach  Q  bilden,  indem  wir  gliedweise  nach  q  differentiiren.    Setzen  wir 


C'''  (j{x.  q)  (z)/  \ 


so  ist  demo-emäss 


-o:\9) 


(z  =  0,  1,  2,  ••■), 


(>;  =  0,1,2,--), 


(28)        ^^^„(p)^'=2^;^Vp)^" 

und  diese  Potenzreihen  sind  auch  innerhalb  des  um  x  =^  Q  mit  dem 
Radius  Fl  beschriebenen  Kreises  convergent.  Für  (J'''\x,  q)  ergiebt 
sich  folglich 

(29)  c/Xx,  Q)  =^[9'Sq)  +  \9'r''{Q)  log^ 

+  ---+^..(?)log=^^>"'^*' 

(>?  =  0,  1,  2,  •■)• 

Unter  den  Bedingungen,  die  bei  dem  obigen  Couvergenzbeweise  fest- 
gehalten werden  mussten,  stellt  die  Reihe 

Z  =  (j{x,  Q) 

für  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  B,  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  (14),  der  sie  foimal  Genüge  leistet, 
dar,  es  besteht  also  die  Identität 

Pi.9'^^,  Q})  =  9o{9^foi.Q)^^i 
differentiiren  wir  dieselbe  ^-mal  nach   q,    so   erkennen  wir,    dass   der 
Ausdi-uck  (29),  für  \x   <i  JR,  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 


(30)  P(z)  =  4^g,W^{Q)a^ 


darstellt.  —  Ehe  wir  aus  diesen  Ergebnissen  weitere  Consequenzen 
ziehen,  wollen  wir  in  che  Erörterung  der  noch  zu  beantwortenden 
Frage  eintreten,  unter  welchen  Bedingungen  es  möglich  ist,  die  Glei- 
chungen (13)  für  V  =  1,  2,  3,  •  •  •  durch  stets  endlich  bleibende 
^o(?);  9iiQ),  •  •  ■  z^^  befriedigen. 


=  K.(q) 


49.  Untersuchung  der  Recursionsformel.  171 

49.    Untersuchung  der  Recursionsformel.     Wurzelgruppen  der 
determinirenden  Fundamentalgleichung  und  zugehörige  Integrale. 

Es  werde 

|«xo(p)  «11(9)  0  0     •••     0 

«2o(?)  Sl(?)  «22(9)  0        •  •  •        0 

«,_l,o(?)        «v-l,l(?)        «,-l,2(?) «v-1,  v-l(?) 

«r  0  (?)  ^V  1(9)  «,2(9)  «>.,  V  - 1  (?) 

gesetzt,  dann  ergiebt  sich  aus  dem  Gleichungssystem  (13),  wenn  darin 
für  V  die  Werthe  1,  2,  •  •  •  v  genommen  werden, 

Bedeutet  also  JV  diejenige  positive  ganze  Zahl,  für  welche 

«,.,.(?)  =  /i)(c  +  ^) 

für  keinen  der  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  q  verschwinden 
kann,  wenn  v  >  JV,  so  genügt  es 

(32)  gfy)  =  a^^i^) «,,(9)  •  ■  ■  «, ,(?)  •  C{q) 

zu  nehmen,  wo  C{q)  eine  willkürliche  stets  endlich  bleibende  Function 
von  Q  bedeutet,  um  ein  Unendlichwerden  sämmtlicher  g^{Q)  zu  ver- 
hüten. Da  es  uns  wesentlich  darauf  ankommt,  die  Berechnung  der 
gio)  für  solche  Werthe  von  q  vorzunehmen,  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung (7)  sind,  so  wollen  wir  uns  um  jede  dieser  Wurzeln  eine  gewisse 
Umgebung  abgegrenzt  denken,  und  beschränken  die  Variabilität  von  q 
auf  diese  Umgebungen.  Wählen  wir  die  letzteren  hinreichend  klein, 
so  wird 

fo(Q  +  '^)         (^  =  1,2,3,...) 

nur  für  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  verschwinden  können.  Befindet 
sich  also  9  in  der  Umgebung  einer  bestimmten  Wurzel  r  dieser  Glei- 
chung, so  kann  ein  Verschwinden  der  «,,,,(p)  dann  und  nur  dann  er- 
folgen, wenn  die  Gleichung  (7)  Wurzeln  besitzt,  die  um  positive  ganze 
Zahlen  grösser  sind  als  r.  Wir  denken  uns  nunmehr  die  Wurzeln 
von  (7)  in  Gruppen  geordnet,  indem  wir  diejenigen  Wurzeln  in  eine 
Gruppe  zusammenfassen,  die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  von  einander 
unterscheiden-,  sei  r^,  r^,  •••  r^  eine  solche  Wurzelgruppe,  und 

r   =:  r    4-  q  (z  =  ü,i, •••/.), 
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wo  also  die  q  ganze  Zahlen  bedeuten.  Die  Reihenfolge  dieser  Wurzeln 
sei  ferner  so  gewählt,  dass 

und  es  möge  A^  den  Grad  der  Vielfachheit  der  Wurzel  r^  bedeuten, 
so  dass  also 

/o(0  =  0.    /o  W  =  0,  .  •  •  tt^--'\r:)  =  0, 
dagegen 

Bestimmen  wir  nun  das  Maximum  der  Differenz  zweier  Wurzeln  irgend 
einer  dieser  Gruppen  und  nehmen  die  Zahl  N  gleich  diesem  Maximum, 
so  ist  unter  Festhaltung  der  angegebenen  Beschränkung  für  die  Varia- 
bilität von  Q 

^vv(^)  =[=  Ö?  wenn  v  >  JV; 

wenn  also  für  g^i^)  der  durch  die  Gleichung  (32)  dargestellte  Aus- 
druck gesetzt  wird,  so  ergeben  die  Formeln  (31)  stets  endlich  bleibende 
Werthe  der  ^^(^).  Mit  Hülfe  derselben  bilden  wir  nun  die  Reihe  i 
g  {x,  q)  und  deren  successive  Ableitungen  nach  q,  dann  stellen  uns  die- : 
selben,  wie  oben  auseinandergesetzt  wurde,  Lösungen  der  Differentialglei- 
chungen (30)  dar.  Betrachten  wir  die  Wurzelgruppe  r^^r^jT.^,  ••*>',, 
so  enthält  g^^o)  den  Factor 
(33)  ^^  —  rJo+h  +  ---  +  ^y.. 

f^(Q)  den  Factor 
also  verschwindet 


für  *  =  0,  1,  •  •  •  (A^  -f  A^  H \-  K.  —  1)-     Di®  Ausdrücke 

g^'\x,  rj  [/  =  <),  1, . . .  (^0+^1+  ■  ■  •  +  ^x-i)] 

liefern  folglich  Lösungen  der  Differentialgleichung  (E),  und  zwar 
Lösungen,  die  sich  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten  und  die 
Form  der  Elemente  eines  zu  diesem  Punkte  gehörigen  canonischen 
Fundamentalsystems  haben.  Das  von  log  ic  freie  Glied  in  g^'\x,r,) 
lautet  nach  Gleichung  (29) 

v  =  0 

die  mit  x''"  multiplicirte  gewöhnliche  Potenzreihe  ist  also,  wenn 
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genommen  wird,  im  Punkte  x  =  0  von  Null  verschieden,  denn  ^^(9) 
enthält  nur  den  Factor  (33),  es  ist  also  für  diese  Werthe  von  /, 

Wir  erhalten  demnach  für 

.•-(A,  +  A,  +  --.  +  A_J  =  0,l,  ...  (A,-l), 

Integrale,   die   zum  Exponenten  r^  gehören,  und  zwar  ist  die  Anzahl 
derselben    gleich   dem   Grade   A^  der  Vielfachheit  der  Wurzel  r^;    wir 
bezeichnen  diese  Integrale  der  Reihe  nach  durch  v  ^,  v  ,,  •  ■  •  v    , 
SO  dass  also 

Sei  T^  die  höchste  Potenz  von  log  x,  die  in  dem  ersten  dieser  A^  Inte- 
grale, v^^,  wirklich  auftritt,  d.  h.  die  höchste  Potenz  von  log  x,  deren 
Factor 

CO 

x"- ^i^ß-'''\r^)x\  i^^o+h+--+^y.-i, 

nicht  identisch  verschwindet,  dann  ist  in  den  folgenden  Integralen: 

die  Reihe 

v  =  0 

mit  der  (t^  +  Vf""^  Potenz  von  log  x  multiplicirt,  es  sind  folglich  in 
diesen  A  zur  Wurzel  r.  gehörigen  Integralen  die  höchsten  in  ihnen 
vorkommenden  Potenzen  von  log  x  von  einander  verschieden.  Da  aber 
eine  ganze  Function  von  log  x,  deren  Coefficienten  in  der  Umgebung 
von  X  eindeutige  Functionen  sind,  nach  einer  oben  (Nr.  42,  S.  149) 
gemachten  Bemerkung  nur  dann  identisch  verschwinden  kann,  wenn  die 
Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  log  x  gleich  Null  sind,  so  folgt 
hieraus,  dass  zwischen  den  A^  Integralen  «^^o?  ^xi'  '  "  "  ^x  ;i  —  1  ^®i^^ 
homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coefficienten  stattfinden 
kann,  d.  h.  diese  A^  zur  Wurzel  r^  gehörigen  Integrale  sind 
linear  unabhängig  von  einander. 
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50.  Nachweis,  dass  die  in  Nr.  43  gefundene  Gestalt  der  Coefficienten 
auch  hinreichend  dafür  ist,  dass  sich  die  Integrale  bestimmt  verhalten. 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  für  x  =  0,  1,  ■  •  •  ^  die  Integrale 

(34)  V^^  [a  =  0,l,...,„;  ,y  =  0,l,.-.  (/.„-!)], 

entsprechend  der,  k^-^-  2,^ -\-  -  ■  ■  -\-  k^^  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  reprä- 
sentirenden  Wurzelgruppe  r^,  r^,  •  •  •  r ^^.  Unter  den  zu  der  Wurzel  r^ 
(deren  realer  Theil  von  dem  keiner  andern  Wurzel  um  eine  ganze 
Zahl  übertroffen  wird,  und  die  wir  darum  kurz  die  gross te  Wurzel 
der  Gruppe  nennen  wollen)  gehörigen  Integralen  befindet  sich  eines, 
nämlich  v^^^^  welches  von  Logarithmen  frei,  d.  h.  in  der  Form 

et 

r  =  0 

darstellbar  ist,  die  übrigen  Integrale  v^  enthalten  im  Allgemeinen 
Logarithmen.  W^enn  die  Wurzel  r^  eine  mehrfache,  d.  h.  /l  >  1 
ist,  so  enthalten  die  Integrale  ■?;  ,,  •■•  r  .  ,  iedenfalls  Loga- 
rithmen,  und  zwar  ist  die  höchste  in  v^  ^  _^  auftretende 
Potenz  des  Logarithmus  mindestens  die  (A^  —  1)'®.  Sind  da- 
gegen die  sämmtlichen  Wurzeln  r^^  r^,  •  •  ■  t ^  der  Gruppe  von 
einander  verschieden,  so  erhalten  wir  zu  jeder  Wurzel  nur 
ein  Integral,  welches  zu  derselben  als  Exponenten  gehört, 
und  in  diesem  Integrale  ist  der  vom  Logarithmus  freie  Theil 
von  Null  verschieden  und  gehört  zu  demselben  Exponenten 
wie  das  Integral  selbst. 

Wir  wollen  nun  nachweisen,  dass  die  sämmtlichen  Integrale  (34) 
linear  unabhängig  sind.  Zu  dem  Ende  bemerken  wir  zuvörderst,  dass 
eine  beliebige  lineare  Combination  der  v  ^,  v  ,,  ■  ■  •  v  ,  ,  auch  stets 
genau  zum  Exponenten  r  gehören  muss.  In  der  That  kann  eine 
solche  Combination 

offenbar  nur  zu  einem  Exponenten  gehören,  der  sich  von  r  um  eine 
ganze  Zahl  unterscheidet,  also  muss  dieser  Exponent,  da  er  zufolge 
des  Satzes  der  Nr.  45  (S.  159 — 161)  eine  Wurzel  der  Gleichung  (7)  sein 
muss,  mit  einer  der  Zahlen  r,,  r, ,  •••>•  übereinstimmen.  Da  sein 
realer  Theil  aber  keinesfalls  kleiner  sein  kann  als  der  reale  Theil 
von  r^,  so  ist  nur  die  Möglichkeit,  dass  er  eine  der  grösseren 
Wurzeln  r^,  r^,  •  •  •  'r.^_^    sein    könnte,    zu    untersuchen.     Sollte    diese 
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Möglichkeit  eintreten,  so  müsste  in  dem  Ausdrncke  (35)  nach  Ab- 
sonderung des  Factors  a'^-  das  von  x  freie  Glied  verschwinden.  Da 
^jj(p)  den  Factor  (33)  enthält,  so  ist 

setzen  wir  für  einen  Augenblick 

K  +  K+---+  K-r  =  h 
so   lautet  das  mit  x^-  multiplicirte  Glied  von  v^   ' 

^r'^'w + (^ + ^)^r''~'' (o  log^  H-  •  •  ■ + (^ + /5)^^i'^(rj  log^^, 

also  der  Factor  von  x^-   in  dem  Ausdrucke  (35): 

^^^(^«"""(^•J  +  •  •  •  +  (^  +  /3),^l'^(rJ  log^'  X). 

Sollte  dieser  verschwinden,  so  müssten  die  c^,  ^i;  '  '  *  ^x  _ i  ^^^^  Glei- 
chungen 

v'>.)  +  "Jl^'KO  +  ■■■  +  %-,'r''-'\0  =  0, 

genügen;  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems  ist  aber 

also  müssten  die  c,  sämmtlich  gleich  Null  sein. 

Beiläufig  bemerken  wir,  dass  in  dem  mit  x"  multiplicirten  Gliede 
von  v^  die  Coefficienten  der  ß  ersten  Potenzen  von  log  x  von  Null 
verschieden,  dagegen  die  der  höheren  Potenzen  von  log  x  sämmtlich 
gleich  Null  sind,  d.  h.  in  v^_^  gehört  der  Factor  von  log^^r  noch  zum 
Exponenten  r  ,  die  Factoren  der  höheren  Potenzen  von  log  x,  wenn 
solche  überhaupt  auftreten,  gehören  zu  Exponenten,  die  in  ihrem 
realen  Theile  grösser  sind  als  r  .  Addiren  wir  nunmehr  zu  dem  Aus- 
drucke (35)  eine  lineare  homogene  Function  der 

V^  [a<'y.;    /*  =  0,  1,  ■  ■  •  (A^- 1)], 

hinzu,  so  erhalten  wir  offenbar  wieder  ein  Integral,  welches  zum  Exponenten 
r^  gehört;  bestünde  also  zwischen  den  sämmtlich en  Integralen  (34)  eine 
homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coefficienten,  und  wäre  r^ 
der  in  seinem  realen   Theile  grösste  Exponent  zu  dem   ein  in   dieser 
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Beziehung  wirklich  auftretendes  Integral  gehört,  so  würde  eine  lineare 
Combination  der 

einer  linearen  Combination  der 

V^^,  \a<y.,     ,.^  =  0,1,. ..{;.„-!)] 

gleich  sein,  also  zu  einer  der  Grössen  r^^  r^,  •  ■  •  v_^_^  als  Exponenten 
gehören  müssen,  was  nicht  möglich  ist.  Die  X^-\-  k^-\-  •  ■  ■  -\-  l^ 
Integrale  (34)  sind  also  linear  unabhängig  von  einander. 

Denken  wir  uns  nun  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (7) 
auf  die  oben  angegebene  Weise  in  Gruppen  vertheilt  und  zu  jeder 
dieser  Gruppen  die  zugehörigen  Integrale  bestimmt,  so  erhalten  wir 
ein  System  von  n  Integralen;  die  zu  den  Wurzeln  einer  und  derselben 
Gruppe  gehörigen  dieser  Integrale  sind,  wie  oben  gezeigt  wurde,  linear 
unabhängig;  offenbar  kann  aber  zwischen  Functionen,  die  zu  Expo- 
nenten gehören,  die  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  von  einander  unter- 
scheiden, keine  lineare  homogene  Beziehung  mit  constanten  Coefficienten 
bestehen.  Es  wird  genügen  den  Beweis  dieser  Behauptung  für  den 
Fall  anzudeuten,  wo  die  betreffenden  Functionen  die  Gestalt 

haben,  wenn  ^){x),  i^(x),  •••  x[x)  in  der  Umgebung  von  x  =  0  ein- 
deutig und  die  Exponenten  r,  s,  •  •  •  ^  so  beschaffen  sind,  dass  ihre  Diffe- 
renzen nicht  durch  ganze  Zahlen  gegeben  werden.  Bestünde  nämlich 
eine  Beziehung 

c^cpix)  +  c^x^{x)  +  •  •  •  +  c,xx{x)  =  0, 

mit  constanten  c^,  c^,  •  •  •  c^,  so  bliebe  dieselbe  auch  bei  beliebig 
oft  wiederholten  Umläufen  um  den  Punkt  ^  =  0  erhalten,  d.  h.  es 
wäre  auch 

c/-''-''"-xcp{x)  +  c,e-^'^'■^^V(^)  +  •  •  •  -f  c/''''''x'x(:^  =  0, 

X  irgend  eine  ganze  Zahl.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  c^,,  c^,  •  •  •  c^^ 
sämmtlich  verschwinden  müssen,  wenn  nicht  (vergl.  Nr.  31,  S.  100) 
irgend  zwei  der  Grössen 


einander  gleich  werden,  und  dies  ist  ausgeschlossen,  weil  die  r,  s^  •  •  •  t 
sich  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

Die  n  Integi*ale,  die  den  verschiedenen  Wurzelgruppen  der  Glei- 
chung (7)  entsprechen,  sind  also  linear  unabhängig  von  einander, 
d.  h.    sie  bilden   ein  Fundamental  System.     Da  sie  sich  im  Punkte 


ji 
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X  =  0  bestimmt  verhalten,  so  ist  damit  bewiesen,  dass  sich  die  sämmt- 
lichen  Integrale  einer  Diäerentialgleichnng,  die  anf  die  Normalform  (E) 
gebracht,  zum  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  x"  hat,  d.  h. 
für  welche 

ist,  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten,  d.  h.  es  ist  in  der  That, 
wie  am  Schlüsse  des  ersten  Kapitels  (Nr.  43,  S.  153)  ausge- 
sprochen wurde,  die  Form  (D)  der  Coefficienten  p^,  p,,,  •  •  •  j)^^ 
der  Differentialgleichung  (A)  nothwendig  und  hinreichend 
dafür,  dass  der  singulare  Punkt  x  =  0  ein  Punkt  der  Be- 
stimmtheit für  die  Integrale  dieser  Differentialgleichung  sei. 
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Drittes  Kapitel. 

51.    Zusammenliang  zwiselien  determinirender  Fundamentalgleicliung 

und  Fundamentalgleicliung.     Canonisches  Fundamentalsystem  im 

Falle  der  Bestimmtheit. 

Das  im  vorhergehenden  Kapitel  entwickelte  Beweisverfahren  hat 
uns  aber  auch  noch  eine  Reihe  wichtiger  Eigenschaften  der  Differen- 
tialgleichungen mit  in  x  =  0  durchaus  sich  bestimmt  verhaltenden 
Integralen  enthüllt,  wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  diese  in  übersicht- 
licher Form  zusammenzustellen.  Wir  fanden  entsprechend  jeder  Wurzel 
r  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  (7)  Integrale,  die  zu  dieser 
Wurzel  als  Exponenten  gehören  und  zwar  genau  X  linear  unabhängige 
solcher  Integrale,  wenn  r  eine  A-fache  Wurzel  ist.     Bedeutete 

(R)  \,  ^1,  ^2^  ■■■  ^ 

eine  Wurzelgiaippe  der  Gleichung  (7),  so  gehörte  zur  grössten  Wurzel 
r^  dieser  Gruppe  das  von  Logarithmen  freie  Integral 

r  =  0 

Sei  nun  v  ein  beliebiges  in  der  Form 

V  =  x'((p^^(oc)  +  cp^{x)\ogx  -\ h  cp ^^X^)log"'x) 

darstellbares  Integral,  wo  q)f^(x),  (p^ix),  ■  ■  ■  g)„/a';)  in  der  Umgebung 
von  X  =  0  reguläre  Functionen  bedeuten,  und  möge  v  zu  einem  Ex- 
ponenten r_^  gehören,  der  unter  den  Zahlen  (R)  enthalten  ist.  Dann  ist 
V  eine  homogene  lineare  Function  der  n  Elemente  des  durch  unser  Ver- 
fahren erlangten  Fundamentalsystems,  und  da  zwischen  Functionen,  die 
zu  Exponenten  gehören,  welche  nicht  um  ganze  Zahlen  von  einander  ver- 
schieden sind,  keine  lineare  Beziehung  stattfinden  kann  und  der  Exponent, 
zu  dem  eine  lineare  Combination  der  v^^  gehört,  mit  dem  in  seinem 
realen  Theile  kleinsten  derjenigen  Exponenten  übereinstimmt,  zu  welchem 
eines  dieser  v^^^  gehört,  so  muss  v  als  lineare  homogene  Function  der 

V    ^  (a  =  0,l,--  y;   li  =  0,1,    ■■k„-l) 
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darstellbar  sein.     Eine  lineare  Combination  dieser 

h  +  K  +  ---  +  K 

Integrale  mit  willkürlichen  constanten  Coefficienten  liefert 
folglicb  das  allgemeinste  zur  Wurzel  r  gehörige  Integral 
der  Differentialgleichung;  dieses  enthält  also  genau 

K  +  K  +  ---  +  K 

willkürliche  Constanten.  Nun  war  in  g^^^Q)  noch  der  eine  will- 
kürlich zu  wählende  Function  von  q  repräsentirende  Factor  C{ß) 
enthalten;  dieser  kann  z.  B.  als  ganze  Function  von  q  so  gewählt 
werden,  dass  dieselbe  mit  ihren  ^q-\-  ^^-\-  ■  ■  ■  -\-  X  —  1  ersten  Ab- 
leitungen nach  Q 

C(q),  CXq),  ■■■  C^'o+h+--  +  ^.-^)(^), 
für  Q  =  r^  die  willkürlich  vorgeschriebenen  constanten  Werthe 

annimmt.     Dann  hängt  das  zu  r    gehörige  Integral 

^v  ;       ]=5'^''(^;0;  '  =  ^-0  +  ^1+ ■  ■  • +  ^;,-i, 

von  diesen  A^^  -[-  Z^  -f-  •  •  •  -|-  A.  willkürlichen  Constanten  ab,  es  ist 
folglich  das  allgemeinste  zu  r^  gehörige  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung. Denken  wir  vms  C{q)  in  bestimmter  Weise 
gewählt,  und  die  zur  Wurzelgruppe  (R)  gehörigen  Integrale  v^^  ge- 
bildet, dann  wird  sich  das  so  gebildete  v^^  von  dem  zu  einem  will- 
kürlichen C(q)  gehörigen  v^^  nur  durch  einen  constanten  Factor  unter- 
scheiden. Ein  Integral  der  Differentialgleichung  (E)  ist  also 
bis  auf  einen  constanten  Factor  vollkommen  bestimmt  durch 
die  Forderungen,  dass  es  zu  einer  Wurzel  der  Gleichung  (7)  ge- 
hören soll,  deren  realer  Theil  von  dem  keiner  anderen  Wurzel 
dieser  Gleichung  um  eine  ganze  Zahl  übertroffen  wird,  und 
dass  seine  Entwickelung  in  der  Umgebung  von  if  =  0  keine 
Logarithmen  enthält. 

Wenn  die  unabhängige  Variable  x  den   einfachen  Umlauf  U  um 
den  Punkt  x  ==  0  vollzieht,  so  verwandelt  sich  das  Integral  v     in  0v 
und   aus    der  Form  von  v      ist  sofort  zu   übersehen,    dass   &v     zum 

IX  '  IX 

selben  Exponenten  r  gehören  und  dieselbe  höchste  Potenz  von  log  x 
enthalten  wird,  wie  v^,  selbst.  Folglich  lässt  sich  &v^  als  homogene 
lineare  Function  der 

^a[i^  («  =  0,l,...<;^  =  0,l,..-^„-l) 

darstellen.     Beachten  wir  aber  ferner,   dass  in  &v    ,  ebenso  wie  in  v 

12* 
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selbst,  die  Coefficienteu  der  auf  die  x*^  folgenden  Potenzen  von  log  ä; 
zu  Exponenten  gehören,  deren  realer  Theil  grösser  ist  als  r ,  dass  da- 
gegen in  den 

auch  noch  der  Coefficient  von  log''+^;r;  zum  Exponenten  r  gehört,  so 
erkennen  wir,  dass  in  der  Darstellung  von  0v^.^  nur  diejenigen  v 
wirklich  auftreten  können,  deren  zweiter  Index  ß  nicht  grösser  ist 
als  X.  Nun  ist  v  abgesehen  von  dem  Factor  x'  eine  ganze  rationale 
Function  von  log  x  mit  in  der  Umgebung  von  x  regulären  Coeffi- 
cienteu und 

&x'=e       'X', 

folglich  hat  der  Ausdruck  von  0v^_^  die  Form 

wo  die  c  Constanten  bedeuten.     Bilden  wir  also  die  Substitution 

welche  die  zu  den  verschiedenen  Wurzelgruppen  der  Gleichung  (7) 
gehörigen  n  linear  unabhängigen  Integrale  bei  dem  Umlaufe  U  erfahren, 
und  beachten,  dass  für  die  Wurzeln  einer  Grupj)e  (R) 

%  7t  irr.  ^nir-,  Inir,, 

ist,  so  erkennen  wir,  dass  , 

a     =0,     für     X  >  i  (f  =  i, 2, ■••«), 

und,  dass  X^^-\-  l^-\-  ■  ■  •  -\-  l^^  der  a,^_^  den  Werth 

haben.     Die  zum  Punkte  x  =  0  gehörige  Fundamentalgleichung 

I  ß^^  d_^a      -=0  (X,  (  =  1,2,  •  ■•  n) 

besitzt  also  die  geuau  {l^^-\-  X^ -{-■■■  -\-  A^J- fache  Wurzel  a^  und 
wir  haben  somit  den  Satz: 

Die  mit  27ci  multiplicirten  Wurzeln  der  Gleichung  (7) 
sind  die  Logarithmen  der  Wurzeln  der  zum  Punkte  a;  =  0 
gehörigen  Fundamentalgleichung  derDifferentialgleichung(E) 
und  umgekehrt  genügt  das  - — r  fache  des  Logarithmus  jeder 
Wurzel  der  Fundamentalgleichung  bis  auf  additive  ganze 
Zahlen  der  Gleichung  (7).  Einer  Wurzelgruppe  (R)  der  Glei- 
chung (7),  die  l  Wurzeln  dieser  Gleichung  repräsentirt,  ent- 
spricht   eine    Z-fache  Wurzel   der  Fundamentalgleichung  und 
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umgekehrt  entspricht  einer  solchen  Z-fachen  Wurzel  eine 
Gruppe  von  l  Wurzeln  der  Gleichung  (7),  die  theils  einander 
gleich,  theils  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden  sind. 
Aus  der  Form  der  für  die  Integrale  unseres  aus  den  verschiedenen 
v^^  zusammengesetzten  Fundamentalsystems  gefundenen  Substitution  (A), 
und  aus  der  Form  dieser  Integrale  selbst  ist  ersichtlich,  dass  dieses 
Fundamentalsystem  ein  zum  Punkte  x  =  0  gehöriges  canonisches 
Fundameutalsystem  ist.  Die  der  Wurzelgruppe  (R)  entsprechenden 
Integrale  y^,^,  bilden  eine  zu  der  {l^ -\-  X^ -\-  ■  •  ■  -\-  A^)- fachen  Wurzel 
03^  der  Fundamentalgleichung  gehörige  Integralgruppe,  wir  haben  also 
in  dem  Falle,  wo  sich  alle  Integrale  der  Differentialgleichung  im 
Punkte  X  =  0  bestimmt  verhalten,  ein  Mittel  gefunden,  welches  uns 
gestattet  die  Elemente  eines  zu  a;  =  0  gehörigen  canonischen  Funda- 
mentalsystems, d.  h.  die  Exponenten,  zu  denen  dieselben  gehören,  die 
Coefficienten  ihrer  in  der  Umgebung  von  x  =  0  gültigen  Reihenent- 
wickelungen und  endlich  die  Coefficienten  der  Substitution,  welche 
dieses  Fundamentalsystem  erfährt,  zu  berechnen.  Und  zwar  bedarf  es 
zu  dieser  Rechnung  nur  der  Kenntniss  der  Entwickelung  der  charakte- 
ristischen Function  fix,  q),  und  die  Coefficienten  dieser  Entwickelung 
setzen  sich  aus  den  Coefficienten  der  Entwickelungen  der 

d.  h.  aus  den  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden 
Parametern  algebraisch  zusammen.  Insbesondere  sind  die  Exponenten, 
zu  denen  die  Elemente  des  canonischen  Fundamentalsystems  gehören, 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  w*°"  Grades  (7),  deren  Coeffi- 
cienten sich  als  rationale  und  ganzzahlige  Functionen  jener  Parameter 
bestimmen,  und  die  Coefficienten  der  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
gültigen  Entwickelungen  der  Integrale  sind  wieder  aus  diesen  Wurzeln 
und  den  Parametern  rational  und  ganzzahlig  bestimmbar,  denn  es  be- 
darf ja  zu  ihrer  Auffindung  nur  der  Auflösung  des  linearen  Gleichungs- 
systems (13). 

Es  erscheint  nun  noch  wünschenswerth,  auch  die  in  der  Theorie 
der  Fundamentalgleichung  kennen  gelehrte  Eintheilung  einer  zu  gleichen 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  gehörigen  Integralgruppe  in  die 
Hamburger'schen  Untergruppen  mit  den  jetzt  entwickelten  Hülfs- 
mitteln  auszuführen.  Zu  diesem  Ende  wollen  wir  etwas  genauer  auf 
die  Betrachtung  der  zur  Wurzelgruppe  (R)  gehörigen  Integrale  v^. 
eingehen.     Wenn  wir  eine  lineare  Function  der 

■y^  (a  =  0,l,  •■•>?;  p'  =  0,l,  ■•■  i^  —  l) 

mit    willkürlichen    constanten   Coefficienten   bildeten,    so   erhielten   wir 
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das  allgemeinste  zur  Wurzel  r^  gehörige  Integral.  Dasselbe  war  eine 
ganze  Function  des  log  x  vom  (t^  -\-  ^y,  —  1)'^"  Grade,  enthielt  also 
den  Logarithmus  mindestens  zur  {l^  —  1)'™  Potenz.  Es  kann  sich 
jedoch  ereignen,  dass  bei  besonderer  Wahl  der  constanten  Coefficienten 
ein  zum  Exponenten  r  gehöriges  Integral  gefunden  wird,  welches  den 
Logarithmus  zu  einer  noch  niedrigeren  als  der  t^*"^"  Potenz  enthält, 
d.  h.  dass  auch  v_^^  nicht  das  einfachste  zu  r^  gehörige  Integral 
darstellt.  Für  die  Frage  der  Zerfällung  der  Integralgruppe  v^^  in 
Untergruppen  ist  vornehmlich  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  ein  zum 
Exponenten  r  gehöriges  Integral  existirt,  welches  von  Logarithmen 
frei  ist,  denn  alsdann  beginnt  eine  Untergruppe  mit  eben  diesem 
Integral.    Es  handelt  sich  also  darum,  zu  entscheiden,  wann  eine  Reihe 


gi^x,rj  =  x>'-^g^,(:r^)x' 


existirt,  die  zum  Exponenten  r^  gehört,  d.  h.  wann  das  Gleichungs- 
system (13)  für  Q  =  r,  eine  Auflösung  durch  endliche  Werthe  der 
g ,{r_)  gestattet,  bei  der  insbesondere 

ist  nämlich  eine  solche  Auflösung  vorhanden,  so  convergir.t  die  mit 
den  so  bestimmten  ^,,(>'^)  gebildete  Reihe  für  \x\  <  R  und  stellt  also  in 
der  Umgebung  von  x  =  0  ein  zum  Exponenten  r^  gehöriges  und  von 
Logarithmen  freies  Integral  dar. 

52.    Ein  Satz  aus  der  Theorie  der  Systeme  linearer  Gleichungen. 

Wir  betrachten  allgemein  das  Gleichuugssystem 

2^«.^  (J.^=^  0  {i  =  1,  2,  •  •     1) , 

welches  wir  kurz  durch 

(»-■4 

bezeichnen  wollen  luid  fragen  nach  den  nothwendigen  und  hinreichen- 
den Bedingungen  dafür,  dass  dieses  Gleichungssystem  durch  Werthe 
9o>  9v  '  '  '  Uv  l^efriödigt  werden  könne,  wo 

Sei  V  —  r  der  Rang  des  gegebenen  Gleichungssystems,  so  besitzt 
dasselbe  (t  -j-  1)  linear  unabhängige  Lösungssysteme 


#;   fJ?,    ■••^?  (;.  =  l,2,...r  +  l), 


il 
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durch  welche  jedes  andere  Lösimgssystem  homogen  und  linear  dar- 
stellbar ist  (vergl.  den  Anfang  der  Nr.  34,  S.  113).  Sei  wenigstens  eine  der 
Grössen  gf^i  von  Null  verschieden,  etwa 

I         _  or' + 0, 

setzen  wir  dann 
!    so  befriedigen  die  (t  +  1)  Systeme 

I  di\9?,    ■■■    ^?  (;.  =  !,  2,...  r+1) 

j    das  gegebene  Gleichnngssystem  und  sind  auch  linear  unabhängig  von 

]    einander.    Es  ist  aber 

!  yf^  =  0,     wenn     ^  =\=  ^■ 

I  Bezeichnen  wir  also  durch  (?)  das  quadratische  System,  welches  aus 
(«.^)  entsteht,  wenn  man  in  diesem  letzteren  Systeme  die  Reihe 
,  a.^j  ((  =  1, 2,  j)^  weglässt  und  durch  (?)^  ein  Gleichnngssystem  für  die  v 
\  Unbekannten  u^,  it^,  •  •  •  «,,,  dessen  Coefficientensystem  durch  (J)  dar- 
■    gestellt  wird,  so  liefern  die  Systeme 

'■  r  Lösungssysteme  der  Gleichungen  (/)  ,  und  man  übersieht  auch  sofort, 
'  dass  diese  r  Systeme  linear  unabhängig  sind.  Es  ist  aber  auch  jedes 
;    beliebige  Lösungssystem 


i  ^ 

I    der  Gleichungen  (J)^^   durch   diese  r  Systeme   linear   und  homogen  dar- 

I    stellbar.     Denn  setzen  wir 

!  _    _  <j^  =  o, 

\    so  haben  wir  in 

9o,  Ö„  ■■■  Or 
i    ein  Lösuugssystem  des  gegebenen  Gleichungssystems  («. J  ,  also  lassen 
sich  Constanten  c^,  c.,,  •  ■  ■  c^  ,  ^  so  bestimmen,  dass 


U  'J  1. 


für  p  =  1  ist  aber  hiernach 

0  =  c  W^ 
und  folglich 

6;  =  0,     da     i,(.")  =  ^(.)4=0; 

d.  h.  wir  erhalten  für  })  =h  ^ 

g    =  cm  -J L   c  gi^-i)     I     c   _^Jß^  +  ^^  H h  ^vo-,  '/*'  +  '\ 
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was  zu  beweisen  war.  Damit  also  wenigstens  eines  der  gf^  von  Null 
verschieden  sei,  ist  nothwendig,  dass  der  Rang  des  quadratischen 
Systems  (l)  mit  dem  Range  des  ganzen  Systems  (a.J  übereinstimmt. 
Andererseits  ist  sofoii  ersichtlich,  dass  diese  nothwendige  Bedingung 
auch  hinreichend  ist,  denn  würde  in  sämmtlichen  tt  -fr  1  linear  unab- 
hängigen Lösungssystemen  von  («•^)^ 

sein,  so  wären  diese  Systeme  schon  selbst  (t  -(-  1)  linear  unabhängige 
Lösungen  der  Gleichungen  (l)^^,  es  wäre  also  der  Rang  des  quadrati- 
schen Systems  (l)  höchstens  gleich  v  —  x  —  1.  D.  h.  damit  das 
Gleichungssystem  (a.,)^  durch  ein  Werthsystem  g^,  g^,  ■  •  •  g^, 
befriedigt  werden  könne,  worin  g^  von  Null  verschieden  ist, 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Rang  des  Systems 
(l)  mit  dem  Range  des  Systems  (a.J  genau  übereinstimmt. 

53.    Kritermm  für  die  Existenz  eines  in  Reihenform  darstellbaren 

Integrals,  welches  zu  einer  bestimmten  Wurzel  der  determinirenden 

Fundamentalgleichung  als  Exponenten  gehört. 

Die  Coefficienten  der  der  Differentialgleichung  genügenden  Reihe 
bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 

(3G)    «,o(0^o(0  +  «,.iW^i(0  +  •  •  •  +  «..(0^.(0  =  0 

(x'  =  l,  2,  3---), 

die  aus  den  Gleichungen  (13)  dadurch  hervorgehen,  dass  q  gleich  der 
Wurzel  r.  der  Gleichung  (7)  gesetzt  wird.  Li  diesem  Gleichungssystem 
sind  die 

%vi^'y)  H"  ö 7     wenn     v  >  r^  —  r^ , 
während 

«,  ..W  =  ^       i«^'    f^^'       ^  =  ^,-1  —  ^yj    ^x-2  —  '^y.^    •'■    ^0  —  ^y 

Zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  ^^(^J  von  Null  verschieden  ist,  ge- 
nügt es  also,  die  Gleichungen  (36)  für 

v=  1,  2,  •.•(/'„  — rj 
zu  betrachten;  denn  haben  wir  die 

diesen  (r^  —  r.)  Gleichungen  gemäss  bestimmt,   so  ergeben  die  folgen- 
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den  Gleidinngen  für  v  >  r^ —  r^  eindeutig  bestimmte  Wertlie  der  //,,(0" 
Es  wird  also  eine  Reihe  g{x,  r^  mit  von  Null  verscliiedenem  <l^^{r_^, 
d.  h.  eine  zum  Exponenten  r.  gehörige  Reihe,  dann  und  nur  dann  exi- 
stiren,  wenn  der  Rang  des  Systems 

mit  dem  Range  des  Systems 

übereinstimmt,  wo  jetzt  das  Argument  r_^  weggelassen  und 
a^  ^.  =  0     zu  nehmen  ist,  wenn     /3  >  «. 

Es  soll  nun  diese  Bedingung  in  expliciter  Form  angegeben  werden 
wir  führen  zu  dem  Ende  einige  Bezeichnungen  ein.     Sei 

0  z  ü'  1  z  1'  y.  —  l  ■/.  z  — 1' 

also 

ferner  werde  diejenige  aus  den  Elementen  des  Systems  (37)  gebil- 
dete Determinante,  die  die  Reihen  i^,  i^,  •  •  •  i^,_^  und  die  Zeilen 
x^,  ^2,  •  •  •  Jfj,_j  nicht  enthält,  durch 


diejenige    Determinante,    die    aus    den    in    den    Reihen    i^^,  i^,  •  •  •  i^ 
und  den  Zeilen  x^^,  x^,  •  •  •  x^  stehenden  Elementen  gebildet  ist,  durch 


bezeichnet.    In  Uebereinstimmuug  mit  der  in  der  Nr.  49  (S.  171)  einge- 
führten Bezeichnung  ist  dann 

[0   1  •••  V— Ij 


MO 


Q 


V 


Das  System  (36)  besitzt  die  besondere  Beschaffenheit,  dass 

und  ferner 

a  =  0 ,     a  =  0 ,     ■  '  •     a        =0: 

•V  — l,'''z  — 1  '  *'z  — 2,*;«  — 2  '  Ht,  *0 

■diese  bewirkt  das  Bestehen  der  folgenden  identischen  Gleichung: 
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(38) 


+  1 


('■•■• 

k 

+  1  • 

s^ 

s 

+  1  • 

s 

=  0  1 

^.-2-1 


/  u   i a.  —  i 

V     12 

•-_.-l|K-r  •• 

•^Vi      iU.-i  +  i- 

ist.     Das  System  (0)  ist  miuclestens  vom  Rauge  s^  —  x,  da 


l---5„ 


{,■  =  1,2,- --y.), 


0     ^0    ^1 


es  kann  aber  auch  von  höherem  Range  sein.  Die  ans  den  Elementen 
des  Systems  (0)  gebildete  Determinante  s^,*"  Ordnung,  die  selbst  durch 
(0)  zu  bezeichnen  sein  "svird,  ist  jedenfalls  gleich  Null;  unter  ihren 
Subdeterminanten  (s^  —  1)*"  Ordnung  kann  nur 

von  Null  verschieden  sein.     Ist  dies  der  Fall,  d.  h.  ist 


.1  +  1 


+  0, 


so  ist  (0)  vom  Range  5^ —  1;  damit  dann  g^(r_)  von  Null  verschieden 
sei,  ist  also  noth wendig  und  hinreichend,  dass  sämmtliche  Determi- 
nanten s^j'"  Ordnung  des  Systems  (37)  verschwinden.  Unter  diesen 
letzteren  könnte  nur 

von  Null  verschieden  sein-,  soll  auch  diese  Determinante  verschwinden, 
so  muss  demnach 

/.,^_^(0  =  o 

sein,  diese  letztere  Bedingung  ist  also,  falls  (0)  vom  Range  s^  —  1  ist, 
nothwendig  und  hinreichend  dafür,  dass   </y(*'J  =h  ^  ^®i-     ^^^ 

1 

'  =0, 


SO  sind  alle  Subdoterminunten  (s^  —  l)'"''  Ordnung  von  (0)  gleich  Null, 
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dieses  System  wird  also  vom  Range  s^^  —  2  sein,  wenn  die  darin  ent- 
haltene Determinante  (s^  —  2)'*''  Ordnung 

0  s.       s 


nicht  verschwindet.     Setzen  wir 

A  =  \_,  +  l,s,^,  +  i  ■  •  ■  \_,_i-l,.,_,_i-l  (^  =  0,1,....-!), 

\S        .  •••    5„  —  11 

2:,=       ''-'  '•  (,:=l,V...-i), 

|'^^.-,  +  l---o  I 

so  lässt  sich  jene  Determinante  (s^j  —  2)'''''  Ordnung  in  der  Form 

darstellen,  und  es  ist  also  (0)  vom  Range  s^  —  2,  wenn 

ist.  Damit  dann  das  ganze  System  (37)  vom  selben  Range  sei,  müssen 
alle  Subdeterminanten  (s^ —  1)'®'  Ordnung  der  Determinanten  (1),  (2),-  •  •  (s) 
verschwinden.      Also  ist  hierzu  nothwendig 


(°l:)-K-^M.-,'^-^-'- 


wo  Ji        (r  )  die  Determinante  bedeutet,  die  aus  Ji        (r  )  entsteht, 

indem  man  Zeile  und  Reihe  s^_^  wegTässt;  d.  h,  aber,  da  Ä^,  2J^  nicht 
verschwinden,  es  ist  nothwendig 

h        (r)  =  0,     h        (r)         =0. 

Aus  der  Form  des  Systems  (37)  ist  nunmehr  leicht  zu  übersehen, 
dass  diese  beiden  Bedingungen  auch  hinreichend  sind;  dieselben  sind 
also,  wenn  (0)  vom  Range  s^  —  2  ist,  nothwendig  und  hinreichend 
dafür,  dass  ^^(r^)  von  Null  verschieden  sei. 

Sei  allo-emein 
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so  folgt  ans  der  Gleichung 

dass  der  Rang  des  Systems  (0)  mindestens  gieicli  s^  —  i  sein  muss. 
Es  handelt  sich  dann  noch  um  die  Aufstellung  von  Bedingungen  dafür, 
dass  der  Rang  des  ganzen  Systems  (37)  mit  dem  Range  des  Systems  (0) 
übereinstimmt.     Aus  den  Gleichungen 

-2    -5.-3    •   •   •    K.-1         ) 

fh  5.-1  K-2-'-  5.-.+ A  =.A^...A.    Ji        (r)        2J., 


•^0^-1^-2  ••-.-,+M_^^        (r)  U. 

WO  ^',,(Oß?--  diejenige  Determinante  bedeutet,  die  entsteht,  wenn 
man  in  /i„(*'J  die  Reihen  und  Zeilen  cc,  ß,  •  •  •  y  wegiässt,  folgt,  dass, 
wenn  die  sämmtlichen  Determinanten  (s^  —  i  -{-  l)**^"^  Ordnung  des  Sy- 
stems (Sjj)  verschwinden  sollen,  jedenfalls  die  Determinanten 


(«     \_,(';),  K,^ß-X_,,  ■  ■  ■  \_,W.,_, 


■'.-,•+1 


gleich  Null  sein  müssen.  Andererseits  ist  leicht  einzusehen,  dass,  unter 
Festhaltung  der  Voraussetzungen  (a),  das  Verschwinden  der  Determi- 
nanten (j3)  stets  hinreichend  ist  dafür,  dass  das  System  (37)  vom  selben 
Range  sei  wie  das  System  (0);  wenn  also  insbesondere  das  System  (0) 
vom  Range  s^j  —  i  ist,  so  sind  diese  hinreichenden  Bedingungen  zu- 
gleich nothwendig. 

Die  Voraussetzungen  (a)  lassen  sich  aber  noch  etwas  anders  dar- 
stellen, wenn  wir  beachten,  dass  wir  in  unserem  Gleichungssysteme 
für  die  Coefficienten  die  Ausdi'ücke 

f^./?)  =4-/9  +  ß)  (,^  =  0,l,2,...a) 

und  folo'lich  die  Beziehungfen 


I 
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«„,,((>  +  ^)  =  /"._/(>  +  A  +  /3)  =  a^  +  ,^^,  +  M 
haben.     Hiernach  ist  nämlich 

{■^i  •  •  •  •'^o~  1] 

1,,.+  1    ...  s^  (  ^o-v^>^^    '^' 

Es  ergiebt  sich  also  das  folgende  Kriterium  dafür  ^  dass  //^  (;■)  einen 
von  Null  vei-schiedenen  Werth  habe. 

Man  bilde  die  Reihe  der  Determinanten 

hat  unter  diesen 

h  (r      ) 

als  erste  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  während 

ist,  so  ist  das  System  (0)  vom  Range  r^^  —  r^  —  ?';  insbesondere 
ist  (0)  vom  Range  r^  —  r^  —  1,  wenn 

h  (r     ,)  +  0. 

'■0"~'"z— 1      5^—1^     ' 

Ergiebt  sich,  dass  (0)  vom  Range  r^  —  r^  —  i  ist,  so  ist  für 
die  Existenz  einer  zum  Exponenten  r^  gehörigen  Reihe 
g{x,  r_^,  d.  h.  für  ^^ (O  =|=  0,  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  Determinanten 

K  .  (O,     ^'.  .  (O.  .  ;     ■■■, 

^i  _.0-.)  _.       .  _. 

''z — ('      ' y.      '''■  ''y.  —  1      'zi'z  —  2      'z''    ' 'z  —  /+1      'z 

sämmtlich  verschwinden. 
Wenn 

h         (r  )  4=  0 

ist,  so  beachten  wir  die  Gleichung 

^O-'z^^)  =  ^.-X-'z^^^^-'z-l^^  +  ^'-I  -  *'J5 

folglich  ist  in  diesem  Falle  einerseits 

also  das  System  (0)  vom  Range  r   —  r,  —  1,  und  da  andererseits  auch 
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SO  ist  dann  jedenfalls 

d.  h.  es  kann  keine  zum  Exponenten  r^  gehörige  Reihe  geben. 


54.    Aufstellung  der  Hamburg  er 'seh.eii  Untergruppen  im  Falle 
der  Bestimmtheit. 

Wenn  das  angegebene  Kriterium  die  Existenz  einer  zum  Expo- 
nenten r^  gehörigen  Reihe  g  {x,  r J  erkennen  lässt,  so  stellt  dieselbe  für 
I  a;  I  <  jR  ein  Integral 


^.0 = 0  (■«;  o = ^'"'  y,9s^-)^'' 


r  =  0 

unserer  Differentialgleichung  dar.  Dieses  Integral  muss^  da  es  zum 
Exponenten  r    gehört^  durch  die 

^«/^  («  =  0,l,-.x;     ;*  =  0,1,..2„-1), 

homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  darstellbar  sein;  da  aber 
in  den 

der  Coefiicient  von  log  .r  nach  einer  oben  (S.  175)  gemachten  Bemer- 
kung zum  Exponenten  r^  gehört,  so  ist  m^^  eine  homogene  lineare 
Function  der  Integrale 

^  (a  =  0,  1,  ■■■  X  — 1;     /?  =  0,  1,  •■     /Iq,  — 1), 

mit  constanten  Coefficienten,  es  kann  folglich  in  dem  Systeme  der  zur 
Wurzelgruppe  (R)  gehörigen  Integrale  v^  u_^^  an  die  Stelle  von  v,^^ 
gesetzt  werden.  —  Zu  der  grössten  Wurzel  r^  der  Gruppe  (R)  gehört 
allemal  eine  Reihe;  um  die  Anzahl  der  in  Reihenform  darstellbaren 
Integrale  zu  finden,  die  zu  Wurzeln  dieser  Gruppe  als  Exponenten  ge- 
hören, kann  man  das  der  kleinsten  Wurzel  r  ^  entsprechende  Gleichungs- 
system 

{.•  =  1,  2,  ■••,yo) 

betrachten.  Es  muss  dann  nämlich  jede  zu  einer  der  Zahlen  »'o?  ^i,  •  •  *\ 
als  Exponenten  gehörige  Reihe  in  der  Form 

CO 
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darstellbar  sein,  und  umgekelirt  gehört   offenbar  jede  in  dieser  Form 

darstellbare   Reibe    zu  einer  Wurzel   der   Gruppe  (R)  als  Exponenten. 
Bedeutet  also 

%  —  ^  =  \  —  %  —  ^ 
den  Rang  des  Gleicbungssystems  (39),  d.  h.  den  Rang  des  Systems 

SO  besitzt  das  Gleichungssystem  (39)  genau  t  -|-  1  linear  unabhängige 


Eines  dieser  Systeme  ist  wegen 

%J%)=/"o(%  +  '?o)  =  0 
von  der  Form 

^oO;J  =  5^1  (>;J  =  •  ■  •  =  5',„_i(>-,)  =  0,  f/^^{r^)  =  c, 

wo  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  dasselbe  liefert  die  zum  Ex- 
ponenten r^  gehörige  Reihe.    Den  r  -j-  1  linear  unabhängigen  Systemen 

entsprechend    liefern   die   Gleichungen   (39)  für  v  >  ^o    ^  +  1  Werth- 

systeme  der  g^^ ),    wir    erhalten    also   auf  diese  Weise  genau  r -f- 1 

in  Reihenform  darstellbare  Integrale,  und  diese  sind  nothwendig  linear 

unabhängig,    da    ihre    q^  -\-  1    ersten   Coefficienten  linear  unabhängige 

Systeme  bilden.     Wenn  nicht  alle  Wurzeln   der  Gruppe   (R)   einfache 

Wurzeln  der  Gleichung  (7)  sind,  so  muss 

(40)  ,  +  1  <  A^  +  A^  +  .  .  .  +  A^ 

sein,  da  ja  das  allgemeinste  zu  einer  A-fachen  Wurzel  gehörige  Integi-al 

den  log  X  mindestens  zur  .(A  —  1)*°"  Potenz  enthält.     In  diesem  Falle, 

wie  auch  überhaupt,  wenn  che  Ungleichung  (40)  besteht,  muss  es  also 

noch  Integrale  von  der  Form 

v  =  0 

geben,  die  Anzahl  t^ -\-  1  der  linear  unabhängigen  unter  denselben,  so- 
wie die  Exponenten,  zu  denen  sie  gehören,  findet  man  durch  Discussion 
der  sich  aus  den  Gleichungen  (11)  (S.  1(30)  für  m  =  1  ergebenden 
Gleichungssysteme,  denen  die  Coefficienten 

^0.^       9l  (-  =  0,1.2,...) 

genügen  müssen.     Ist 
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was  jedenfalls  stattfinden  muss,  wenn  eine  der  Zahlen  X^,  X^,  ■  ■  ■  X^^ 
grösser  als  Zwei  ist,  so  giebt  es  auch  noch  Integrale  von  der  Form 

x^'  ^  (r/o ,,  +  <Ji ,  log  ^^  +  9^ ,.  log'  ^)  •*'"• 

r  =  ü 

Die  Gleichungen,  denen  die  Coefficienten  derselben  zu  genügen  haben, 
folgen  aus  den  Grieichungen  (11)  für  m  =  2,  ihre  Discussion,  die  auf 
Grand  des  Satzes  über  lineare  Gleichungssysteme  (Nr.  52)  ohne  Schwie- 
rigkeit durchgeführt  werden  kann,  lehii  uns  die  Anzahl  r,  -|-  1  der 
linear  unabhängigen  IntegTale  dieser  Form  sowie  die  Exponenten 
kennen,  zu  denen  sie  gehören.     Ist  auch  noch 

r  +  1  +  ^  +  1  +  r,  +  1<  A^,  +  A^  +  ■  ■  •  +  A,^, 
so  giebt  es  Integrale  von  der  Form 

X''  ^  {9o,  +  <Ju  log-^'  +  ^2v  log'a;  +  g^^  log%)  x, 

r  =  0 

und  auf  diese  Weise  hat  man  fortzufahren,  bis  man  endlich  zu  Inte- 
gralen 

(41)  x^'^(^9,Mx 

r  =  0     \t  =  0 

kommt,  für  welche,  wenn  t,„  -|"  1  die  Anzahl 
unter  ihnen  bezeichnet, 
T+l  +  r,-fl-fr,  +  l-f---  +  r,,^  +  1  =  A,  +  A^  +  •  •  •  -f  A„ 

ist.  Die  so  erhaltenen  X^  -\-  X^  -\-  •  •  •  -\-  X^^  Integrale  sind  auch  sämmt- 
lich  linear  unabhängig  von  einander,  da  ja  eine  lineare  Beziehung 
zwischen  Integi-alen,  die  den  logo;  zu  verschiedenen  Potenzen  enthalten, 
nicht  möglich  ist;  wir  finden  also  auf  di^se  Weise  ein  System  von 
genau  so  vielen  linear  unabhängigen  und  zu  den  Wurzeln  der  Gruppe 
(R)  als  Exponenten  gehörigen  Integralen,  als  die  Grappe  (R)  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichung  (7)  repräsentii-t.  Diese 
Integrale  können  an  Stelle  der  oben  aufgestellten  v^^  als  die  zur 
Wurzeigrappe  (R),  d.  h.  zur  (A^^  +  A^  -f  •  •  •  +  A^^) -fachen  Wurzel  cj^ 
der  Fundamentalgleichung  gehörige  IntegTalgruppe  angesehen  werden. 
Bemerken  wir  dann,  dass  nach  dem  in  der  Nr.  42  (S.  148)  aufgestellten 
Hülfssatze  die  Ausdi-ücke,  die  sich  durch  formale  Differentiation  der 
Integrale  (41)  nach  loga;  ergeben,  auch  wieder  Integrale  der  Differen- 
tialgleichung sind,  so  erkennen  wir,  dass 

sein  muss,  und  die  gleiche  Ueberlegung  lehi-t,  dass  allgemein 


M\ 
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wenn     a  >  /3. 

Damit   ist   die  Eintheihmg   der   zur  Wnrzelgruppe  (R)   gehörigen  Inte- 
gi-algTuppe  in  Untergruppen  vollzogen;  wir  erhalten  nämlich 
T  —  T, ,     t.  —  T„,     •  •  •     T    +1 

1  ■  1  2*  ml 

Untergruppen  von  je  einem,  zwei,  •  •  •  beziehungsweise  (in  -\-  1)  Ele- 
menten. Eine  aus  l  Elementen  bestehende  Untergruppe  enthält  je  ein 
Integral,  in  welchem  der  Logarithmus  bis  zur  nullten,  ersten,  zweiten, 
•  •  •  (l  —  1)**"^  Potenz  ansteigt,  und  wenn 

u^  =  x^\q>^{x)  +  (p^ix)  log.r  -\ h  ^,^^ix)  log  ~'(.v)) 

das  die  höchste  Potenz  von  log  x  enthaltende  Integral  dieser  Unter- 
gruppe bedeutet,  wo  95^^,  (p^,  •  •  •  fpi_^  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
reguläre  Functionen  sind,  so  können  Avir 


c  (log  x) 
=  ;rV  (cp^ix)  +  2<jp^(x)  \ogx  +  •  •  •  +  {l-l)^,^,i:x)  log''' x) 


M„  = 


^^  =  (l~l){l-2)--.2-U>cp^_^{x) 


«     a(iog^/ 

als  die  übrigen  dieser  Untergrappe  angehörigen  Integrale  nehmen. 
Lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x  den  einfachen  Umlauf  U  um 
den  Punkt  x  =  0  vollziehen,  so  ist: 


die  Constanten  Coefficienten  «..  sind  auf  Grund  der  gefundenen  Form 
der  Integrale  leicht  explicite  angebbar.  Bildet  man  entsprechend  den 
verschiedenen  Wurzelgruppen  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
diese  in  Untergrupj)en  gesonderten  Integralgi-uppen  und  bestimmt  die 
Coefficienten  der  Substitution,  die  das  so  entstehende  Fundamentalsystem 
beim  Umlaufe   U  erfährt,  so  erkennt  man,  dass  die  Zahlen 

T+1,     r^  +  1,     •••     r,^+l 
mit  den  in   der  Theorie  der  Fundamentalgleichung  gefundeneu  Zahlen 

?oi7  ^027  ■  ■  ■  ?ü;. 7 
die  der  X  =  2.^  -{-  X^  -\-  -  •  -  -\-  A  ^-fachen  Wurzel  a^   der  Fundamental- 
gleichung entsprechen,  identisch  sind.    Wir  finden  also  ein  zum  Punkte 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    I.  13 
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X  =  0  gehöriges  canonisclies  Fundamentalsystein,  dessen  einzelne 
Elemente  zu  den  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
als  Exponenten  gehören  (wir  werden  dasselbe,  wenn  kein  Missverständ- 
niss  zu  befürchten  ist,  als  das  zu  dem  Punkte  x  =  0,  wo  sich  alle  In- 
tegrale bestimmt  verhalten,  gehörige  canonische  Fundamentalsystem 
schlechtweg  bezeichnen).  Und  damit  ist  in  der  That,  wie  wir  be- 
hauptet hatten,  in  dem  Falle,  wo  sich  sämmtliche  Integrale 
der  Differentialgleichung  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  ver- 
halten, alles  das,  was  im  allgemeinen  Falle  mit  Hülfe  der 
Fundamentalgleichung  beziehungsweise  der  zum  Umlaufe  U 
gehörigen  Substitution  geleistet  werden  kann,  durch  die  aus 
den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  in  algebraischer 
Weise  zu  bildenden  Gleichungssysteme,  die  aus  den  Grlei- 
chungen  (11)  hervorgehen,  d.  h.  wie  wir  kurz  sagen  können, 
durch  die  für  die  Reihenentwickelungen  der  Integrale  in  der 
Umgebung  von  x  =  0  bestehenden  Recursionsformeln  und 
durch  die  determinirende  Fundamentalgleichung  geleistet. 


l 

il 


Viertes  Kapitel. 

55.    Das  allgemeinste  zu  einer  Wurzelgruppe  gehörige  Integral  ist 
logarithmenfrei.    Scheinbare  und  ausserwesentliche  singulare  Stellen. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  es  nun  nocli^  den  Fall  zu  be- 
trachten, wo  das  allgemeinste  zu  einer  Wurzel  r  der  Grruppe  (R)  als 
Exponenten  gehörige  Integral  von  Logarithmen  frei,  d.  h.  in  Reihen- 
form darstellbar  wird.  Hierzu  ist  offenbar  erforderlich,  dass  die 
Wurzeln 


einfache  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  seien,  und  wenn  dies  der  Fall  ist, 
hinreichend,  dass  zu  jeder  dieser  Wurzeln  als  Exponenten  ein  in  Reihen- 
form darstellbares  Integral  gehöre.  Da  jedes  solche  Integral  in  der 
Form 


^"^  ^9X0^^' 


enthalten  sein  muss,  so  wird  also  in  diesem  Falle  das  Gleichungssystem 
(36)  für  V  =  1,  2,  •  ■  •  (r^j  —  r_)  oder,  was  dasselbe  ist,  das  System  (37) 
(Nr.  53,  S.  185)  vom  Range 

sein,  folglich  ist  dann  auch  das  System  (0)  von  diesem  Range.  Das 
Kriterium  der  Nr.  53  liefert  also  als  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingungen für  das  Eintreten  dieses  Falles  die  ^^^J"  '  Gleichungen, 
die  durch  das  Verschwinden  der  Determinanten 

(}i  (r),li  (r)  ,     •  •  • 

(a  =  1,  2,  •  •  ■  x) 

dargestellt  werden.  In  dieser  Form  hat  zuerst  Herr  Heffter  diese 
Bedingungen  aufgestellt,  und  ihre  Identitäb  mit  den  von  Herrn  Fro- 
benius  gegebenen  Bedingungen 

13* 
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'^_.-,.„w=o,  '';._.-.. (0=0,  •■•  <i:iw=o 

(a  =  l,  2,  •••z), 
WO 

gesetzt  wurde,  uacligewiesen. 

Wenu  insbesondere  alle  ^  -f-  1  Wurzeln  der  Gruppe  (R)  einfaclie 

Wurzeln  von  (7),  und  die  ^     J~      Bedingningen  (42)  für  a  =  l,2,  ■   ■  ^ 

erfüllt  sind,  so  sind  die  sämmtlichen  Integrale,  die  der  Wurzelgi-uppe 
(R)  entsprechen,  von  Logaritlimen  frei,  also  in  Reihenform  darstellbar, 

und  umgekekrt  sind  diese         J~       Bedingungen    hierfür    auch    noth- 

wendig.  Dieselben  stimmen  dann  bis  auf  die  Bezeichnung  mit  den 
Bedingningen  überein,  die  Herr  Fuchs  für  das  Eintreten  dieses  Falles 
in  der  zweiten  seiner  grundlegenden  Arbeiten  aufgestellt  hat. 

Von  besonderem  Interesse  ist  noch  der  Fall,  wo  die  sämmtlichen 
n  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  (7)  eine  einzige 
Gruppe  bilden,  d.  h.  sich  nui*  um  ganze  Zahlen  von  einander  unter- 
scheiden, ohne  dass  aber  irgend  zwei  dieser  Wurzeln  einander  gleich 
wären.  Seien  diese  Wui-zeln  der  Grösse  ikrer  realen  Theile  nach  ge- 
ordnet 

\^    **!.    •••    ^-1. 

SO  sind,  damit  die  sämmtlichen  zu  denselben  als  Exponenten  gehörigen 
IntegTale    von  Logarithmen    frei    seien,    die  ^^ — -  Bedingungen   er- 

forderlich und  him*eichend,  die  durch  die  Gleichungen  (42)  für 
o:  =  1,  2,  ■••?*-=—  1  dargestellt  werden.  Sind  diese  erfüUt,  so  hat  das 
zum  Punkte  a;  =  0  gehörige  canonische  Fundamentalsystem,  dessen 
Elemente  zu  den  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
gehören,  die  Gestalt: 

M^  =  a;'"~^9)^(a;)  (z=i,2,  •••«), 

wo  (p  (x)  in  der  Umgebung  von  a;  =  0  in  eine  gewöhnliche  Potenz- 
reihe entwickelbar  ist,  die  mit  der  (>'^_^  —  *'„_i)*'"'  Potenz  von  x  be- 
ginnt.    Die  Quotienten 


verhalten  sich  also  in  der  Umgebung  von  x  =  0  regulär;  man  nennt 
in  diesem  Falle  den  Punkt  a;  =  0  einen  scheinbar  singulären 
Pvinkt  der  Differentialgleichung,  weil  es  bei  manchen  Untersuchungen 
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weniger  auf  die  Integrale  selbst,  als  auf  die  Quotienten  derselben  an- 
kommt. Damit  der  Punkt  x  =  0  ein  scheinbar  singulärer  Punkt  sei, 
ist  also  erforderlieh  und  hinreiebend,  dass 

1)  die  n  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  das  giebt  {n  —  1)  Be- 
dingungen, 

2)  dass  die  - — 5-^  Bedingungen  erfüllt  sind,  die  das  Auftreten 
von  Logarithmen  verhindern; 

im  Ganzen  sind  also 

n  {n  -  1)    ,    ,,  _  1  _  (^1  +  2)  (n  -  1) 

2       -r "'      J-  —  2 

Bedingungen  vorhanden. 

Ist  insbesondere  noch  r^_^  eine  nicht  negative  ganze  Zahl,  so  ver- 
halten sich  die  11  lutegi-ale  ^<^,  u,^,  ■  ■  ■  u^^  selbst  und  folglich  alle  Inte- 
grale der  Diflerentialgieichung  in  der  Umgebung  von  x  =  Q  reg-ulär;  in 
diesem  Falle  sagt  man  mit  Herrn  Weierstrass,  der  Punkt  x  =  0  sei 
ein  ausserwesentlich  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung, 
wenn  er  kein  regulärer  Punkt  derselben  ist.  Im  Gegensatze  hierzu  be- 
zeichnet man  einen  singulären  Punkt  der  Differentialgleichung,  der  für 
die  Integrale  ein  wirklicher  Unstetigkeits-  oder  Verzweigimgspunkt  ist, 
als  einen  wesentlichen  singulären  Punkt. 


56.    Exponenten,  zu  denen  die  Elemente  des  dnrcli  das  Eeductions- 
verfakren  erhaltenen  Fundamentalsystems  gehören. 

Um  die  Fälle,  wo  der  Punkt  x  ==  0  wesentlich  oder  ausserwesent- 
lich  singulärer  oder  reg-ulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  ist,  genau 
von  einander  scheiden  zu  können,  wollen  wir  auf  die  bereits  in  der 
Nr.  46  (S.  162)  berührte,  aber  noch  nicht  erledigte  Frage,  nach  der 
Beziehung  der  Exponenten,  zu  denen  die  Elemente  des  durch  das  Sub- 
stitutionsverfahren in  der  Nr.  43  (S.  150  ff.)  erlangten  Fundamentalsystems 
gehören,  zu  den  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
eingehen. 

Es  seien 

'^v  '^v  ■■■  ^n 

die  der  Grösse  ihrer  realen  Theile  nach  geordneten  Wurzeln  der  deter- 
minirenden Fundamentalgleichung  (7)  der  gegebenen  Differentialglei- 
chung (E).  Zu  der  ihrem  realen  Theile  nach  grössten  Wurzel  r^  als 
Exponenten  gehört  dann  jedenfalls  ein  in  Reihenform  darstellbares 
Integral 
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qp  (x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =^  0  reguläre  Function.    Setzen  wir 

y  =  Uj^  I  zdx 

in  die  Difierentialgleieliung  (E)  ein,  so  genügt  z  der  linearen  homo- 
genen Differentialgieicliung  {ii  —  1)*®''  Ordnung 

deren  Coefficienten  sich  in  der  Umgebung  von  ::t'  =  0  wie  rationale 
Functionen  und  deren  sämmtliche  Integrale  sich  in  diesem  Punkte  be- 
stimmt verhalten.  Denken  wir  uns  Q{/)  =  0  auf  die  Normalform 
gebracht,  also 

so  ist  (vergl.  Nr.  18,  S.  48) 

QM  =  «,_,^-'-'  ^  +  (« -  ^)..y---~  p.-M +■■■ 

+  PM- 

Die  determinirende  Function  von  (?  =  0  lautet 

9^0  (?)  =  ^  QA^)  ?  (?  - 1)  •  •  •  (p  -  ^  +  1)  +  QM,  Q.-i  =  1. 

z  =  l 

und  wie  eine  leichte  Rechnung  ergiebt,  ist 

Folglich  sind 

f\  — r,  — ^  1 ,     i\  —  r,  —  1 ,     •  •  ■     r   —  r,  —  1 

217317  ?il 

die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalsieichuno: 

der  Differentialgleichung  ^  =  0,  und  zwar  sind  sie  in  der  angegebenen 
Reihenfolge  schon  so  geordnet,  dass  der  reale  Theil  jeder  folgenden 
nicht  grösser  ist  als  der  reale  Theil  irgend  einer  vorhergehenden.  Es 
gehört  folglich  zum  Exponenten  r,  —  r^  —  1  ein  in  der  Umgebung 
von  X  =  0  in  Reihenform  darstellbares  Integral 
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Setzen  wir  wieder 


V   fu, 


in  die  Differentialgleichung  ^  =  0  ein,  so  ergiebt  sicli  für  u  eine  Dif- 
ferentialgleichung (n  —  2)*^^  Ordnung,  E  (u)  =  0,  die  aus  ^  =  0  ebenso 
hervorgeht,  wie  diese  aus  (E);  es  verhalten  sich  also  alle  Integrale  von 
jR  =  0  im  Punkte  ^  =  0  bestimmt,  und  die  Coefficienten  dieser  Diffe- 
rentialgleichung in  eben  diesem  Punkte  wie  rationale  Functionen.  Die 
determinirende  Function  von  J?  =  0  hat  die  Form 

^0(9)  =  ^9^0(9  -^r.^  —  r,  +  2), 
die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 

sind  also,  der  Grösse  ihrer  realen  Theile  nach  geordnet. 

Folglich  gehört  ein  in  der  Umgebung  von  x  =^  0  von  Logarithmen 
freies  Integral  von  ii  =  0   zum   Exponenten  r^  —  r^  —  1.     Sei  dieses 

v^  =  x'-'-^-'<p^(x),         93(0) +  0, 

dann  machen  wir  in  jR  =  0  wieder  die  Substitution 


./ 


tdx 


und  fahren  so  fort,  indem  wir  die  v_  immer  als  die  zu  der  in  ihrem 
realen  Theile  grössten  Wurzel  der  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungen der  successive  gebildeten  Differentialgleichungen  (n  —  %-{- 1)*^"" 
Ordnung  als  Exponenten  gehörigen  von  Logarithmen  freien  Integrale 
wählen.  Dann  gehört,  wie  man  leicht  übersieht,  v_^  zum  ^Exponenten 
r^  —  ^'x— 1  —  ^  ^^^^"  ^  =  2,  o,  •  •  •  n,  und  wenn  wir  die  Integrale 

u^  =  Uj^  I  v^  clx  I  v.^  dx  ■  ■  ■  I  v,^dx  {>t  =  2, 3,  ■  •  • «) 

der  Differentialgleichung  (E)  bildeu,  so  gehört  u_  zufolge  der  Sätze  3 
and  1  der  Nr.  40  (vergi.  Nr.  43,  S.  151)  zum  Exponenten  r^,  d.  h. 
wir  erhalten  durch  unser  Substitutionsverfahren  in  der  That 
ein  Fundamentalsystem  u^,  u^,  •  •  •  it^^  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung (E),  dessen  Elemente  zu  den  n  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichung  gehören.  Die  De- 
teiTuinante 

B(u^,u^^,  •  •  •  wj  =  C  ■  e  ^        *  , 
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C  eine  Constante,  gehört  folglicli,  wie  in  der  Nr.  43  (S.  152)  gezeigt 

wurde,  znm  Exponenten 

"^      n(n  —  1) 

^*«  2        ' 

WO  also  jetzt  r  ,  r^,  •  •  •  r^  die  Wurzeln  der  detenninirenden  Funda- 
mentalgleichung bedeuten.  Dieses  Resultat  ergiebt  sich  auch  direct, 
wenn  wir  beachten,  dass  der  Coefficient  von  ^"— ^  in  der  detenninirenden 
Fundamentalgleichung  (7)  den  Wei-th 


besitzt. 

57.    Kriterien  für  die  ausserwesentlichen  singulären  Stellen. 

Die   Differentialgleichung,    der   die   Ableitungen   der   Integrale    einer 

gegebenen  Differentialgleichung  genügen. 

Es  sei  nun  x  =  0  ein  Punkt,  in  dessen  Umgebung  sich  sämmt- 
liche  Integrale  der  Differentialgleichung  (A)  regiüär  verhalten,  dann 
verhalten  sich  dieselben  also  in  a;  =  0  bestimmt,  und  wenn  y^,  ij^,  ■■■  y^ 
ein  Fundamentalsystem  bedeutet,  so  erkennt  man  aus  der  Foim 

in  che  sich  (A)  setzen  lässt,  dass  die  Coefficienten  x\,  p^  ■  ■  ■  p^  von  (A) 
in  der  Umgebung  von  x  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen  be- 
sitzen. Folglich  ist  x  =  0  für  diese  Differentialgleichung  entweder 
ausserwesentlich  singulärer  oder  regulärer  Punkt,  je  nachdem  nämlich 
die  2^  ,  P9}  ■  ■  ■  P  f^^  X  =  0  unendlich  werden  oder  nicht.  Da  aber 
(vergl.  S"  52) 

P     =( 1)      -^ {y.=  l,2,-n) 

ist,  und  zufolge  der  über  die  Integrale  von  (A)  gemachten  Voraus- 
setzung die  Functionen 

^(!/i;   2/2;    ■•  ■  2/„)>      ^.(?/i7   ^27    ■  •  •  y^  (^  =  l>2,...«) 

sich  in  der  Umgebung  von  ic  =  0  regulär  verhalten,  so  können  einige 
der  p.   nur  dann  unendlich  werden,  wenn  die  Determinante 

^(?/i,  2/2.  •  •  •  2/J 
für    x  =  0    verschwindet;    umgekehrt,    wenn    diese    Determinante    für 
^  =  0  verschwindet,  so  ist  jedenfalls 

d\ogD(y^,  2/2,  ■•■  y,;) 
l\-=(-^) dx 
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für  ^  =  0  uuencllicli,  d.  h.  wenn  x  =  0  ausserwesentlich  sin- 
gulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  ist,  so  verschwindet 
die  Determinante  jedes  Fundamentalsystems  für  x  =  0. 

Dies  macht  den  charakteristischen  Unterschied  zwischen  einem 
ausserwesentlich  singulären  und  einem  regulären  Punkte  der  Differential- 
gleichung aus,  denn  in  einem  regulären  Punkte  kann  ja  bekanntlich 
die  Determinante  eines  Fundamentalsystems  niemals  verschwinden. 
Dieser  Unterschied  lässt  sich  aber  auf  Grund  des  vorhin  gefundenen 
Satzes  über  den  Exponenten,  zu  dem  die  Determinante  eines  Funda- 
mentalsystems gehört,  noch  etwas  anders  darstellen.  Unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  haben  die  Coefficienten p^,p^,  •••  p  die  Form (D), 
und  die  determinirende  Fundamentalgleichung  hat  n  verschiedene,  ganz- 
zahlige nicht  negative  Wurzeln;  seien  diese  der  Grösse  nach  geordnet 
n,  r,,  •  •  •  r  , 


dann  ist  also 

*-„^0,     r_^^n  —  ')c          (y. 

Da  D(SI„  y,,  ■ 

■  ■  ijj  zum  Exponenten 

^    «                 2 

gehört,  so  wird  diese  Determinante  dann  und  nur  dann  für  x  =  0 
verschwinden,  wenn 

soll  also  x=0  ein  regulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  sein,  so  muss 
r^  =  n  —  1,     r,^  =  n  —  2,  •  •  • ,  r ^  =  0 

sein.  Umgekehrt  ist  dies  auch  stets  der  Fall,  wenn  x  =  0  ein  regulärer 
Punkt  der  Differentialgleichung  ist,  da  alsdann  für  die  Normalform  (E) 
die  Entwickelung  von 

P  (.£) 

ii  —  >c\    / 

nach  Potenzen  von  x  mit  der  k^^'^  oder  einer  noch  höheren  Potenz 
beginnen  muss,  so  dass  also  die  determinirende  Fundamentalgleichung, 
wenn  x  =  0  ein  regulärer  Punkt  ist,  die  Form  hat 

Also  dann  und  nur  dann,  wenn  unter  der  über  die  Integrale 
der  Differentialgleichung  (A)  gemachten  Voraussetzung  die 
Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  mit  den 
Zahlen  0,  1,  ■  •  •  w  —  1  übereinstimmen,  ist  x  =  0  ein  regulärer 
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Punkt   von  (A);   anderenfalls   ist   es   ein  ausserwesentlich  sin- 
gulärer  Punkt,  und  dann  ist  stets  für  die  Normalform  (E): 

i'._,(o)='-^~-'-2''-»<o- 

«=1 
Daraus  dass,  wenn  x  =  0  ein  ausserwesentlicher  singulärer  Punkt 
der  Differentialgleichung  ist,  in  demselben  die  Determinante  jedes  Funda- 
mentalsystems verscliwinden  muss,  folgt,  dass  es  im  Allgemeinen  nicht 
möglich  ist  ein  Integral  y  der  Differentialgleichung  zu  finden,  welches 
mit  seinen  {n  —  1)  ersten  Ableitungen  im  Punkte  ä;  =  0  die  will- 
kürlich vorgeschriebenen  Werthe  &^,  &,,,  •  •  •  h^^_^  annimmt.  Denn 
bedeutet 

[Uy.i-^^]  (^  =  1,2,...») 

ein  Fundamentalsystem,  so  sind  in 

die  Constanten  c,,  ■  ■  ■  c    so  zu  bestimmen,  dass 


■■^^vjTio) 


0^  =  ^'C?/,    (U)  (>j=o,  1,  ■•■«)■ 

Wenn  x  =  0  ein  regulärer  Punkt  ist,  so  lassen  sich  diese  n  Gleichungen 
für  willkürliche  h^,  h,,  ■  ■  •  h  ,  durch  ein  wohlbestimmtes  System  end- 
lieber  Werthe  der  c^,  •  ■  ■  c^^  befriedigen,  da  in  diesem  Falle  die  De- 
terminante 

i  yi'>(o)  I  =  [D{,j^,  9,,  ■  ■  ■  !,,)]„,     (,!;,%';:,  r;-"') 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat;  ist  dagegen  *'  =  0  ausser- 
wesentlich singulärer  Punkt,  so  ist  diese  Determinante  gleich  Null. 
Damit  also  die  angegebenen  Gleichungen  eine  Auflösung  zulassen,  d.  h. 
damit  die  h^,  6^,  •  •  •  h^^  die  Werthe  eines  Integrals  und  seiner  (n  —  1) 
ersten  Ableitungen  im  ausserwesentlich  singulären  Punkte  x  =  0  dar- 
stellen können,  müssen  die  5^,  h^,  ■  ■  •  h^^  eine  lineare  homogene  Rela- 
tion erfüllen. 

Wir  bemerken,  dass  wir  im  Folgenden  oft  auch  von  dem  zu  einem 
regulären  Punkte  x  =  0  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme, 
welches  zu  den  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
gehört,  sprechen  werden.  Darunter  ist  dann  einfach  ein  System  von 
n  gewöhnlichen  Potenzreihen  von  x  zu  verstehen,  die  der  Differential- 
gleichung genügen,  und  beziehungsweise  mit  der  0*^",  1*"",  ■  ■  ■  {n  —  l)^'"" 
Potenz  von  x  beginnen.  Die  Anfangsbedingungen  dieses  Fundamental- 
systems y^,  y^,  •  •  •  y^^j  d.  h.  also  die  Werthe  der  y,^  und  ihre  (»  —  1) 
ersten  Ableitungen  für  x  =  0,  bilden  dann  das  Schema 
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^1 

0   • 

••  0 

0 

c.,  ■ 

•  0 

0 

0   ■ 

•  c 

c^,  c^,  •  ■  ■  e^^  willkürliclie  von  Null  verschiedene  Constanten. 

Die  Kriterien  dafür,  dass  x  =  0  ansserwesentlich  singulärer  Punkt 
ist,  können  wir  nunmehr  wie  folgt  zusammenfassen:  es  muss 

1.  in  der  Normalform  (E)  P/a;)  =  1  und  P^_^(0)  eine  negative 
ganze  Zahl  sein, 

2.  die  Wurzeln  ;\,  r,,  •  •  •  r  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichung  (7)  müssen  von  einander  verschiedene  nicht  negative  ganze 
Zahlen  sein, 

o  ••  J-         **('^ 1)     T»      T 

o.  es  müssen  die  -^-^ — -  Isedingungen 

^.^_,.^(0.„_i-,„,...,.^  +  l-;-„  (,*<«;     «  =  2,3,...») 

erfüllt  sein,  die  das  Auftreten  von  Logarithmen  in  den  Entwickelungen 
der  Integrale  verhindern. 

Diese  sub  3  angeführten  Bedingungen  lassen  sich  durch  andere 
ersetzen,  die  in  manchen  Fällen  brauchbarer  sind  als  jene.  Nehmen 
wir  an,  die  Bedingimgen  1  und  2  seien  erfüllt,  dann  können  in  den 
Entwickelungen  des  zu  x  =  0  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems noch  Logarithmen  auftreten.  Bedeutet  r^  die  grösste  Wurzel 
der  determinirenden  Fundamentalgleichung,  so  gehören  die  Ableitungen 
spätestens  der  (r^  -\-  ly^"-  Ordnung^  eines  mit  Logarithmen  behafteten 
Elementes  dieses  canonischen  Fundamentalsystems  zu  negativen  Expo- 
nenten, während  die  sämmtlichen  Ableitungen  eines  von  Logarithmen 
freien  Elementes  stets  zu  positiven  Exponenten  gehören.  Bildet  man 
also  diejenige  Diiferentialgleichung,  der  die  s*®°  Ableitungen  der  sämmt- 
lichen Integrale  der  Differentialgleichung  (E)  und  nur  diese  genügen, 
so  verhalten  sich  aUe  Integrale  dieser  Differentialgleichung  im  Punkte 
X  =  0  bestimmt,  dieselbe  hat  also  die  Gestalt 

(E.,)  ^•"'/"'  -f  Q,,^_^(^£"-'^"'-'^  +  •  •  •  +  Q,^r)z  =  0-, 

wählt  man  s  =  r^-\-l,  so  sind  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (E)  mit  Logarithmen  behaftet  oder  nicht,  d.  h.  der 
Punkt  x  =  0  ist  wesentliche  oder  ausserwesentliche  singulare 
Stelle  dieser  Differentialgleichung,  je  nachdem  die  determi- 
nirende  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (E,) 
negative  Wurzeln  enthält  oder  nicht. 

Es  ist  also  nur  noch  ein  Verfahren  anzugeben,  welches  lehrt,  wie 
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man    diejenige   Differentialgleichung    finden    kann,    der    die  s*'°    Ablei- 
tungen der  Integi-ale  einer  Differentialgleicliuug 
(A)  i)o2/'"^+iv/"'^  +  ---+i^.^  =  0, 

und  nur  diese  genügen. 

Differentüi-t  man  die  Gleichung  (A)  s-mal  nach  x  und  elimiuirt 
aus  den  so  entstehenden  Gleichungen  und  (A)  die  Grössen 

/  (>•— 1) 

y,  y ,  ■■■  y      , 

so  erhält  man  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  n*"  Ord- 
nung für 

^  =  y  , 

(he  durch  die  .5**"^  Ableitungen  der  Integi-ale  von  (A)  befriedigt  wird. 
Bedeutet  y^,y.„---  ?/„  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (A), 
so  genügen 

(43)  ?/^  ^J;\  ■  ■  ■  y':' 

jener  Differentialgleichung  n^^''  Ordnung  für  2,  sind  diese  n  Ausdrücke 
linear  unabhängig,  so  bilden  sie  ein  Fundamentalsystem  der  genannten 
Differentialgleichung  und  in  diesem  Falle  wird  dieselbe  auch  nur  durch 
die  6-*'"'  Ableitungen  der  Integrale  von  (A)  befriedigt.  Dies  ist  aber 
nicht  immer  der  Fall,  denn  wenn  z.  B. 

f(x)  =  c^y^  +  c,y.^  -\ h  cjj^ 

eine  Lösung  von  (A)  darstellt,  die  eine  ganze  rationale  Function  von 
X  Ton  niedrigerem  als  dem  s*^"^  Grade  ist,  so  wäre 

^y'  +  ^d'  +  ---  +  <^J^  =  ^, 

d.  h.  es  bestünde  zwischen  den  Ausdi-ücken  (43)  eine  homogene  lineare 
Beziehung  mit  constanten  Coefficienten. 

Um  die  Differentialgleichung  (E,),  der  die  s*^°  Ableitungen  der 
Integrale  von  (A)  und  nur  diese  genügen,  herzustellen,  verfährt  man  nun 
folgendennassen.  Es  sei  unter  den  Coefficienten  von  (A)  p^_^  der 
letzte  der  nicht  identisch  verschwindet,  so  dass  also  alle  folgenden 
Coefficienten  (wenn  A  >  0)  jj^^_^  ,  ^,  •  •  •  2^,i  identisch  Xull  sind.  Setzt 
man  dann 

y    = «; 

so  genügt.  H  der  Differentialgleichung 

(44)  i9„H^"-^-^  +  p,ti^"-'-'^  +  •  •  ■  +  i)_,  u  =  0-, 

sei  Mj,  My,  •  •  •  w,j_;  ein  Fundamentalsystem  dieser  Differentialgleichung. 
Die  Ausdrücke 


i 


dx- 
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die  durch  A-mal  wiederholte  IntesTation  aus  den  u  hervorgehen,  are- 
nügen    der    Differentialgleichung  (A),    es   lassen    sich    folglich    die    ii^ 

selbst  durch 

W      ß)  ß) 

Vi  >  y\\  ■■■  yJ 

linear  homogen  mit  constanten  Coefficienten  darstellen,  d.  h.  der 
Differentialgleichung  (44)  genügen  die  l^*^^  Ableitungen  der 
Integrale  von  (A)  und  nur  diese. 

Dividirt  man  (44)  durch  p^^_^,  differentiirt  und  setzt 

V  =  u', 
so  erhält  man  eine  Differentialgleichung 
(45)  q/"-'^  +  q,v^''-'-''  +  ■  •  ■  +  q^,_,v  =  0, 

me  durch 

V      =^  U'  (a  =  l,  2,  ■■■«  — i) 

a  a 

befriedigt  wird.  Diese  n  —  l  Integrale  sind  aber  auch  linear  unab- 
hängig, denn  aus  einer  Relation 

mit  constanten  c^,  ■  •  •  c^_^  würde  durch  Integration  folgen 

WO  C  eine  Constante  bedeutet,  die  von  Null  verschieden  sein  muss,  da 
^u  •  ■  ■  **„— ^  ®i^  Fundamentalsystem  von  (44)  bilden.  Diese  letztere 
Gleichung  besässe  also  ein  nicht  verschwindendes  constantes  Integral, 
was  wegen 

P.^.  +  O 
ausgeschlossen   ist;  der   Gleichung  (45)  genügen  somit  die  ersten  Ab- 
leitungen der  Integrale  von  (44),  d.  h.  die  (A  -f-  1)*^^  Ableitungen  der 
Integrale  von  (A)  und  nur  diese. 

Dividirt  man  also  die  gegebene  Differentialgleichung  (A) 
durch  den  Coefficienten  der  niedrigsten  in  ihr  wirklich  auf- 
tretenden Ableitung,  differentiirt  die  so  erhaltene  Gleichung, 
wendet  auf  diese  dasselbe  Verfahren  an,  und  setzt  dies  so 
lange  fort  bis  man  eine  Differentialgleichung  erhält,  in  der 
die  niedrigste  der  wirklich  in  ihr  vorkommenden  Ableitungen 
von  gleicher  oder  höherer  Ordnung  ist  wie  ^W,  so  ist  diese 
Differentialgleichung  die  gesuchte  (E,.). 


Fünftes  Kapitel. 

58.    Die  niclit  homogene  Differentialgleichung  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  der  Bestimmtheit. 

Es  werde   nunmehr   noch   der  Fall   einer   nicht   homogenen   Diffe- 
rentialgleichung .  # 

(1)  PO/)=iK''^0 

betrachtet,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  reducirte  Differential- 
gleichung 

(E)  F{y)  =  xP^x),}'"  +  •  •  •  +  P,{^)y  =  0 

die  Normalfonn  besitzt,  und  dass  sich  P^,  P  _^,  ■■  ■  P^  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  x  =  0  regulär  verhalten.  Wir  sagen  dann,  dass 
auch  die  nicht  homogene  Differentialgleichung  die  Normalform  habe, 
und  bemerken,  dass  sich  eine  nicht  homogene  Differentialgleichung 

(1)  2/^"^  +  ih(^)y'"~''  +  •  •  •  +  pS^)p  =  P{^) , 

in  der  i\(a;),  •  •  •  P^^x)  in  der  Umgebung  von  a;  =  0  den  Charakter 
rationaler  Functionen  haben,  stets  auf  diese  Form  bringen  lässt,  indem 
man  dieselbe  mit  einer  in  der  Umgebung  von  x=  0  regulären  Func- 
tion und  mit  einer  geeigneten  Potenz  von  x  multiplicirt.  Damit  die 
sämmtlichen  Integrale  von  (E)  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  seien,  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass 

^,„(0)4=0. 

Dies  möge  der  Fall  sein,  wir  fragen  nach  der  Beschaffenheit  von  p{x), 
wenn  sich  auch  sämmtliche  Lösungen  von  (1)  im  Punkte  x  =  0  be- 
stimmt verhalten  sollen.  Die  Integrale  der  homogenen  Differential- 
gleichung {n  -j-  1)'"'"  Ordnung 

(2)  p'^-i/'^=0 

^  ^         .  dx        -^   dx 

sind,  wie  in  der  Nr.  26  (S.  80)  gezeigt  wurde,  entweder  Lösungen  von  (E) 
oder,  abgesehen  von  constanten  Factoren,  Lösungen  von  (1);  sollen 
also    die    sämmtlichen  Lösungen    von   (1)   und   (E)   im   Punkte   Jt;  =  0 
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bestimmt  sein,  so  muss  das  Gleiche  von  den  Lösungen  der  Differential- 
gleichung (2)  gelten.  Diese  Differentialgleichung  lässt  sich  durch 
Multiplication  mit 

1 
p{x) 
in  die  Form  setzen 

(3)  ii{y)  =  ^./i^/^)/\ 

wo 

BJx)  =  P  __Xx)  +  xP  (.r)  +  xP;(x)  -  a;P»  ^^"^^^^^ 


(-t) 


dx 


^:(*)  = 


rfa; 


Die  Integrale  von  (3)  werden  also  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  sein, 
wenn  sich  B^^ipc),  R^^_^{x),  ■■■  B^(x)  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
regiilär  verhalten.  Für  x  ^=  n  ergiebt  sich  unter  dieser  Annahme 
aus  (4) 

d  log  Pix)  ^^n  —  K-X  —  '>^K  —  ^K 

dx  xP^^  ' 

also  haben  wir,  da  P,^(0)  =|=  0  ist,  wenn  wir  nach  x  entwickeln, 

und  folglich 

(5)  j9(a;)  =  a'"  •n{x),     jr(0)  =|=  0, 

wo  fi  eine  Constante,  7t  (x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre 
Function  bedeutet.  Hat  umgekehrt  j3  (ic)  diese  Form,  so  sind  die  Coeffi- 
cienten  P^  der  Differentialgleichung  (3)  in  der  Umgebung  von  rr  =  0 
regulär.     Wir  haben  also  den  folgenden  Satz: 

Wenn  in  der  nicht  homogenen  Differentialgleichung  (I) 
die  Coefficienten  der  reducirten  Gleichung  und  die  loga- 
rithmische Ableitung  des  von  y  unabhängigen  Gliedes  in  der 
Umgebung  von  x  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen 
haben,  und  es  sollen  sich  sowohl  die  Integrale  der  reducirten 
Differentialgleichung,  wie  auch  die  der  completten  im  Punkte 
x  =  0  bestimmt  verhalten,  so  muss  in  der  Normalform  P^^(0)=j=0 
und  j^j(a;)  von  der  Form  (5)  sein,  oder  wenn  der  Coefficient 
der  höchsten  Ableitung  gleich  Eins  gemacht  wird,  so  müssen 
Pi{^)j  ■  ■  ■  i*„(*')  ^^®  Form  (D),  ^^(a;)  die  Form  (5)  haben.  Diese 
Bedinguuffen  sind  zucjleich  hinreichend. 
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Wir  macheu  von  diesem  Satze  gleich  eine  Auweudriug  auf  die  nicht 
homogene  Differentialgleichung  (14),  Nr.  46  (S.  163),  der  die  Reihe  y{x,  q) 
für  unbestimmtes  q  genügi,  wenn  die  Coefficienten  derselben  gemäss 
den  Gleichungen  (13)  (ebenda)  bestimmt  werden.     In  diesem  Falle  ist 

also  von  der  Form  (5),  d.  h.  die  Integrale  jener  nicht  homogenen 
Difierentialgleichung  sind  im  Punkte  x  =  0  bestimmt.  Bilden  wir  die 
der  Gleichung  (3)  analoge  homogene  Gleichung  (« -{- 1  )**'''  Ordnung,  so  ist 

(>f  =  l,  2,  ••■  n), 

R^ix)      =xP^(x)-qP^^(x), 
folglich  lautet  die  determiuirende  Fundamentalgleichung  von  (3) 

'^\(O)6(0  -  1)  .  .  .  (6  -  K  -^  1)  =  0, 

oder  nach  leichter  Umformung 

{6  -  q)^P,{0)  <(?  -  1)  •  ■  •  ((J  -  X  +  1)  =  ((?  -  Q)f^ia)  =  0. 

y.  =  0 

Die  zur  Differentialgleichung 

(E)  x^-,PW  =  0 

gehörige   determiuirende  Fundamentalgleichung  besitzt  also 
neben   der  Wurzel  q   die  sämmtlichen  Wurzeln  der  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung  von  (E)  zu  Wurzeln. 
Mit  Hülfe  dieser,  der  Gleichung  (E)  durch  die  Substitution 
y  =  g{x,  q) 
zugeordneten   Gleichung  (E)    hat  Herr  Fuchs    eine  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung    dafür  entwickelt,    dass   die   zu  einer  Wurzel- 
gruppe der  Gleichung  /!,(())  =  0  gehörige  Integralgruppe  von  (E)  mit 
Logarithmen  behaftet  ist  oder  nicht. 

;)9.    Die  Integrale  einer  homogenen  Differentialgleicliung  in  der 

Umgebung   des  nnendlich.  fernen  Punktes  und   eines   algebraischen 

Windungspunktes. 

Nachdem  auf  diese  Weise  der  FaU,  wo  sich  die  Integrale  der 
Differentialgleichung  (A)  im  Punkte  x  =0  bestimmt  verhalten,  unter 
der  Voraussetzung  erledigt  ist,   dass   die  Coefficienten   von  (A)  in  der 
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Umgebung  von  x  =  0  den  Charakter  von  rationalen  Functionen  be- 
sitzen, wollen  wir  die  analoge  Frage  für  einen  beliebigen  im  Endlichen 
gelegenen  Punkt  und  für  den  Punkt  x  =  oo  bebandeln,  in  dessen  Um- 
gebung die  Coefficienten  der  Düferentialgleicbung  den  Charakter  von 
algebraischen  Functionen  besitzen  mögen.  Bedeutet  x  =  a  einen  be- 
liebigen endlichen  Punkt,  so  lässt  sich  durch  die  einfache  Substitution 
X  —  a  =  x 

die  Differentialgleichung  (A)  auf  eine  ebenfalls  homogene  lineare  Diffe- 
rentialgleichung /^*"  Ordnung  mit  der  unabhängigen  Variabein  x'  zurück- 
führen, deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x'  =  0  dieselbe 
Beschaffenheit  zeigen,  wie  die  der  ursprünglichen  in  der  Umgebung 
von  X  =  a.  Wir  können  uns  demgemäss  nach  wie  vor  auf  die  Unter- 
suchung des  Nullpunktes  beschränken,  nur  wollen  wir  jetzt  nicht  wie 
bisher  annehmen,  dass  die  Coefficienten  p^,  p^,  ■  ■  ■  p,^  in  der  Umgebung 
von  ic  =  0  als  Quotienten  gewöhnlicher  nach  Potenzen  von  x  fortschrei- 
tender Reihen  darstellbar  sind,  sondern  allgemeiner  voraussetzen,  diese 

Coefficienten  seien  Quotienten  von  convergenten  Reihen,  die  nach  positiven 

1 
ganzen  Potenzen  von  x''-  fortschreiten.  Bedeutet  dann  A  eine  positive 
ganze  Zahl,  so  verhalten  sich  p^,  p^^,  ■  ■  •  p^  in  der  Umgebung  von 
X  =  0  wie  algebraische  Functionen,  für  die  a;  =  0  ein  Macher  Win- 
dungspunkt ist,  wenn  dagegen  X  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so 
zeigen  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  das  analoge  Verhalten 
für  X  =  oc'^  der  Fall  A  =  —  1  wird  insbesondere  der  Annahme  ent- 
sprechen, dass  2\:  P'2,  •  •  ■  Pn  ^^  ^®^'  Umgebung  des  unendlich  fernen 
Punktes  den  Charakter  von  rationalen  Functionen  besitzen. 
Es  sei  also  die  Differentialgleichung  gegeben 

(A)        fM  =  ^  +äW  ^  +  •  •  •  +pMy  =  0. 

oder  in  der  Normalfonn 

(E)  p^(^)  =  rfjx)£;^'  +  ^'-'p,_,wf=4!+---+^.Wj'=o, 

wo  wir  jetzt,  um  die  unabhängige  Veränderliche  hervortreten  zu  lassen, 
den  Zeichen  ^(^),  P{y)  für  die  Differentialausdrücke  das  x  als  Index 
angehängt  haben.     Setzen  wir 

X  =  i 

in  (A)  beziehungsweise  (E)  ein,  so  verwandeln  sich,  wenn  man  die 
Ableitungen  nach  x  durch  solche  nach  |  ausdrückt,  die  linken  Seiten 
von  (A)  und  (E)  in 

Schlesinger,  Differeatialgleichungen.    I.  14 
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^^K^ 

-hr~\ 

i^V'"^ 

^y 

-^^^Kix'- 

-1 

QS^)  - 

r  ^"^''^ 

am- 

gesetzt  wurde,  so  dass  wir  also  für  y  als  Function  von  |  die  ebenfalls 
homogenen  linearen  DiflFereutialgleichungen  w*"'  Ordnung 
(A')  "  ^(2/)  =  0, 

(E')  Q.{y)  =  0 

erhalten,  tou  denen  die  letztere  auch  bereits  die  Normalfonn  hat.  Die 
Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten  dieser  Differentialgleichungen 
und  denen  der  ursisrünglichen  (A)  und  (E),  ergeben  sich  am  über- 
sichtlichsten, wenn  wir  die  charakteristischen  Functionen  bilden. 
Es  ist 

P^(^-^)  =  x^'F^^yX^^ix^)  =  x'fix,  Q) 

die  charakteristische  Function  von  (A)  und  (E),  also 

(1)         Q0)  =  rQ,„m^0)  =  P  t^)  =  iH{t,  I) 

die  charakteristische  Function  von  (A')  und  (E').  Da  nun  (vergl. 
Nr.  44,  S.  156,  Gl.  ^3)) 

P^{x^)  =  x^^F.Xx)q{q  -  1)  •  •  •  (p  -  ^  +  1), 

z  =  0 

Q0)  =  ^'^Q,il)  ?((>  -  1)  ■  •  •  (()  -  ^  +  1) 

z  =  0 

gefunden  wird,  so  erhalten  wir  die  für  jedes  p  gültigen  Identitäten 


(2) 


(3) 
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zu  uehmen  ist. 

Es  bedeute  nun  E  einen  sich  um  x  =  0,  wenn  A  >  0,  um  x  =  oo, 
wenn  A  <  0  ist,  |  A  -fach  windenden  Bereich  der  ic-Ebene,  der  durch  einen 
um  x  =  0  als  Mittelpunkt  beschriebenen,  |A|-fach  gewundenen  Bä-eis 
X  begrenzt  wird,  und  mögen  sich  die  Coefficienten  p^,  p,^,  ■  •  -^j^^  innerhalb 
E  eindeutig  und  in  der  Umgebung  jeder  von  x  =  0  beziehungsweise 
X  =  (X)  verschiedenen  Stelle  von  E  regulär  verhalten;  dann  wird  E 
durch  die  Beziehung 

x  =  t 
auf  das  Innere  einer  um  |  =  0  als  Mittelpunkt  beschriebenen  schlichten 
Kreisfläche  ©  der  |-Ebene  abgebildet,  und  die  Coefficienten  1?^,^,,  ■  ■  ■  p^ 
sind  als  Functionen  von  |  innerhalb  (£  eindeutig  und  verhalten  sich 
in  der  Umgebung  jeder  von  |  =  0  verschiedenen  Stelle  von  ©  regulär. 
Die  Identität  (3)  lehrt,  dass  sich  in  diesem  Falle  auch  die  Coeffi- 
cienten g^,  g^;  ■  ■  ■  ü„,  innerhalb  @  eindeutig  und  an  jeder  von  |  =  0 
verschiedenen  Stelle  von  @  regulär  verhalten.  Sollen  die  Integrale  der 
Differentialgleichung  (A)  im  Punkte  x  =  0,  wenn  A  >  0,  im  Punkte 
X  =^  oo,  wenn  A  <  0  ist,  bestimmt  sein,  so  muss  für  dieselben,  also  auch 
für  die  Integrale  von  (A'),  der  Punkt  |  =  0  ein  Punkt  der  Bestimmtheit 
sein.  Hierfür  ist  aber  nach  den  Resultaten  der  Nummern  43,  50  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  in  der  Normalform  (E')  die  Coefficienten 
^„_i,  ^„_2;  •  •  •  ^0  "^  ^^^'  Umgebung  von  |  =  0  regulär  sind  und  Q^  =  1 
ist,  d.  h.  aber  zufolge  der  Identität  (2)  nichts  anderes,  als  es 
müssen  in  der  Normalform  (E)  der  gegebenen  Differential- 
gleichung die  Coefficienten  -P,^^^,  ^«—2?  '  '  '  -^o  ^i^^h  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  x''-  entwickelbar  und  P  eine  von 
X  unabhängige  Grrösse  sein. 

Die  zu  I  =  0  gehörige  determinireude  Fundamentalgleichung  von 
(A')  und  (E')  lautet 


^^.(o)(>(?-i)---(?-^  +  i)  =  o. 


oder 


z  =  ü 

1 

wo  P    das  Anfangsfflied  der  nach  Potenzen  von  x''-    fortschreitenden 


Entwickelung  von  P^(x')  bedeutet,  also  insbesondere 
P  =  P  (x)  =  const. 
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ist.     Für  A  >  0  ist 

K.  =  PM, 

für  A  <  0  haben  Tvir  dagegen 

Aus  der  Form  der  Elemente  des  zu  |  =  0  gehörigen  eanonischen 
Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (A')  ergiebt  sich  un- 
mittelbar die  Entwickelung  der  zu  a:  =  0  beziehungsweise  x  =  oc  ge- 
hörigen canonischen  Integrale  der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung 
des  betreffenden  Punktes.  Wir  nennen  die  Gleichung  (4)  die  zum  Punkte 
X  ==  0,  beziehungsweise  x  =  oc  gehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (A)  und  übertragen  auch  alle  im  Sinne 
der  vorigen  Kapitel  für  die  Differentialgleichung  (A')  geltenden  Be- 
zeichnungen unmittelbar  auf  (A).  So  wird  also  z.  B.,  wenn  X  =  —  1, 
d.  h.  der  Punkt  ic  =  oo  so  beschaffen  ist^  dass  sich  die  Coefficienten 
von  (A)  in  seiner  Umgebung  wie  rationale  Functionen  verhalten,  und 
die  Integrale  von  (A)  daselbst  bestimmt  sind, 
p  _. 

P,{^)  =  --^~  (=<  =  !' 2,...«) 

sein,  d.  h.  j).  (x)  muss  in  diesem  Falle  für  x  =  oc  von  .der  x*"^ 
Ordnung  verschwinden.  Wir  ersehen  hieraus,  dass  der  Punkt  x  =  csj 
für  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  eine  wesentlich  andere 
Rolle  spielt,  wie  irgend  ein  im  Endlichen  gelegener  Punkt,  er  ist 
nämlich  im  Allgemeinen  singulärer  Punkt  der  Integrale,  auch  wenn 
sich  die  Coefficienten  p^,  p.-,,  •  •  •  p^^  der  Differentialgleichung  in  seiner 
Umgebung  regulär  verhalten,  d.  h.  nach  fallenden  Potenzen  von  x,  also 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  —  entwickelbar  sind. 


60.    Windungspunkt  der  Coefficienten,  wo  dieselben  nielit  unendlich 

werden. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  noch  der  Fall,  wo  für  ein  positives 
X    die   Coefficienten  jj^,  p).2>  '  "  '  Pn    ^^i*  Differentialgleichung  (A)  nach 

positiven  ganzen  Potenzen  von  x^-  entwickelbar  sind,  wo  also  der 
Punkt  X  =  0  für  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  zwar  ein 
algebraischer  Windungspunkt,  aber  keine  UnendlichkeitssteUe  ist.  Sei  also 


pS^)  =2^X 
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und  demnacli  in  der  Xormalform  (E) 

(5)    p=i,  p(.;)  =  r^"-'^'J;c_.,„r     (^=o,i,-..-i), 

1=0 

dann  ist  aus  den  Identitäten  (2),  (3)  unniittel)3ar  ersichtlich,  dass 
I  =  0  im  Allgemeinen  ein  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichungen 
(A'),  (E')  sein  wird.    Die  determinirende  Fundamentalgleichung  lautet,  da 

P^(0)  =  0  (z  =  0,l,  2,- •(«-!)) 

ist,  einfach 

ihre  sämmtlichen  Wurzeln 

0,  A,  2A,  •••  (vi—  1)1 

bilden  also  eine  einzige  Gruppe.  Zufolge  unserer  allgemeinen  Theorie 
giebt  es  jedenfalls  ein  zum  Exponenten  {u  —  1)A  gehöriges  Integral 
von  der  Form 


f=0 

die  zu  den  anderen  Wurzeln  gehörigen  canonischen  IntegTale  könnten 
aber  noch  Logarithmen  enthalten.  Wir  wollen  zeigen,  dass  dies 
nicht  der  Fall,  d.  h.  dass  der  Punkt  |  =  0  ausserwesentlich 
singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (A')  bez.  (E')  ist. 
Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  die  vom  Factor  |''  befreite  charakte- 
ristische Function  (E')  nach  Potenzen  von  |: 

/(sM)=i'/;(I-)r; 

1=0 

dann  ist  zufolge  der  Gleichungen  (5) 

f.ii)  =  Kl  -  l)  ■  •  ■  ii  -»  +  !).     f>  ii)  =  ".•■■/■.-.  {l )  -  0, 
femer  enthalten  die  Coefficienten 

den  Factor 

Die  Recursionsformel  für  die  Coefficienten  einer  Reihe 
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die  der  Differentialgleichimg  (E')  genügen  soll,  lautet  znfolge  der  all- 
gemeinen Theorie 

«.o(?K(?)   +  «vl(?)i/l((>)  +  •  •  •   +  «,,.(?)^,.(?)  =  0  ('=0,1,2,...), 

WO 

ZU  nehmen  ist.  Denken  wir  uns  für  q  gleich  die  kleinste  Wurzel  der 
determiuirenden  Fundamentalgleichung  gesetzt,  also  ^  =  0,  und  schreiben 
che  Wei-the  der  a^fy),  g^Q)  ^^^i*  diesen  Werth  von  q,  indem  wir  das 
Argument  q  weglassen,  so  erkennen  wir  zunächst,  dass  in  der  für 
die  Reihe 

g(l  0)  =^üX' 

1=0 

gültigen  Recursiousformel 

«.-.  =  fo  (t)  =  Ö      ^^^'   ^^"'      ^  =  a  ^  •  •  •  («  -  1)^; 
dass  dagegen 

wenn  v  <ink  aber  kein  Multiplum  von  A  und  wenn  v^nX  ist.  Es 
werden  sich  also  jedenfalls  die 

durch  die  r/^,  g^,  •  •  ■  ^„;_i,  <he  den  Gleichungen 

(6)  «.o^'o  +  «rl^l   H ^   «..,^/r  =  C»  (.=1,2,.    .(«;-l)) 

gemäss  zu  bestimmen  sind,  eindeutig  darstellen  lassen,  wir  haben  folglich 
nur  dieses  Gleichuugssystem  genauer   zu  untersuchen.     Hier  bemerken 


ist,  für 


x  =  0,  1,  .  ■  •  n—l, 

V  =  xX,  xl  -\-  1,  ■  •  •  nX  —  1: 


die  Coefficienten 

go,  9-,y  ■  ■  ■  'Jin-m 

kommen   demnach  in  dem  Gleiehmigssysteme  überhaupt  nicht  vor,   sie 
bleiben  also  willkürlich.     Da  ferner 

a     4=0 

ist,  wenn  v  mit  keiner  der  Zahlen  0,  A,  •■  •  (ii  —  1)A  übereinstimmt,  so 
liefern  die  Gleichungen  (6)  für  alle 

g^.,     v<Cnk, 
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deren  Index  v  kein  Vielfaches  von  l  ist,  den  Wertli  Null,  die  Reihe 
g(i„  0)  hat  also  die  Form 

die  n  ersten  Coefficienten  g^,  g^,  ■  •  ■  g,_^.^  bleiben  willkürlich,  die 
folgenden  bestimmen  sich  eindeutig  als  lineare  homogene  Ausdrücke 
dieser  willkürlichen  g^^,  g^,  ■■■  g,_^^^.  Wählen  wir  nun  für  diese 
letzteren  die  n  Werthsysteme 

^0  =  1'  0?.  =  ^,    ■■■    //(„-d;.  =  0, 

^0  =  0;  ^;.  =  1'    •••   %-i)^  =  0, 


//ü  =  Ö,    f/x  =  ^,     ■■•    %_!),  =  !; 

so  erhalten  wir  n  linear  unabhängige  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  I  fortschreitende  Reihen,   die  beziehungsweise  zu  den  Exponenten 

0,  A,  2A,  •••  («  —  1)A 

gehören  und  die  also  das  zu  ^  =  0  gehörige  canonische  Fundamental- 
system der  Differentialgleichung  (E')  darstellen.  Die  Reihe  </(!,  0) 
mit  den  willkürlichen  g^,  g^,  •  •  •  f/(„_iv;  liefert  das  allgemeine  Integral 
von  (E').  Es  ergiebt  sich  somit  das  folgende  Theorem,  welches  als 
Verallgemeinerung  des  Fundamentalsatzes  der  Nr.  9  (S.  25)  angesehen 
werden  kann: 

Wenn  in  der  Differentialgleichung  (A)  die  Coefficienten 

j^ 

l^iy  -^27  ■  ■  ■  i\  iiach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x^  ,    X   eine 

positive  ganze  Zahl,  entwickelbar  sind,  so  ist  das  allgemeine 

X 

Integral  von  (A)  auch  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x^ 
entwickelbar  und  diese  Entwickelung  hat  die  Form 

^^  9q^  dv  '''9hi—i]).^^^^^^^^'^^^^  ^^^  wählende  Constante  be- 
deuten. Es  lässt  sich  also  stets  ein  Integral  finden,  welches 
mit  seinen  {ii  —  1)  ersten  Ableitungen  nach  x  im  Punkte 
x  =  0  willkürlich  vorgeschriebene  Werthe  annimmt. 

Damit  wäre  denn  der  Fall,  wo  sich  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung an  einer  behebigen  SteUe  x,  die  für  die  Coefficienten  ent- 
weder eine  Eindeutigkeitsstelle  oder  ein  Windungspunkt  ist,  bestimmt 
verhalten,  erledigt.  Wir  haben  gefunden,  dass  die  Coefficienten  an  einer 
solchen  Stelle  stets  den  Charakter  von  algebraischen  Functionen  haben 
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müssen,  und  wir  haben  aucli  die  nothwendige  und  hinreicliende  Form 
der  Entwickelnng  dieser  Coefficienten  in  der  Umgebung  dieser  Stelle 
angegeben.  Das  canonische  Fundamentalsystem,  welches  zu  einer  solchen 
Stelle  gehört,  kann  stets  durch  rein  algebraische  Processe  hergestellt 
und  sein  Verhalten  bei  einem  Umlaufe  der  unabhängigen  Variabein  um 
diese  Stelle  aus  seinen  Entwickelungen  unmittelbar  entnommen  werden. 
Wir  bemerken  aber  gleich  hier,  dass  damit  die  Frage,  wie  sich  ein 
beliebiges,  etwa  durch  seine  Anfangswerthe  bei  einer  regulären  Stelle 
definirtes  Fundamentalsystem  verändert,  wenn  x  einen  Umlauf  um 
einen  singulären  Punkt  x  =  a  vollzieht,  auch  in  dem  Falle,  wo  die 
Coefficienten  \vl  x  =  a  den  Charakter  algebraischer  Functionen  haben 
und  alle  Integrale  in  diesem  Punkte  bestimmt  sind,  nicht  berührt  ist; 
denn  um  diese  Frage  zu  beantworten  müsste  man  im  Stande  sein,  die 
Coefficienten  der  linearen  Beziehungen,  die  das  gegebene  Fundamental- 
system mit  dem  zu  a?  =  a  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme 
verknüpfen,  anzugeben.  Diese  Aufgabe  soll  in  einem  der  folgenden  Ab- 
schnitte gelöst  werden;  ist  dieselbe  aber  gelöst,  so  sind  wir  nach  den 
vorhergegangenen  Erörterungen  auch  wirklich  im  Stande  die  Substi- 
tution anzugeben,  die  jenes  Fundamentalsystem  bei  einem  Umlaufe  um 
X  =  a  erfährt,  wenn  sich  die  Integrale  der  Differentialgleichung  in 
diesem  Punkte  bestimmt  verhalten,  und  zwar  bedarf  es  hierzu,  wie  wir 
wiederholt  betonen,  nur  rein  algebraischer  Operationen  mit  den  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Parametern. 


Fünfter  Abschnitt. 
Piffereiitialgleiclmiigeii  der  Fnclis 'sehen  Classe. 

Erstes  Kapitel. 
61.   Differentialgleichungen  mit  algebraiselien  CoefficientÄn. 

Wir  haben  in  nnseren  bisherigen  Betrachtungen  nur  über  che  Be- 
schaffenheit der  Coefficienten  jj^,  2^9 y  '  '  '  P,i  ^'^  ^^r  Umgebung  einer  ge- 
wissen Stelle  besondere  Voraussetzungen  gemacht  und  demgemäss  auch 
nur  das  Verhalten  der  Integrale  in  dieser  Umgebung  untersucht.  Wenn 
es  sich  um  das  Studium  der  Integrale  für  alle  Werthe  der  complexen 
Variabein  x  handeln  soll,  so  muss  das  Verhalten  der  Coefficienten 
Pv  P')^  '  '  '  P,i   ^^  ^^^^  ganzen  Ebene  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  und  einer  eingehenderen  Erforschung 
bisher  allein  zugänglich  ist  der  Fall,  wo  die  Coefficienten  p^,  p.^,  ■  •  •  p^ 
der  Differentialgleichung  (A)  entweder  in  der  ganzen  Ebene  oder  auf 
einer  über  der  ic-Ebene  ausgebreiteten  Riemann'schen  Fläche  T,  die 
zu  einem  algebraischen  Gebilde 

(1)  F(x,s)  =  0 

gehört,  eindeutig  sind  und  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle,  mit 
Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  solcher,  regulär  verhalten.  Setzen 
wir  dann  überdies  voraus,  dass  die  sämmtlichen  Integrale  der  gegebenen 
Differentialgleichung  (A)  an  jeder  Stelle  der  Riemann'schen  Fläche  T 
bestimmt  sind,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Coefficienten  p^,  p^,  •  •  •  p^^ 
auch  in  denjenigen  Punkten  x,  wo  sie  sich  nicht  regulär  verhalten, 
den  Charakter  von  algebraischen  Functionen  besitzen  müssen,  dass  sie 
also  selbst  algebraische  Fanctionen  von  x  sind.  Da  dieselben  ferner 
eindeutige  Functionen  des  Ortes  in  der  Fläche  T  sein  soUten,  so  schliessen 
wir,  dass  die  p^,  _p,,  •  •  •  2^n  ^^^  rationale  Functionen  der  beiden  durch 
die  Gleichung  (1)  verknüpften  Variabein  x,  s  darstellbar  sein  müssen; 
wir  deuten  dies  an,  indem  wir  sie  in  der  Form 

p(x,s)         (.=1,2,... „) 


218  "V".  Differentialgleichungen  der  Fuclis'schen  Classe.     Kapitel  1. 

schreiben,  wo  also  jj^  eleu  xUgoritlimus  einer  rationalen  Function  be- 
zeichnet. Wir  wollen  nun  zuvörderst  zeigen,  dass  sieh  die  Untersuchung 
einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  7^'"  Ordnung  (A),  deren 
Coefficienten  ratic^ale  Functionen  von  5  und  x  sind,  stets  auf  die  einer 
ebenfalls  homogenen  und  linearen  Differentialgleichung  mit  in  x  allein 
rationalen  Coefficienten  zurückführen  lässt. 

In  der  That  sei  die  Gleichung  (1)  eine  irreductible  algebraische 
Gleichung  w'^"^  Grades  für  s,  und  mögen  einem  willkürlichen  Werthe 
von  X  die  m  Werthe 

entsprechen.  Dann  lassen  sich,  nach  dem  Puiseux 'sehen  Fundamental- 
satze der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer  Variabein,  in  der 
a;-Eben%  m  —\  geschlossene  Wege  0^,  •  •  •  (7^^  so  angeben,  dass,  wenn 
X  den  Weg  0^  durchläuft,  der  Zweig  s^  in  .s^  übergeht. 
Bedeute  nun 

2/ii7  Vxv  ■■■Via 
ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 
(A,)  y"'  + 1\  {x,  s^) ,/-''  +  ■  •  •  +  p,^  {x,  s^)  y  =  0, 

und  mögen  die  Elemente  dieses  Fundamentalsystems,  wenn  x  den  W 
C,   beschreibt,  in 

y.v  y.v  ■  ■  ■  y.n     ^-■=-^^^---^) 

übergehen,  dann  bilden  diese  n  Functionen  ein  Fundamentalsystem  der 
Differentialgleichung 

(AJ  y""  +  V,  ix,  sj y'''-''  +  ■  •  ■  +  i^,  ix,  5j  y  =  0. 

Bildet  man  aus  den  m  ■  n  Functionen 

(2)  y^^  (.  =  i,V-«;^  =  i,V..«) 
und  der  unbestimmten  Function  y  den  Determinantenquotienten 

so  stellt  derselbe  einen  Differentialausdi-uck  m  ■  w*"""  Ordnung  in  y  dar, 
und  die  Functionen  y_  .  bilden,  wie  leicht  einzusehen  ist,  ein  System 
linear  unabhängiger  Lösungen  der  Differentialgleichung 

(3)  n(^y)  =  0. 

Zufolge  des  Appell'schen  Satzes  (Nr.  15,  S.  40)  sind  die  Coeffi- 
cienten von  77 (y)  rational  zusammengesetzt  aus  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichungen  (A^),  •  •  •  (A^  )  und  deren  Ableitungen,  sie  sind 
folglich  rational  in  x  und  den  s^,  5^,  •  ■  •  s,^^.    Da  aber  bei  irgend  einem 


ü 
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Umlaufe   von  x^   der  die  algebraische  Function  s  zu  ihrem  Ausgangs- 
werthe  zurückfühi-t,  die  Functionen 


y.v  yy.t^  ■■■  y-,n      ^^='''' 


in  lineare  Functionen  ihrer  selbst,  bei  einem  Umlaufe  von  x  dagegen, 
der  den  Zweig  s_^  in  s.  verwandelt,  in  eine  lineare  homogene  Func- 
tion der 

2//,i.  yi,;2^  ■  ■  ■  y,,n 

übergehen,  so  sind  die]  Coefficieuten  von  iT(^)  überdies  symmetrische 
Functionen  der  s^,  5^,  •  •  •  s^J  also  rationale  Functionen  von  x  selbst. 
Die  Differentialgleichung  m  ■  n^"  Ordnung  (2)  mit  in  x  rationalen  Coef- 
ficienten  kann  also  an  Stelle  der  Differentialgleichung  (A)  der  Unter- 
suchung zu  Grunde  gelegt  werden;  wir  wollen  darum  von  vorneherein 
annehmen,  es  sei  eine  Differentialgleichung  (A)  vorgelegt,  deren  Coef- 
ficieuten 2\,  P.2y  ■  ■  ■  i\  rationale  Functionen  von  x  sind. 


62.    Differentialgleichungen,   deren  Integrale   überall  bestimmt  sind. 
Die  Fuchs'sche  Classe. 

Wenn  wir  voraussetzen,  dass  die  Coefficieuten  von  (A)  in  der 
ganzen  ic- Ebene  eindeutig  und  nur  in  der  Umgebung  einer  endlichen 
Anzahl  von  Stellen  a^,  a^,  ■  ■  ■  a^  nicht  regulär  sind,  dass  sich  ferner 
die  Integrale  dieser  Differentialgleichung  für  alle  Werthe  von  x  be- 
stimmt verhalten,  so  sind  die  Coefficieuten  von  (A)  rationale  Functionen 
von  X,  denn  sie  haben  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  den  Charakter 
von  rationalen  Functionen.  Die  Stellen  6(^,  a.-,,  ■  ■  ■  a^  sind  dann  Un- 
endlichkeitsstellen der  Coefficieuten,  wo  dieselben  von  endlicher  ganz- 
zahliger Ordnung  unendlich  werden,  diese  Stellen  und  der  Punkt  x=oo 
machen  die  einzigen  siugulären  Stellen  der  Differentialgleichung  aus. 

Betrachten  wir  die  im  Endlichen  gelegene  singulare  Stelle  x=^  a., 
so  muss,  da  die  Integrale  von  (A)  an  dieser  Stelle  bestimmt  sein  sollen, 

W   (ä;)  = (>J  =  1,  2,    -n) 

^■"■^   ^  (x-af- 

sein,    wo    '^^^_^(x    a.)    eine    in    der  Umgebung   von   x  =^  a.   reguläre 

Function  bedeutet.     Setzen  wir  also 

(4)  (x  —  a^)  {x  —  a^)  ■■■■{x  —  a J  =  i^{x), 

so  müssen  sich  die  Producte 

^"i^)     ■  Py,  (•«)     =     ^„  _  ^  (^)  ('^  =  1,2,...    «) 

in  der  Umgebung  jeder  endliehen  Stelle  x  regulär  verhalten.    Da  aber 
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die  Integrale  auch  für  x  =  oo  bestimmt  sein  sollen,  so  müssen  die 
Producte 

x''p.^{x)  (y.  =  l,2,---n) 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  x  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  —  entwickelbar  und  also  die  Ausdrücke 

für  X  --=  oo  endlich  sein.  Die  ^^^  _  ^  (x)  sind  ganze  rationale  Functionen 
von  X,  denn  sie  sind  in  der  Umgebung  jedes  endlichen  a:-Werthes  re- 
gulär, und  die  p_  (^)  waren  rationale  Functionen,  folglich  ist 

eine  ganze  rationale  Function  vom  höchstens  k(6  —  1)*''"  Grade  von  X' 
eine  Differentialgleichung  (A),  deren  Coefficienten  rational  und  deren  In- 
tegrale allenthalben  bestimmt  sind,  hat  also  die  Form 


L)(ff-i)(^)  dy    .    ^ 


J(,,_l)(ff_l)W   dy     .      -^nja-l)  Q 


wenn  F^{x)  eine  ganze  rationale  Function  vom  höchstens  a*'^"  Grade 
in  Xj  ip  (x)  eine  ganze  rationale  Function  ^*^°  Grades  in  x,  die  für  (? 
verschiedene  Stellen  a^,  a^,  ■  ■  ■  a^  verschwindet,  darstellt.  Diese 
Form  ist  nothwendig  und  nach  den  Resultaten  der  Nummern  43,  50 
auch  hinreichend  dafür,  dass  sich  sämmtliche  Integrale  einer  Differen- 
tialgleichung mit  in  x  rationalen  Coefficienten  allenthalben  bestimmt 
verhalten.  Dies  ist  die  Classe  von  Differentialgleichungen,  die  wir  am 
Eingange  des  vierten  Abschnittes  (S.  138)  erwähnt  und  als  diejenige 
bezeichnet  haben,  an  welche  fast  alle  tieferen  Untersuchungen  unserer 
Theorie  anknüpfen;  sie  wurde  von  Herrn  Fuchs  zum  ersten  Male  auf- 
gestellt und  eingehend  studirt,  wir  wollen  sie  deshalb  die  Fuchs'sche 
Classe  linearer  homogener  Differentialgleichungen  nennen. 
Betrachten  wir  die  nicht  homogene  Differentialgleichung 

(I)         ?(2/)  =  y""-\-P,(^)v"'~''  +  •  •  •  +pS^)y=p{^), 

worin  2\(x),  ■  •  ■  p,^^{x)  und  yf       in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  und 

mit  Ausnahme  der  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a^  in  der  Umgebung  jeder  im 
Endlichen  gelegenen  Stelle  regulär  sind.  Sollen  sich  die  sämmtlichen 
Integrale   dieser  Differentialgleichung   ebensowohl   wie   die   der  zugehö- 


I 
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rigeu  reducirten  überall  bestimmt  verhalten,  so  muss  (vergl.  Nr.  58) 
das  gleiche  von  den  Integralen  der  Diiferentialgleichnng 

gelten,  d.  h.  es  müssen  die  beiden  Differentialgleichungen 

der  Fuchs'schen  Classe  angehören.  Hieraus  ergiebt  sich  als  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Eintreten  dieses 
Falles,  dass  ^(j/)  die  Form  der  linken  Seite  von  (F)  und  2^(x) 
die  Form 

p  {x)  =  C  {x  -  aj^  {x  -  aX'  ■  ■  ■  {x  -  aj" 

habe,  wo   C,  ^^,  ju-g,  •  •  •  ji,^  Constanten  bedeuten. 


63.    Recursionsformel  für  Differentialgleichungen  mit  rationalen 
Coefficienten. 

Eine  homogene  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten 
lässt  sich  durch  Multiplication  mit  einer  ganzen  rationalen  Function 
von  X  stets  auf  die  Form  bringen 

(5)  9,,X«0?/"  +  <P„_i(^)2/^"~''  +  •  •  •  +  %(x)y  =  0, 

wo  qD,j(a;),  9>„_i(^);  •  •  •  ^yC^)  ganze  rationale  Functionen  ohne  gemein- 
samen Theiler  bedeuten;  die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung 
sind  dann  die  Lösungen  der  Gleichung 

denen  im  Allgemeinen  noch  der  Punkt  x  =  oo  hinzuzufügen  ist.  Diese 
Form  einer  Differentialgleichung  ist  besonders  zweckmässig,  wenn  es 
sich  um  die  Berechnung  der  Coefficienten  der  Entwickelungen  eines  zu 
einem  Punkte  x  =  a  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems  aus 
den  Recursionsformeln  handelt,  und  falls  dieser  Punkt  so  beschaffen  ist,  dass 
sich  in  demselben  alle  Integrale  der  Differentialgleichung  bestimmt  ver- 
halten. Denken  wir  uns  nämlich  für  einen  solchen  Punkt  die  Diffe- 
rentialgleichung (5)   auf  die  Normalform   gebracht,   d.  h.   in  der  Form 

(6)  {x  -  aJxl,Sx)y"^  +  (^'  -  «■)"- V_,(^)/""''  +  •  ■  •  +  ^o(^)^  =  0 

geschrieben,  was,  falls  9„(^')  ^^^  Factor  x—  a  zu  einer  niedrigeren 
als  der  w**""  Potenz  enthält,  durch  Multiplication  mit  einer  Potenz  von 
X  —  a  stets  geschehen  kann.  Dann  muss,  damit  sich  alle  Integrale  in 
X  =^  a  bestimmt  verhalten,  nach  den  Ergebnissen  der  Nummern  43,  44, 
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sein,  wie  mau  sofort  übersieht ^  wenn  mau  sicli 

X  —  (i  =  x' 

als  neue  unabhängige  Variable  in  die  Diiferentialgieichung  eingeführt 
denkt.  Enthält  cp  {x)  den  Factor  x  —  a  überhaupt  nicht,  so  ist  x^^a 
ein  regiilärer  Punkt  der  Differentialgleichung  und  es  ist  in  diesem  Falle 

Die  charakteristische  Function  der  Differentialgleichung  (G)  wird  er- 
halten, indem  wir  in  die  linke  Seite  derselben  ix  —  o)^  an  die  Stelle 
von  y  setzen;  sei  das  Ergebniss  dieser  Substitution 

(7)  ix,  -  ay  fix  -  a,  q)  =  {x  -  af  ^  t^_ (x)  q(q  -  1)  ■  ■  ■  (q  -  k  +  1), 

dann  sehen  wir  also,  dass  in  diesem  Falle  f{x  —  a,  q)  eine  ganze  ratio- 
nale Function  tou  x  wird,  deren  Grad  mit  dem  höchsten  der  Grade 
der  ganzen  Functionen  iI^^X^)j  ^,i_i(^)?  '  '  "  ^o(^)  übereinstimmt.  Sei 
dieser  höchste  Grad  der  ni}*^,  dann  ist  also  nach  Potenzen  von  x  —  a 
entwickelt 

f{x-a,Q)=2!f^XQ){^~^'y- 

Für  die  Coefticienten  einer  der  Differentialgleichung  formal  genügen- 
den Reihe 

g(x  —  a,  Q)=^g^  (q)  {x  —  «)'■+'■' 

1=0 

ergiebt  sich  hiernach  die  Recursionsformel 

(8)  a^MgM  +  %,r-^iQ)gr-^(9)  +  •  •  •  +  «,,._„X?)^,.- «((>)  =  0 

(r  =  0,l,'2,  ■•■), 

wo 

ist-,  wir  haben  also 

««^(?)  =  0,     für     a  —  ß^m, 

was  in  der  Formel  (8)  schon  dadurch  zum  Ausdrucke  gebracht  ist,  dass 
wir  die  verschwindenden  ci^Jq)  weggelassen  haben.  Die  Recursions- 
formel ist  also  in  diesem  Falle  so  beschaffen,  dass  sie,  wie  gross  auch 
V  sein  mag,  stets  nur  m  -\-  1  Glieder  enthält,  sie  ist,  wie  wir  kurz 
sagen  wollen,  eine  (m  -{-  l)-gliedrige,  und  dieser  Umstand  erleichtert 
natürlich  die  Coefficientenberechnung  nicht  unwesentlich.  Allerdings 
stimmt  diese   Gestalt  der  Recursionsformel  nicht  vollständig  mit  der- 
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jenigen  überein,  auf  die  wir  im  vierten  Abschnitte  die  Untersuchung  der 
Möglichkeit  einer  Coefficienteuberechnung  und  den  Convergenzbeweis  ge- 
gründet haben.  Wir  hatten  nämlich  daselbst  vorausgesetzt,  dass  in  der 
Normalform  (E)  der  Coefficient  P^(r)  den  Werth  Eins  habe,  wir  müssten 
also,  um  vollständige  Uebereinstimmung  zu  erzielen,  die  Differential- 
gleichung (6)  durch  #'^^(ä)  dividiren.  Dann  ergäbe  sich  für  die  charakte- 
ristische Function  der  Ausdruck 


{^-»fy;~^,9{9-r)---{9-^+i), 


z  =  0 

die  Entwickelung  des  Factors  von  {x  —  df  nach  Potenzen  von  x  —  a  ent- 
hielte also  unendlich  viele  Potenzen  und  wäre  nur  innerhalb  eines  Ki-eises, 
der  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  beschrieben  ist  und  bis  zur  nächsten  Null- 
stelle von  i^^^ix)  reicht,  convergeut.  Die  Nullstellen  von  i>^J^  sind  mit 
denen  von  qp  {x)  identisch,  wenn  x  =  a  ein  regulärer  Punkt,  d.  h. 
9?  (rt)  =j=  0  ist,  sie  sind  die  sämmtlichen  von  x  =^  a  verschiedeneu 
Wurzeln  der  Gleichung 

d.  h.  die  sämmtlichen  von  a  verschiedenen  singulären  Punkte  der  Dif- 
ferentialgleichung (5),  wenn  a  selbst  zu  den  singulären  Punkten  gehört. 
Bezeichnen  wir  also  durch  H^  den  absoluten  Betrag  der  von  Null  ver- 
schiedenen und  dem  absoluten  Betrage  nach  kleinsten  Wurzel  der 
Gleichung 

9'„(*"  +  «)  =  0; 

so  ist  H^  der  Radius  des  Convergenzkreises  der  Entwickelung  von 

z  =  0         "  r  =  0 

nach  Potenzen  von  x  —  a,  und  entspricht  also  der  Grösse,  die  wir  in  der 
Nr.  47  (S.  164)  durch  B,  bezeichnet  hatten.  Innerhalb  dieses  selben 
Kreises,  d.  h.  für 

\x-a\<\, 

convergirt  dann  zufolge  des  Satzes  der  Nr.  47  (vergl.  Nr.  48)  die  Reihe 

g{x~a,Q), 
wenn  wir  ihre  Coefficienteu  gemäss  den  Gleichungen 
(9)  \X9)9X9)  +  •  •  •  +  %M%^9)  =  0  (-i.^>B,...), 

wo  jetzt 


224  V.  DifFerentialgleicliungen  der  Fuchs 'sehen  Classe.     Kapitel  1. 

ist,  bestimmen  mit  ihren  sämmtlichen  nach  q  genommenen  Ableitungen, 
und  stellt,  wenn  für  q  eine  Wurzel  der  determinirenden  Fundamental- 
sieichung 

genommen  wird,  entweder  selbst  oder  bei  geeigneter  Wahl  Yon  g^  (p) 
(vergl.  Nr.  49,  Gl.  (32))  durch  ihre  Ableitungen  nach  q  ein  Integral 
der  Differentialgleichung  dar.     Nun  ist  aber: 

/  (^  -  ^^  ^)  =%,„(.■/  ^ 
wenn  also 

^„(^)  =  «m  +  «,„-i(^  —  «)  H h  «o(^  —  «)'"7         '^m  +  0 , 

gesetzt  wird,  so  haben  wir  nach  dem  Multiplicationstheorem  der  un- 
endlichen Reihen 

fXQ)  =  ^JXq)  +  %,-Jr-M)  +  •  ■  •  +  %f~.-M 

und  folglich 

(10)  •      «,,((>)  =  ^«_,  +  ,ä,,,(()). 

Diese  Gleichungen  lehren,  dass  das  Coefficientensystem  der  Gleichungen 
(8)  mit  dem  Coefficientensysteme  der  Gleichungen  (9),  wenn  v  alle  Werthe 
von  Null  bis  zu  einer  bestimmten  positiven  ganzen  Zahl  fi  durchläuft, 
durch  die  Compositionsgleichung 

verbunden  ist.     Die  Determinante  des  Systems  («,j_^.  ,     i  hat,  da 

«„,_,+,  =  0      ist,   für     z>i, 
den  Werth 


sie  ist  also  von  Null  verschieden,  und  es  sind  folglich  die  Gleichungssysteme 
(8)  und  (9),  wie  weit  man  in  denselben  v  auch  gehen  lässt,  aequi- 
valent,  d.  h.  wir  können  ohne  Weiteres  das  bequemere  Gleichungssystem 
(8)  zur  Berechnung  der  Coefficienten  von  g(x  —  a,  q)  benutzen.  Für 
V  ==  0  liefei-t  das  Gleichungssystem  (8)  die  Gleichung 

(11)  foi9)=^U^^)Q(Q  -  1)  •  •  •  (P  -  ^  +  1)  =  0 

für  p,  dies  ist  also  die  determinirende  Fundamentalgleichung 
der  Differentialgleichimg  (5)   oder   ((3),  wie   aus   (10)   für   i  =  jc   auch 
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iinmittelbar  erhellt.  Setzen  wir  für  q  in  die  Gleichungen  (8)  eine 
Wurzel  r^  dieser  determinirenden  Fundamentalgleichung  ein,  zu  der, 
nach  den  Kriterien  der  Nr.  53  (S.  189),  ein  von  Logarithmen  freies  Inte- 
gral gehöi-t,  so  genügen  also  die  Coefficienten  der  zum  Exponenten  r 
uehörigen  Reihe 


g(x  —  a,  rj  =^gjx  —  «)"+' 


ler 


Recursionsformel 


(12)  a^,j^,  +  «,^„_,r/„_i  +  •  •  •  +  «,,._„A.-,„  =  0 

also  rtj.  j,_^.  eine  ganze  Function  n**^"  Grades  des  zweiten  Index  (a^  —  i) 
ist,  und  g^  eine  noch  willkürlich  zu  wählende  Constante  bedeutet. 


()4.    Eeihenalgorithmus  für  einen  im  Endlichen  gelegenen  und  für 
den  unendlich  fernen  Punkt. 

Zur  Bildung  der  Gleichung  (8)  trägt  nur  das  endliche  Stück 

der  Reihe  g(x  —  «,  q)  bei ;  wir  würden  also  dieselbe  Recursionsformel 
erhalten,  wenn  wir  der  Differentialgleichung  durch  eine  Reihe  von 
der  Form  • 

g(x  —  a,  q)  =  ^oXq)  («  —  «7  '  ^ 

r  =  —  00 

zu  genügen  suchten.  Falls  nun  der  Punkt  a;  =  oo  so  beschaffen  ist, 
dass  sich  in  demselben  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (6)  bestimmt  verhalten,  so  muss  es  in  der  That  Reihen  von 
der  Form 

geben,  die  zu  Wurzeln  der  x  =  oo  entsprechenden  determinirenden  Fun- 
damentalgleichung gehören,  d.  h.  Reihen,  die,  wenn  für  —  q  eine  Wurzel 
dieser  Gleichung  genommen  wird,  zu  der  ein  von  Logarithmen  freies  Inte- 
gral gehört,  der  Differentialgleichung  genügen  und  ausserhalb  eines  ge- 
wissen um  X  =  a  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises  convergent 
sind.     Der  Radius  dieses   Kreises  bestimmt  sich,    wie  auf  Grund  der 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    I.  15 


226  V.  Differöhtialgleichungen  der  Fuchs  "sehen  Classe.     Kapitel  1. 

Resultate  des  vorigen  Abschnittes  sofort  zu  übersehen  ist,  wenn  man 
die  Substitution 

(13)  X  —  a  =  x' 

in  die  Differentialgleichung  macht,  im  Allgemeinen  gleich  dem  grössten 
unter  den  absoluten  Beträgen  der  Wurzeln  der  Gleichung 
^^^{x  +  a)  =  0. 

Damit  die  Integi-ale  von  (6)  im  Punkte  a;  =  oo  sämmtlich  bestimmt 
sind,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  fp,.^{x^  in  x  von  nicht  nied- 
rigerem Grade  sei  wie  '4'j^_j^(x),  ■  ■  ■  ^'„(^c),  d.  h.  dass  der  Grad  von 
^„(^')  genau  gleich  m  ist;  es  muss  also  in  diesem  Falle  %^0  sein, 
denn  alsdann  hat  die  Differentialgleichung  (6)  nach  Division  durch 
■4^,^{x)  und  nach  Ausführang  der  Substitution  (13)  die  in  dem  Satze 
der  Nr.  59  (S.  211)  angegebene  Gestalt.  Die  zu  a;  =  oo  gehörige 
determiuirende  Fimdamentalgleichung  lautet  (vergl.  S.  211,  Gl.  (4)): 

(14)  ^^,(-  (>)(-  ()  -  1)  ■  •  ■  (~  (>  -  X  +  1)  =  0, 

z  =  0 

wo 

ist,  und  wenn  jetzt  s^  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  bedeutet,  zu  der  ein 
von  Logarithmen  freies  Integral  gehört,  so  liefert  die  Gleichung  (8), 
wenn  in  derselben  —  Q  =  s.^  gesetzt  und  für  v  die  Werthe  0,  —  1,  —  2,  •  •  • 
genommen  werden,  die  Recursionsformel  für  die  dieses  Integral  in  der 
Umgebung  von  x  =  oo  darstellende  Reihe. 
In  der  Gleichung  (8)  ist 

«,,_,,(?)  =  4  (^  +  ^  —  *'0; 

da  /],^(p)  den  Coefficienten  von  {x  —  cij"  in  f{pi:  —  a,  q)  bedeutet,  so  ist 

z  =  0 

und  folglich 

nichts  anderes  als  die  zu  x  =  oo  gehörige  detenninirende  Fundamental- 
gleichung (14).  Denken  wir  uns  also  die  a^,  y—t^O)  ^^^  ganze  Func- 
tionen von  Q  -\-  V  —  i  in  Linearfactoren  zerlegt: 

%,r-i  (q)  =  ^C?  +  ^  —  ^  —  '^,i)  (c  +  V  —  ^  —  -^,-2)  ■■■(.9-\-v—i  —  T.  J 

(/=0,  1,-.M), 

so  stimmen  die 
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mit  den  Wurzeln  der  zu  x  =  a  gehörigeu,  die 

mit  den  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommenen  Wurzeln  der 
zu  a?  =  oü  gehörigen  determiuirenden  Fundamentalgleichung  überein. 
Die  Coefficienten  einer  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  von 
X  —  a  fortschreitenden  Reihe  g{x  —  a,  ^,  deren  Coefficienten  aus  der 
Recursionsformel  (8)  bestimmt  werden,  hängen  allein  von  den  Grössen 

a.,  ^  T.^  (/  =  0,1,  •••«;;     2  =  1,  2,  ••■«) 

ab,  aus  denen  sie  in  leicht  angebbarer  Weise  zu  bilden  sind.  Wir 
können  folglich  die  nach  steigenden  Potenzen  fortschreitende  Reihe 
g  {x  —  a,  q)  durch  einen  Algorithmus  von  der  Form 

(15)  {pc  —  af  O  [a^,  a^,  ■  ■  ■  a^^^;  q  —  t.^;  x  —  a\, 

und  alsdaim  die  nach  fallenden  Potenzen  fortschreitende  Reihe  durch 
den  Algorithmus 

(16)  (x  -  afo[a^^,  Q^_,,  .  .  .  a„;  _  ^  +  ^^^^_ .  ^;  ^) 

darstellen.  Bilden  wir  diese  Algorithmen  für  unbestimmtes  q  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  (8),  so  stellen  sie  selbst  oder  durch  ihre  Ableitungen 
nach  Q,  wenn  man  in  (15)  für  ^  die  Wurzeln  der  zu  x  =  a  gehörigen, 
in  (16)  für  —  q  die  Wurzeln  der  x  =  <xi  gehörigen  determiuirenden 
Fundamentalgleichung  einsetzt,  die  Elemente  des  zu  rr  =  a,  beziehungs- 
weise die  des  zu  x  =  <x>  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems 
dar.  Um  insbesondere  das  zur  Wurzel  r^  von  (11),  beziehungsweise 
das  zur  Wurzel  s  von  (14)  gehörige  von  Logarithmen  freie  Integral 
zu  erhalten,  hat  man  in  der  Recursionsformel  (8)  von  vorneherein 
Q  =  r^,  beziehungsweise  —  q  =  s  zu  setzen  und  dann  mit  Hülfe  dieses 
Gleichungssystems  die  Algorithmen  (15),  beziehungsweise  (16)  herzu- 
stellen. 


Zweites    Kapitel. 

65.    Convergenz  von  Potenzreihen  auf  dem  Convergenzkreise. 
Satz  von  Thome. 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Kapitels  liefern  im  Falle^  wo  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  der  Fnchs'sclien  Classe  angeliöi-t,  auf 
diese  Weise  ein  einlieitliclies  Bildungsgesetz  für  die  Elemente  des  zu 
einem  beliebigen  regulären  oder  singulären,  im  •'EndKchen  gelegenen 
oder  unendlich  fernen  Punkte  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems. Die  in  den  Entwickelungen  auftretenden  Potenzreihen  con- 
vergiren  jedenfalls,  wenn  es  sich  um  einen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt 
handelt,  innerhalb  eines  imi  diesen  Punkt  beschriebenen  Ki'eises,  der 
sich  bis  zum  nächsten  singulären  Punkte  ausdehnt,  wenn  es  sich  um 
X  =  oo  handelt  und  die  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  {x  —  d)~ 
vorgenommen  werden,  ausserhalb  eines  um  x  =  a  beschriebenen  Ki'eises, 
auf  dessen  Peripherie  der  von  a  am  weitesten  abstehende  singulare 
Punkt  gelegen  ist. 

Während  sich  im  Allgemeinen  über  die  Convergenz  oder  Divergenz 
einer  Reihe,  die  in  der  Entwickelung  eines  Integrals  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  auftritt,  für  die  Punkte  ihres  Conver- 
genzkreises  nichts  Bestiramtes  aussagen  lässt,  so  können  für  den  Fall, 
wo  die  Differentialgleichung  der  Fuchs'schen  Classe  angehört,  genaue 
Kriterien  für  diese  Convergenzfrage  aufgestellt  werden.  Dies  ist  die 
erste  ausgezeichnete  Eigenschaft  der  Differentialgleichungen  dieser  Classe, 
der  wir  begegnen-,  die  fundamentale  Wichtigkeit  dieser  Eigenschaft  wird 
später,  wenn  wir  die  am  Schlüsse  der  Nr.  60  (S.  216)  fonnulii-te  Auf- 
gabe zu  lösen  haben  werden,  deutlich  hei-vortreten. 

Ist    eine  gewöhnliche   Potenzreihe   ^  {x ' «)  von   (x  —  a)   gegebei 
die  innerhalb  eines  Kreises 

\  X  —  a    -=  R 

convergirt,  ausserhalb  desselben  divergirt,  so  hängt  die  Convergenz  ode 
Divergenz   von  ')!ß(x\a)   auf  der  Peripherie   des  Convergenzkreises  von] 
dem     analytischen    Charakter     der     durch    die    Potenzreihe    definirten 


65.  Convergenz  auf  dem  Convergenzkreise.  229 

monogenen  Function  f{x)  in  der  Umgebung  der  Stellen  dieser  Kreis- 
peripherie  ab.  Allgemein  gilt  der  von  Abel  berrübrende  Satz,  dass, 
wenn  die  Potenzreibe  '^{x\o)  an  einer  Stelle  x  =  h  ibres  Convergenz- 
kreises  nocb  convergirt,  der  Wertb  ^(&|a)  mit  dem  Grenzwertbe 
übereinstimmt,  dem  sieb  '^{x\d)  annäbert,  wenn  x  aus  dem  Innern 
des  Convergenzkreises  kommend  in  den  Punkt  h  einrückt.  Bedeutet 
also  l)^y  &2,  •  •  •  eine  beliebige  Wertbenfolge,  für  welcbe 

|6J<jR,     lim  6^  =  6 
■/. 

ist,  so  bat  man,  wenn  ^^  {x  \d)  in  x  =  })  convergirt, 

^(?>;«)  =  lim^(&Ja). 

y. 

Wenn  sieb  die  Function  f{x)  im  Punkte  x  =  h  bestimmt  verbält, 
und  f(x)  eben  denjenigen  Zweig  dieser  Function  bezeicbnet,  der  für 
\  X  —  a  j  <  jR  mit  ^  (x  \  a)  übereinstimmt,  so  beisst  dies  nicbts  anderes  als 

Wenn  die  Potenzreibe  ^  (x  { a)  einer  linearen  bomogenen  Diffe- 
rentialgieicbung  der  Fucbs'scben  Classe  genügt,  so  verbält  sieb  das 
durcb  ^(icja)  definirte  particuläre  Integral  7j(x)  überall  bestimmt.  Auf 
dem  Convergenzkreise 

\  X  —  a\  =  B 

dieser  Potenzreibe  liegt  einer  oder  liegen  mebrere  singulare  Punkte  der 
Differentialgleicbung;  seien  dieselben 

^v  K  •••  ^• 
Dann  verbält  sieb  y(^x)  an  allen  von  diesen  t  Stellen  verscbiedenen 
Stellen  der  Peripberie  des  Convergenzkreises  regulär  und  ist  in  der  Um- 
gebung von  h  als  bomogene  lineare  Function  der  Elemente  des  zu  h_ 
gebörigen  canoniscben  Fundamentalsystems  tt^^,  m^^?  '  '  '  "^y.n  darstellbar. 
Also  ist  y(a.')  eine  bomogene  lineare  Function  von  Ausdrücken  der  Form 

(17)     {x  -  hj{<p^{x)  +  cp^ix)  log  (x-  -  &J  +  •  ■  ■  +  <P,„ {x)  log"' (.^  -  h.y) , 

in  denen  die  Exponenten  r  als  die  von  einander  nicbt  nur  um  ganze 
Zablen  verscbiedenen  Wurzeln  der  zu  ic  =  &^  gebörigen  determinirenden 
Fundamentalgleicbung  angeseben  werden  können,  und  wo  qp^,,  (p^,  ■  •  ■  (p^^^ 
in  der  Umgebung  von  a;  =  &.   reguläre  Functionen  bedeuten. 

Wenn  eine  Function  in  der  Umgebung  einer  Stelle  x  =^h^  als 
bomogene  lineare  Function  mit  constanten  Coefficienten  von  Ausdrücken 
der  Form  (17)  dargestellt  werden  kann,  so  wollen  wir  kurz  sagen:  sie 
babe    im  Punkte  h     den   Cbarakter   eines  sieb  bestimmt  ver- 

r. 

baltenden    Integrals     einer     linearen     Differentialgleicbung. 
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Möge  mm  allgemein  '^(x'a)  eine  Potenzeihe  sein,  für  welche  der 
dnrcli  dieselbe  definirte  Fnuctionszweig  y{x)  in  den  Punkten  1^,1)^,  ■■  -h^ 
des  Convergenzkreises,  wo  derselbe  nicht  regulär  ist,  den  Charakter 
eines  sich  bestimmt  verhaltenden  Integrals  einer  linearen  Differential- 
gleichung besitzt;  dann  gilt  von  einer  so  beschaffenen  Potenzreihe  der 
folgende  Thome'sche  Convergenzsatz: 

Wenn  die  realen  Theile  aller  Exponenten  r,  die  in  den 
Entwickelungen  von  y(x)  in  der  Umgebung  der  auf  dem  Con- 
vergenzkreise  gelegenen  singulären  Punkte  &^,  (z  =  i,2,  •r),  auf- 
treten, im  algebraischen  Sinne  grösser  sind  als  —  1,  so 
eonvergirt  die  Potenzreihe  '^{x\a)  in  allen  Punkten  des  Con- 
vergenzkreises,  in  deren  Umgebung  sich  y(x)  regulär  verhält, 
und  in  denjenigen  der  Punkte  h^,  Z>.,,  •  •  •  ^^  in  denen  der  für 
\x  —  a<,B  durch  >p(a;  a)  dargestellte  Functionszweig  y{x) 
einen  endlichen  Werth  besitzt. 

Beim  Beweise  dieses  Satzes  können  wir  «  =  0  voraussetzen,  und 
sckreiben  dann 


^{xO)=%^{x)=^g^,3^\         B^  =  R- 

v=0 


es  ist  also 


y(x)  =  "^g^oc  ,     für     \x    <C  B. 

v  =  0 

Hieraus  folgt 

(18)  ^.  =  ^/|f.'^*.     ^'<-R. 


oder  wenn 
gesetzt  wird. 


X  =  Qe 


ao)  ^.  =  .-;;k'.A(^'^") 


Denken    wir   uns    nun,    unter  den  angegebenen  Voraussetzungen,    das 
Integral 


/ 


^-^,dx 
.t-f-i 


in  der  Umgebung  einer  der  Stellen  x  =  h_ ,  (z  =  i,  •;,  •  r),  entwickelt,  so 
stellt  sich  dasselbe  zufolge  des  Satzes  3  der  Nr.  40  (S.  141)  als 
eine  lineare  homogene  Function  mit  constanten  Coeffieienten  von  Aus- 
drücken  von   der  Form  (17)   dar,   in  denen  die  Exponenten  r  positive 
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reale  Theile  haben,  wenn  wir  die  bei  Ausführung  der  Integration  hinzu- 
tretende willkürliche  Constante  gleich  Null  nehmen.  —  Setzen  wir  also 

so  folgt  hieraus  und  aus  der  Stetigkeit  der  Function  y{pc)  in  der  Um- 
gebung solcher  Punkte,  wo  sich  dieselbe  regulär  verhält,  dass  wir  an 
die  Stelle  der  Gleichung  (19)  auch  schreiben  können 

(20)  0^  =  lim    >V—  /  y{Re'')e-''''d®, 


^^^l^I^-^ß 


wo  %  die  Werthe  0,  1,  2,  ■  •  •  r  durchläuft  und  £^,  8_^  real  positiv, 

®o  =  ^o  =  0,     0,+,  =  2^,     ^,+,  =  0 

zu  nehmen  ist.     Die  rechte   Seite   der  Gleichung  (20)   bezeichnen  wir 
auch  kurz  durch 

27r 


(21)  ^,J  yili.-y— ä@. 

0 

Denken  wir  uns  y{x)   in  seinen  realen   und  imaginären  Theil  zerlegt, 

-ij{x)  =  «((),  &)  +  iv{^,  &), 
so  lässt  sich,  wenn  wir  x  auf  die  Peripherie  eines  Kreises, 

\x\  =  E' 

beschränken,  die  Potenzreihe  ^{pc)  in  die  Summe  zweier  Fourier'schen 
Reihen,  die  nach  cos  und  sin  der  Vielfachen  des  Argumentes  von  x 
fortschreiten,  umformen.     Es  ist  nämlich 

(22)  ß(x)x''~''dx  =  0,    R'<R  (-=1,2,..) 
oder,  wenn  wir  realen  Theil  und  Coefficienten  von  i  trennen, 

2  TT 

i{ii{B',-&)  cos  v&  —  v(R',  @)  smv@)d&  =  0, 
0 

2ä 

/  (:ii(R/,  0)  sin  v&  -^viR',®)  cos  v&)d&  =  0. 
0 
Hieraus  und  aus  der  mit  (18),  (19)  identischen  Gleichung 
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V 

g  =  -^rr     I  (w(^'>  ®)  COS  v 0  +  V  (R,  &)  sin  v  &)  d® 
lo 

—  i  /  {u  (B ',  ®)  sin  v&  —  V  iE',  &)  cos  v  @)  d  & 


ersriebt  sich,  wenn  A  eine  reale  Grösse  bedeutet 

^i      1  r 


(23) 


jR 


~  /m(E',  ®)  cos  i;(A  —  ®)d® 

0 

+  i^  i  ^'  (i't',  @)  cos  i;  (A  —  &)d&       (V  =  1, 2, . . .) , 

0 
27r  27r 


In  der  Gleichung  (22)  können  wir  genau  ebenso  wie  wir  es  in  (18) 
gethan  haben,  den  Grenzübergang  zu  B'=  R  vornehmen.  Beachten 
wir  dann,  dass  für  ein  reales  positives  d  und  beliebiges  ganzzahliges  n 

lim  (x  -  hf  log"  (x  -  y  V j^„  {X  ~  hj  =  0      . 
ist,  so  erkennen  wir,  dass  in  der  Nähe  der  Stelle  x  =  h. 


1  y{x)  1  <t^_\x-  \  r 


[y.  =  \,2,---t), 


wo   t,^,  a.^  positive  reale   Constanten   bedeuten.     Wir  erhalten  folglich 
für  hinreichend  kleine  Werthe  von  |  @  —  @.  | 


(24) 


v(R,&)\<tJ®-®J-''--\ 


und  hiernach   ergeben  sich   durch  analoge  Rechnung  wie   die,  welche 
wir  zur  Herstellung  von  (23)  ausgeführt  haben,  die  Gleichungen 


(25) 


g^  R'\/^'  =1    f{  U{ß,,  0)  +  iv  (E,  0)  }  COS  V{X  —&)d® 
0 


WO   die  Integrale  zwischen  den  Grenzen  0  und  27r  in  ähnlicher  Weise 
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zu  verstellen  sind,  wie  das  Integral  (21).  Auf  diese  Weise  findet  sich 
also  die  Potenzreilie  '^(x)  für  die  Punkte  ihres  Convergenzkreises 

X    =R 
als   die   Summe    zweier  Fourier'scher  Reihen    dargestellt,    von  denen 
die   eine   den  realen  Theil  u(jR,  A),    die  andere  den  imaginären  Theil 
iv  (R,  X)  liefei-t. 

66.    Gesonderte  Untersuchung  der  regulären  und  der  singulären 
*  Stellen  des  Convergenzkreises. 

Betrachten  wir  nun  zuvörderst  eine  Strecke  des  Kreises 

\x\  =  B, 

auf  der  kein  singulärer  Punkt  Z>.  gelegen  ist,  dann  verhält  sich  y(x) 
in  der  Umgebung  aller  Stellen 

X  =  Ke     , 
die  auf  dieser  Strecke  liegen,  regulär  und  lässt  sich  also,  wenn 

^  =  S  =  ''  +  'S'    ''  +  s'  =  1. 

gesetzt  wird,  nach  Potenzen  von  ri  —  ri^,  t,  —  t,^  entwickeln.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Functionen  m  (B,  0),  v  (II,  &)  in  der  Nähe  von  &  =  @^ 
entweder  wachsen  oder  abnehmen  oder  constant  bleiben,  d.  h.  dass 
dieselben,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  monoton  sind,  wenn  man  &  hin- 
reichend nahe  an  &^  annimmt.  Bedeutet  also  qp(0)  eine  beliebige  der 
beiden  Functionen  u(R,  @),  'v{E,  &),  so  lässt  sich  eine  Strecke  des 
Kreises 

\x\  =  R, 

die  keinen  der  Punkte  h^  enthält,  in  eine  endliche  Anzahl  von  Theil- 
strecken  zerlegen,  innerhalb  deren  g?(@)  monoton  bleibt;  auf  einer 
solchen  Strecke  erfüllt  also  q){&)  die  Dirichlet'sche  Bedingung  für 
die  Convergenz  der  diese  Function  darstellenden  Fourier'schen  Reihe. 
Die  Convergenz  der  beiden  Fourier'schen  Reihen,  durch  die 

gemäss  den  Gleichungen  (25)  dargestellt  erscheint,  lässt  sich  nun  für 
A  =  @^  nach  dem  Dirichlet'schen  Verfahren  erweisen. 

Man  hat  zu  dem  Ende  nur  jeden   der   den  singulären   Stellen  h 
entsprechenden  Werthe  0^  in  ein  Intervall 

(26)  @^_^<@^0   -\-d'  , 
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vou  denen  keines  den  Wei-th  &^  enthält,  eiuzuschliessen  und  in  jenen 
Fonri ersehen  Reihen  an  die  Stelle  von  q)(€f)  eine  Function  zu  sub- 
stituiren,  die  ausserhalb  der  Intervalle  (26)  mit  g)(&)  übereinstimmt 
und  innerhalb  derselben  gleich  Null  ist.  Dann  convergiren  die  so 
entstehenden  Fouri  er 'sehen  Reihen  für  0  ^^  &^  und  stellen  den 
Werth  q)(&^)  dar.     Dann  ist  nur  noch  zu  beweisen,  dass  die  Integrale 

0  —  00 


0 
2  sin  — 


&y—^y. 


die  die  Summe  der  [v  -\-  1)  ersten  Glieder  der  ursprünglichen  Fouri  er- 
sehen Reihen  für   die  Intervalle  (26)   darstellen,   und  wo   auch  wieder 

I  =1™  I  +     I 

gesetzt  wurde,  mit  abnehmendem  %•  unabhängig  von  v  beliebig  klein 
werden.  Dies  folgt  aber  unmittelbar  aus  den  Ungleichungen  (24). 
Damit  ist  also  die  Convergenz  der  Potenzreihe  ^(rc)  für  solche  Punkte 
des  Couvergenzkreises  \  x  \  =^  B,  die  von  den  singulären  Stellen 
&j,  &g,  •  •  •  T)^  verschieden  sind,  erwiesen. 

Es  sei  nun  h'  eine  dieser  singnilären  Stellen,  in  der  y{x)  einen 
endlichen  Werth  besitzt,  d.  h.  also  eine  Stelle  in  deren  Umgebung 
die  Entwickelung  von  y{x)  so  beschaffen  ist,  dass  nach  Absondei-ung 
des  von  x  unabhängigen  Gliedes  nur  solche  Potenzen  von  (x  —  V) 
vorkommen,  deren  Exponenten  wesentlich  positive  reale  Theile  haben. 
Setzen  wir 

und  schliessen  den  Werth  ®'  in  ein  Intervall 
(27)  &'—t^®£®'-^t 

ein,  innerhalb  dessen  keiner  der  von  ®'  verschiedenen  Werthe  @^,  0,^,-  ■  ■  0_^ 
liegt,  dann  lässt  sich  im  Allgemeinen  kein  endlicher  von  NuU  ver- 
schiedener Werth  von  t  angeben,  für  den  die  Functionen  u{B, 
v(B,  0)  innerhalb  des  Intervalles  (27)  monoton  bleiben.  Die  Con- 
vergenz der  mit  q){0)  gebildeten  Fourier'schen  Reihe  kann  also  mit 
Hülfe  des  Dirichlet'schen  Kriteriums  für  A  =  0'  nicht  erwiesen 
werden,  wir  schlagen  dämm  einen  directen  Weg  ein.  Setzen  wir  in 
diese  Fourier'sche  Reihe   au   die   Stelle  von   (p{0)   eine  Function   ein, 
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die  innerhalb  des  Intervalles  (27)  verschwindet  und  ausserhalb  desselben 
mit  (p(&)  übereinstimmt,  so  convergirt  diese  Reihe,  zufolge  des  für 
nicht  singulare  Stellen  des  Convergenzkreises  erlangten  Resultates,  für 
1  =  0'  und  stellt  den  Werth  Null  dar.  Untersuchen  wir  nun  den 
Grenzwerth 

lim  (J-^  +  J-,), 


Sin  (21^4-1) ^ 

2  sm 


0'+t 

0' 


sin(2i/  +  l)- 


^2=.      /     <Pi®)  ÖZITÖ^^® 

2  sm 


ist  und  den  man  jener  abgeänderten  Fourier'schen  Reihe  hinzufügen 
muss,  um  daraus  die  ursprüngliche  für  /l=  0'  zu  erhalten.  Setzt  man  in  J^ 

und  in  J^ 

0  —  9' 


so  ergiebt  sich 

Jx  =  ,  j  ^(©  -  2/3)       \^^ß    ^  dß, 

0 

i 

0 

Setzen  wir  wie  üblich 

lim(p{&'  -\-  s)  =  cp{®'  -\-  0), 

e  =  0 

wenn  e  als  positive  Grösse  verschwindet, 

lim  (p{&'  +  f)  =  (p(&'  —  0), 

£  =  0 

wenn  s  als  negative  Grösse  verschwindet,  und  betrachten  zunächst  den 
ersten  Ausdruck.     Dann  lässt  sich,  wenn  wir  uns 
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genommen  denken ,  für  ein  fest  gewähltes  positives  £,  welches  kleiner 
ist  als  ?>,  das  Intervall 

0  <  £  <  /3  <  6  ^  " 

in  eine  endliche  Anzahl  von  Theilintervallen  zerlegen,  innerhalb  deren 
die  Function 

9p(0'+2^)-gp(@'+O) 

monoton  ist;  folglich  ist,  nach  dem  Dirichlet'schen  Integralsatze, 

b 
(28)      lim  l   fM@'+  2/3)  -  cpi@'+  0)  }  ^^4^^-^^-  dß  =  0. 

c 

Ferner  folgt  aus  der  Beschaffenheit  von  y(x)  in  der  Nähe  von  x=^h', 
analog  den  Gleichungen  (24),  für  hinreichend  kleines  y 

|9)(@'+y)-^(0'+O)l^^./, 

wo  ßj,  Iv  positive  reale  Constanten  bedeuten-,  folglich  ist,  wenn  C ^h 
genommen  wird. 


r|(p(0'+y)-qp(0  +  O) 

und  demgemäss  auch 

limj'!g.(@'+2/3)-9>(0'+O):4^ 

d 

endlich.     Hieraus  schliessen  wir  aber,  dass  das  Integral 
(29)  A  /'l  ^(0'+  2ß)  -  ^(@'+  0)1  '^'^^t±M  äß 

0 

unabhängig  von  v  durch  hinreichende  Verkleinerung  von  £  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann.  Bedeutet  nun  %  eine  beliebig  kleine  vor- 
geschriebene positive  Zahl,  so  kann  man  also  s  so  wählen,  dass  das  Inte- 
gral (29)  für  beliebiges  v  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  als  -^  ; 
wählt  man  ferner  eine  positive  ganze  Zahl  v  so  gross,  dass  der  abso- 
lute Betrag  des  Integrals 
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dessen  Grenzwerth  für  v  =  oo  zufolge  der  Gleichung  (28)  verschwindet^ 
für  V  >  v   ebenfalls  kleiner  wird  als  —  ,  so  ist 

(30)  '„j\-p(e-+  2ß)-.p(@'+0)]^l'^-^^^äß 

0 

dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  x,  wenn  r  >  v  ist,  d.  h.  der 
Grenzwerth  des  Integrals  (30)  für  v  =  cx)  ist  gleich  Null.  Wendet 
man  jetzt  noch  die  bekannte  Gleichung 

lim :  jV(e'+ 0)  ^±^  äß = i  ^(«'+ 0) 

0 

an,  so  folgt  aus  dem  Verschwinden  des  Grenzwerthes  von  (30): 


limJ^  =  |9)(0'+O), 


und  analog  ergiebt  sich 

Also  haben  wir,  da  y[x)  im  Punkte  x  =  h'  bestimmt,  und  folglich 

ist,  die  Gleichung 

lim(J^  + J,)  =  <jd(@'), 

d.  h.  die  ursprüngliche  mit  (p{&)  gebildete  Fouri ersehe  Reihe,  con- 
vergirt  für  A  =  0'  und  stellt  den  Wei-th  (p(&')  dar.  Damit  ist  auch 
die  Convergenz  der  Poteuzreihe  '^{x)  im  Punkte  x  =  h'  erwiesen. 


67.    Anwendung  auf  die  Differentialgleicliungen  der  Fuehs'sclien 

Classe. 

Es  sei  nun  (F)  eine  Differentialgleichung  der  Fuchs'schen  Classe 
und  mögen  die  zu  den  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkten 
a^,  fl^,  ■  ■  ■  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  so 
beschaffen  sein,  dass  die  realen  Theile  ihrer  sämmtlichen  Wurzeln  im 
algebraischen  Sinne  grösser  sind  als  —  1 ;  bedeute  ferner  x  =  a  irgend 
einen  endlichen  regulären  Punkt,  und  ^(a;|a)  eine  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  Reihe,  die  der  Differential- 
gleichung genügt;  dann  ist  der  Radius  R^  des  Convergenzkreises  dieser 
Reihe  im  Allgemeinen  der  kleinste  unter  den  absoluten  Beträgen  der 
Wurzeln  der  Gleichung 

il;{x  +  rt)  =  0. 
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Die  Reiiie  ^(rr  |a)  convergirt  aber  zufolge  des  eben  bewiesenen  Thome- 
scben  Satzes  auch  in  allen  nicht  siugnlären  Punkten  der  Peripherie 
des  Convergenzkreises 

X  ■ —  «  j  =  -R^^ 

und  in  denjenigen  singuläreu,  wo  das  durch  "»^(ic'a)  defiuirte  pai-ti- 
culäre  Integral  einen  endlichen  Werth  besitzt.  Aehnliches  gilt  für  die 
gewöhnlichen  Potenzreihen,  welche  in  der  Eutwickelung  eines  Ele- 
mentes des  zu  einem  singulären  Punkte  einer  Differentialgleichung  der 
Fuchs'schen  Classe  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems  auftreten, 
wenn  nur  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
den  erforderlichen  Beschränkungen  unterliegen.  Um  dies  nachzuweisen 
haben  wir  zu  zeigen,  dass  jede  solche  Potenzreihe  einen  Functions- 
zweig  definirt,  der  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  des  Convergenz- 
kreises, wo  er  sich  nicht  regulär  verhält,  den  Charakter  eines  sich 
bestimmt  verhaltenden  Integrals  einer  Linearen  Differentialgleichung 
besitzt.  Sei  x  =  a  ein  beliebiger  singulärer  Punkt,  so  hat  (nach  Nr.  54 
S.  193)  eine  Untergrappe  des  zu  x  =^  a  gehörigen  canonischen  Funda- 
mentalsystems die  Gestalt 

w„       =  (^  —  ^)'^  i^oC^)  —  mq)^{x)  log  (x  —  a)  -|-  m,^(p^  x)  log  (x  —  a) 

H-...  +  (-i)">j^-)log"X^-«)l, 

'',n-l  =  1  g[l0g'(l-«)]  =  -  (^  -  '^y  {  "PM  -  (^^^  -  I)y2(-^)l0g(^  -  ^0 

+  •••  +  (-  IfVj^)  log"-\^  -  a)], 

^'i    =  ¥  diog{x-a)  =(~^r~'(^-^^/ty,»-i(^)-y.X^)^Qg(^~^)!> 

wo  r  eine  Wurzel  der  zu  x  =  a  gehörigen  detenninirenden  Funda- 
mentalgleichung, (f)^,  q)^,  •  ■  ■  (p^,^  in  der  Umgebung  von  x  =  a  reguläre 
Functionen  bedeuten.     Setzen  wir 

(31)  ,,^  =  (-1)—-^  (.=0,1,....), 

{x  —  a) 

so  ergiebt  sich 

(32)  (p„,_.,ix)  =  ü^  -f  'Aü,^_^  log  {x  —  a)  +  'A,ü^_^  log'  (x  —  a) 

-f-  ■  •  •  -f-  i^^  log''(a;  —  a)  (h=o,  i, . .  •  m). 

Es  bedeute  nun  x  =  h  einen  von  a  verschiedenen  singulären  Punkt,  und 
denken  wir  uns  ?(.,  u^,  •  •  •  u     als   homoo-ene   lineare  Functionen   der 
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Elemente  des  zu  x  =  J)  gehörigen  canonisclien  Fundamentalsystems 
dargestellt.  Setzen  wir  dann  diese  Darstellungen  in  die  Gleichungen 
(31),  (32)  ein,  so  erhalten  die  m^  und  folglich  auch  die  g'„^_^(.^)  in 
der  Umgebung  von  x  =^  h  die  Gestalt  eines  sich  bestimmt  verhaltenden 
Integrals  einer  linearen  DijEferentialgleichung,  da  ja 

(x  —  «)'" ,  log  {x  —  a) 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  h  entwickelbar  sind.  Wenn 
die  realen  Theile  der  sämmtlichen  Wurzeln  der  zu  den  sin- 
gulären  Punkten  der  gegebenen  Differentialgleichung  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichungen  im  alge- 
braischen Sinne  grösser  sind  als  —  1,  so  gilt  das  Gleiche 
von  den  Exponenten  der  Potenzen  von  x  —  h,  die  in  den  Ent- 
wickelungen  der  cp^^^_.(x)  in  der  Umgebung  von  x  ==  b  auf- 
treten; es  convergiren  folglich  die  Potenzreihen,  welche  die 
(p^^_^(x)  in  der  Umgebung  von  x  =  a  darstellen,  in  allen  den- 
jenigen Punkten  des  Convergenzkreises,  die  nicht  zu  den 
singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  gehören,  und  in 
denjenigen  auf  dem  Convergenzkreise  befindlichen  singulären 
Punkten,  wo  die  betreffende  Function  (p^^^__y{x)  einen  end- 
lichen Werth  besitzt. 


Drittes   Kapitel. 

68.    Herstellung  einer  Differentialgleichung,  deren  determinirende 
Gleichungen  vorgeschriebene  Wurzeln  haben. 

Die  Coefficienten  einer  Differentialgleichung  (F)  der  Fuchs 'sehen 
Classe  hängen  ausser  von  den  die  Lage  der  singulären  Punkte  bestim- 
menden Grössen  u,,  a„,  ■  ■  ■  a  noch  von  den  constanten  Coefficienten 
der   ganzen    Functionen    F     ,,    F„,      ,,,■■■   F  ,      ,,    ab;    die    Anzahl 

ö  a  —  1'         2(cr  —  1) '  n{a  —  1)  ' 

dieser  constanten  Coefficienten  ist  offenbar  gleich 

/         N  n  (n  4-  1)  n  {.n  ■ — ■  1) 

K^)  =  — 2^<^-— 2--- 

Denken  wir  uns  die  singulären  Punkte  a^,  a.^,  •  •  •  a^  fest,  so  hängen 
also  die  Integrale  von  (F)  von  diesen  (n,  ö)  constanten  Parametern  ab. 
Indem  wir  uns  vorbehalten  auf  die  analytische  Natur  dieser  Abhängig- 
keit später  ausführlich  einzugehen,  wollen  wir  jetzt  nur  den  Zusammen- 
hang jener  (n,  6)  Parameter  mit  den  in  den  Darstellungen  der  Inte- 
grale auftretenden  Constanten,  insbesondere  mit  den  Wurzeln  der 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  erörtern.  Wir  haben  im  Ganzen 
(<?  -|-  1)  determinirende  Gleichungen,  nämlich  die  zu  den  6  Punkten  a^ 
gehörigen,  die  sich,  da 

lim  5^)±,z}^f^  _  aX-'-  =  ^'i"-'^no-i}^^A 
ist,  in  der  Form 

(1)     2  ^(.-.)(.-i)  Ml^'MfQiQ  - 1)  ■  •  •  (p  -  X  +  1)  =  0 


darstellen  lassen  und  die  zu  x  =  co   gehörige,  die,  wenn 

(2)  lim  x"  ^(->-)(^-i)JJ  =  ^  c.  =  0, 1, 2, . . .  (« - 1)] 

gesetzt  wird    in  der  Gestalt 
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x  =  0 


geschrieben  werden  kann.     Seien 
die  Wurzeln  von  (1), 

die  von  (3),  dann  ist  also 

n  {n  —  1) 


2^. 


2  y{a^)     ' 


(4) 


Denken  wir  uns 


in  Pai-tialbrüche  zerlegt: 


j,,=  V 


so  ist 
und 

q 

lim  (xp^)  =  jr^_^  =  V  «^  •, 
also  ergiebt  sieb  dm-cb  Addition  der  Grleicbungen  (4)  die  Beziehung 

(5)  2'-'  + 22'-"-^'-'^'^^^ 

1  =  1  X  =  l  i  =  l 

zwischen  den  ((?  -|-  l)w  Wurzeln  der  sämmtlichen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen,  wir  wollen  dieselbe  als  die  Fuchs'sche  Be- 
ziehung bezeichnen. 

Es  seien  nun  für  die  n(6  -\-  1)  Grössen  r^.,  r.  willkürliche  Werthe 
vorgeschrieben,  die  der  Fuchs 'sehen  Beziehung  (5)  Genüge  leisten;  wir 
stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Coefficienten  der  DilBferentialgleichung  (F) 
so  zu  bestimmen,  dass  die  Punkte  a^,  a,^,  ■  ■  ■  a^  die  singulären  Punkte 
von  (F)  sind  und  die  Wurzeln  der  zu  diesen  Punkten,  beziehungsweise 
in  X  =  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  mit  den 
für  die  r^.,  beziehungsweise  r.  vorgeschriebenen Werthen  übereinstimmen. 
Setzen  wir  zu  diesem  Ende  die  ganzen  Functionen 

Schlesinger,  Difi'erentialgleicliuugeu.    I.  16 
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(q  — '>'n)  (Q  —  ^x-^  ■■■  (?  — ^•;.„) 
nach  den  Regeln  der  Differenzenrechnuug  (vergl.  S.  157)  in  die  Form: 

so  ist 

^(._.)(,_i,K)  =  e.AL^'K)]""'       [.=0,1,...  («-!)], 

d.  h.  wir  können,  da  ip  {x)  gegeben  ist,  die  Werthe 

-^(„_.)(,_l)  W  =  ^-..,,  [.  =  0,1,...  («-!)] 

als  bekannt  ansehen.     Mit  Hülfe   der  Lagrange 'sehen  Interpolations- 
formel finden  wir  dann 

(6)  F  ,     ^Ax)  =  y^^^tM^  -f-  ji,(x)E(x) 

^  ^  z(ff— i)v  /         X  ,  ip  (a-i)  X  —  ü;,     '    ^v  y     xV  / 

A  =  i 

(x  =  l,  2,  ...»), 

wo  jE*^  (x)  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  k  (<?  —  1)  —  6  be- 
deutet.    Wir  setzen  (5  >  1  voraus,  dann  ist 

X  ((?  —  1)  —  (J  ^  0,     für     3f  >  1 , 
für  X  =  1  ist 

^i(^)  =  0 

zu  nehmen.     Für  x  >  1  ist  (vergl.  (3))  nach  (6) 

lim  — -. — TT —  =  lim  X  — ^ —  =  Tt 

Die  Jr„_j^  werden  bestimmt,  indem  man  die  ganze  Function 

(q  +  *'i)  (q  +  ^2)  •■•(?  +  O 

in  die  Form  setzt 

]7(?  +  >;•)  =2^.?(^  - 1)  • .  •  (^  - ;.  + 1),      .„  =  1 ; 

t  =  l  z  =  0 

dann  ist  nämlich  zufolge  der  Fuchs 'sehen  Beziehung  (5),  die  zwischen 
den  r, .,  r.  besteht, 


und  für  x  >  1  haben  wir 

e        =  7t 

n~y.  n  —  y. 

zu  nehmen.     Dann  bleiben  noch  die 

■^n  /    /  1  ^  \  n(n  -^  V)        n(n  —  1)  /       ■     -i  \     ,     < 
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übrigen   Coefficienten   der  ganzen  Functionen  E_^(x)   willkürlich,    d.  h. 
wir  haben  den  Satz: 

Man  kann  die  in  den  Coefficienten  einer  Differential- 
gleichung n^^'  Ordnung  der  Fuchs'schen  Classe  mit  den  vor- 
geschriebenen 6  singulären  Punkten  a^,  «„,  •  •  •  a^,  <?>  1,  auf- 
tretenden [n,  6)  Constanten  stets  so  bestimmen,  dass  die  zu 
diesen  6  Punkten  und  zu  a?  =  oo  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  vorgeschriebene  Wurzeln  haben, 
zwischen  denen  nur  die  Fuchs'sche  Beziehung  bestehen 
muss,  und  es  bleiben  dann  noch 

(«.,  a)  —  n  ((?  +  1)  +  1  =  [w,  6\ 
dieser  Constanten  willkürlich. 


69.    Differentialgleicliung   der  Fuchs'schen  Classe  mit  einem  singu- 
lären Punkte.     Differentialgleichung  mit  eonstanten  Coefficienten. 

Nebst  dem  oben  ausgeschlossenen  Falle  <?  =  1  wollen  wir  die  be- 
sonderen Fälle  betrachten,  wo  die  Anzahl  der  willkürhch  bleibenden 
Constanten  gleich  Null  ist,  d.  h.  wo  durch  Angabe  der  Ordnungszahl  n, 
der  singulären  Punkte  a^,  a,,  •  •  •  «„  und  der  Wurzeln  der  determini- 
renden Fundamentalgleichungen  die  Coefficienten  der  Differentialglei- 
chung (F)  vollkommen  bestimmt  sind.  Dies  findet  zunächst  stets  statt 
für  w  =  1,  d.  h.  für  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  und  über- 
dies nur  noch  für 

n=2,         6  =  2. 

Der  Fall  ^=1,  wo  also  nur  ein  einziger  im  Endlichen  befind- 
licher singulärer  Punkt  x  =  a  vorhanden  ist,  bedingt  für  die  Differen- 
tialgleichung die  Form 


''     '-'''  T^J'-" +■■■  +  —  ,, 

{x  —  ay  {x  —  «)" 

•  c     Constanten    bedeuten.     Setzt    man    in    die    auf   die 


(I)      y''  +  .-2-.  v"-'  +  -h,  y'-"  +  ■  ■  ■  +  ,-^.  y  =  0 


■'"     ^i;    ""2? 

Normalfoi-m  gebrachte  linke  Seite 


^{y)  =  {x-ayy 


(n~y.) 


y.  =  0 

dieser  Differentialgleichung 

y  =  {x~  ay 
ein,  so  ergiebt  sich  die  charakteristische  Function 


10^ 
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(7)  ?((^-«y)  =  (^-«)V(9). 

wo 

fiQ)  =  ^^.-.9(?  -  1)  •••((,-  X  +  1). 

Es  stellt  also  {x  —  af  ein  Integral  von  (I)  dar,  wenn  q  gleich  einer 
Wurzel  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 

(8)  f{Q)  =  0 

genommen  wird.  Sind  die  n  Wurzeln  r^,  r^,  ■  ■  •  r^  dieser  Gleichung 
sämmtlich  von  einander  verschieden,  so  constituiren  die  Ausdrücke 

(9)  (x  —  dj^ ,     {x  —  af ,      ■  ■  ■      (x~  a)" 

ein  Fundamentalsystem  von  (I);  die  Integration  dieser  Differentialglei- 
chung ist  also  in  diesem  Falle  vollzogen.  Besitzt  dagegen  die  Gleichung 
(8)  mehrfache  Wurzeln  und  ist  z.  B.  r^  eine  2-fache  Wurzel  derselben, 
so  folgt  durch  (A  —  l)-malige  Differentiation  der  Identität  (7)  nach 
(j,  dass 

^ ((x  —  aj'  log'  {x  —  «))  =  0  («=0, 1, ...  i- 1) 

ist;  d.  h.  zur  A-fachen  Wurzel  r^  der  Gleichung  (8)  gehören  die  A  linear 
unabhängigen  Integrale 

(10)  (x  —  aj' ,  {x  —  af'  log(x  —  a),  ■  ■  ■  {x  —  af'  \og~^  {x  —  a), 
so  dass  wir  also  in  jedem  FaUe  im  Stande  sind,  das  allgemeine  Inte- 
gral von  (I)  in  expliciter  Form  anzugeben. 

Durch  die  Substitution 

z  =  log  {x  —  a) 
geht  die  Differentialgleichung  (I)  in  die  Differentialgleichung 

sp(j/)  =  QM  =  %j^.  +  %j^.  +  ---  +  'i.y  =  0 

über,  deren  Coefficienten  auf  einfache  Weise  gefunden  werden  können, 
wenn  man  beachtet,  dass 

also: 

/■(•?)  =  %q'  +  aW'  +  •  •  •  +  g.,       ^io  =  1 ; 

ist.     Die  Differentialgleichung 

(11)  n(2/)  =  o 

hat  demnach  constaute  Coefficienten,  und  kann  offenbar  als  die  all- 
gemeinste homogene  lineare  Differentialgleichung  mit  constanten  Coeffi- 
cienten angesehen  werden.     Ihre  Integration  ist  sofort  geleistet,  wenn 


69.  DifFerentialgleicliimg  mit  constanten  Coefficienten.  245 

man  in  die  Ausdrücke  (9),  (10)  die  unabhängige  Variable  z  einführt. 
Die  Gleichung  (8)  oder 

<p(p)  =  ?"  +  ?,/-'  +  ■"••  + 2.  =  0 

wird  nach  Cauchy  die  zu  (II)  gehörige  charakteristische  Glei- 
chung genannt.  Besitzt  dieselbe  die  n  verschiedenen  Wurzeln  r^^  r^,  ■  ■  ■  r  , 
so  bilden  die  Ausdrücke 


ein  Fundamentalsystem  von  (2),  sind  mehrfache  Wurzeln  vorhanden,  so 
entsprechen  der  A-fachen  Wurzel  r^  die  X  Integrale 


Cauchy  hat  für  die  Integration  der  Diiferentialgleichung  mit  con- 
stanten Coefficienten  ein  elegantes  Verfahren  angegeben,  welches  wir 
hier  darlegen  wollen,  weil  es  die  Bestimmung  eines  durch  seine  An- 
fangswerthe  definirten  Integrals  in  äusserst  übersichtlicher  Weise  er- 
möglicht. Bezeichnen  wir  durch  jp  (q)  eine  ganze  rationale  Function 
von  Q  mit  unbestimmten  Coefficienten  und  bilden  das  Integral 

(ö) 
erstreckt  über  die  Begrenzung  eines  Gebietes  G  der  ^ -Ebene,  welches 
einige  der  NuUstellen  von  q)(Q)  einschliesst.    Differentiiren  wir  dasselbe 
icmal  nach  0,  so  kommt 

d'-y  _     .       I     rw;  „..(...  (.  =  0,1,2,...), 


Tti     I      Cf(Q)^ 


dz' 

(G) 

und  wenn  wir  dies  in  die  linke  Seite  0^(?/)  der  Diflferentialgleichung  (II) 
einsetzen,  so  erhalten  wir 


ö.C^/c-^)) 


1       /''^(e)    -STTi        n-y.  ozj 


oder 


^Xy(^^  =  ^ifHQy'dQ- 


dieser  Ausdruck  ist  aber  gleich  Null,  weil 

innerhalb  G  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  und  der  Ausdruck  (a)  stellt 
demnach  eine  Lösung  der  Diiferentialgleichung  (II)  dar.  Offenbar  können 
wir  uns  bei   der  Wahl  von  t(Q)   auf  Functionen  von  niedrigerem  als 
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dem   Ji*®"  Grade   bescliräuken-,   denn   wäre   i'io)   von   höherem   als   dem 
(n  —  1)*®"  Grade,  so  könnten  wir  setzen 

4^(9)  =  %  {9)9^(0)  +  t{9), 
wo   ^{q)  vom  (w  —  1)*®"  Grade  ist,  und  erhielten 


2 

(ff) 

Sei  nun  die  linke  Seite  der  charakteristischen  Gleichung 

und   mögen   innerhalb   G   die  Wurzeln   r^,  r^?  "  '  '  *V   ^^i'   charakteristi- 
schen Gleichung  liegen.     Bezeichnen  wir  dann  durch 

Res« /"(*■) 

das  Cauchy'sche  Residu  einer  Function  fix)  im  Punkte  x  =  a,  so  haben 
wir,  wenn  in  der  Umgebung  von  r^  die  Entwickelung 

wo  ^^  (()  '  r )  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  bedeutet,  gilt,  die  Gleichung 

Res    (^e^-')=  y,-^/'-^/-". 
Da  nun  bekanntlich 


2/(^0  =  ^-  r^  e^'dQ  =   y  Res  ^ 

.  /  <  =  1 


(G) 

ist,  so  erhalten  wir  die  Darstellung 

t = 1  //  =  1 

und  hierin  bedeuten,  wegen  der  Willkürlichkeit  von  ti^),  die  Ä^^^  will- 
kürliche Constanten. 

Wenn  wir  den  Bereich  G  soweit  ausdehnen,  dass  er  alle  r, ,  r„,  •••r 
in  sich  fasst,  so  stellt  der  Ausdrack  (cc)  offenbar  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (II)  dar;  wir  stellen  uns  dann  die  Auf- 
gabe, die  ganze  Function  tp  (q)  so  zu  bestimmen,  dass  das  Integral 
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2niJ    (p{Q)  ^ 

(G) 
der  Differentialgleichung  (II),  vorgeschriebenen  Anfangsbedingungen  ge- 
nügt, d.  h.  für  ^  =  ^  mit  seinen  (n  —  1)  ersten  Ableitungen  die  Werthe 

%^  Vv  %v  ■■■  'h-i 

annimmt.     Es  soUen  also  die  Gleichungen 


(;.  =  0, 1,  ■  ■  •  «  —  1) 

(G) 


befriedigt  werden. 

Denken  wir  uns  die  für  9  =  oc  verschwindende  Function 

qp(e) 
nach  fallenden  Potenzen  von  q  entwickelt,   so  gilt  diese  Entwickelung 

ausserhalb  eines  um  den  Nullpunkt  der  ^ -Ebene  beschriebenen  Kreises 
K,  der  aUe  Wurzeln  der  charakteristischen  Grieichung  einschliesst; 
wählen  wir  den  Bereich  G  so  gi-oss,  dass  der  Kreis  K  noch  innerhalb 
G  liegi,  so  können  wir  in  die  linke  Seite  der  Gleichungen  (ß)  die 
Entwickelung  (y)  einsetzen  und  gliedweise  integriren.    Dann  ist  aber 


\7llJ     9  9^       ^  >■ 


2c 

CG) 

weil   die  Integration   über  alle  Potenzen  von   q,   deren  Exponent  von 
—  1  verschieden  ist,  Null  giebt.    Wir  erhalten  also  die  Gleichungen     ■ 

s^  =  1]^  (/  =  0,  1,  ■■■  «  —  1), 

d.  h. 

Üq)  =  g)((,)}  ^   +  -^^  +  ...+_  +  ..  .[^ 

und  da  i^'(p)  eine  ganze  Function  {n  —  l)**""  Grades  sein  sollte,  so  er- 
giebt  sich  der  gesuchte  Ausdruck  in  der  Form 

n      »  —  ( 
1  =  1  A  =  0 

Denkt  man  sich  in  der  Entwickelung  von 

Q  —  n  jLj    '       9  — f] 

t  =  0 

die  Exponenten  von  ?;  durch  untere  Indices  ersetzt,  so  stimmt  der  so 
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entstehende  Ausdi'uck  offenbar  mit  dem  für  ^(p)  gefundenen  Ausdrucke 
überein. 

Bemerken  wir  noch,  dass  die  Differentialgleicbung  (II)  mit  con- 
stanten  Coeffieienten  nicht  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört-,  in  der  That 
hat  das  allgemeine  Integral  in  ^  =  oo  einen  Punkt  der  Unbestimmtheit. 

70.   Differentialgleictiungen  erster  und  zweiter  Ordnung. 
Riemann'sche  Diff erentialgleicliung. 

Die  allgemeinste  Differentialgleichung  erster  Ordnung  der  Fuchs- 
schen  Classe  mit  den  6  singulären  Punkten  a^,  «,,  •  •  •  a^  lautet 


(III) 

cly        J 

=  0. 

Sei  in  Partialbrüche  zerleg-t: 

ip{x) 

<^x 

-H 

so    sind    —  ti 

u   —  Sj  •••   —^„    die    ^ 
•  •  a^  gehörigen  uud 

'urze' 

a 

-^:" 

der   zu    den    Punkten 


die  Wurzel  der  zu  x  =^  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung. In  der  That  ergiebt  sich  durch  Quadratur  das  allgemeine 
Integral  in  der  Foim 

c{x  -  a^)-"^  (X  -  a,)—^  ...(X-  aX"% 
c  eine  willkürliche  Constante. 

Weitaus  bedeutungsvoller  als  die  eben  behandelten  Specialfälle  ist 
die  der  Wahl 

n  =  2,         6  =  2 

entsprechende  Differentialgleichung,  d.  h.  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  der  Fuchs'schen  Classe  mit  zwei  singulären 
Punkten  a^,  a^;  dieselbe  ist,  wie  wir  sahen,  die  einzige  Diffe- 
rentialgleichung höherer  als  erster  Ordnung,  die  durch  An- 
gabe der  a^,  a^,  und  der  Wurzeln  ihrer  determinirenden  Fun- 
damentalgleichungen bestimmt  ist.  Ehe  wir  auf  das  Studium 
dieser  ausgezeichneten  von  Euler,  Gauss,  Kummer  und  Riemann 
behandelten  Differentialgleichung  eingehen,  soll  eine,  von  Herrn  Fuchs 
herrührende,  Transformation  der  Form  einer  beliebigen  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  der  Fuchs'schen  Classe  angegeben  werden,  die 
für  diese  Ordnuno-  charakteristisch  ist. 
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Die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  der  Fuchs - 
sehen  Classe  mit  den  6  singulären  Punkten  a^,  a.^,  ■  ■  ■  a^  hat  die 
Gestalt : 

(IV)  ij"  +  ^^^  y'  +    '^'^-y    y  =  0, 

die  zum  singulären  Punkte  x  =  a^  gehörige  determinirende  Fundamen- 
talgleichung lautet 

(11)  O  (p  1)  -^ 777-v-  p  H ^ — ^^  =  0 

(;.  =  1,2,  •■■£;). 

Würde  diese  Gleichung  für  aUe  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  X 
die  Wurzel  p  =  0  besitzen,  so  müsste 

sein,  d.  h.  F^,_^Ax)  wäre  durch  t/^  (ä;)  theilbar.     Setzten  wir  dann 

(12)  F^^^^_^^{x)  =  ^{x).F^_^{x), 

wo  F^_^{x)  eine  ganze  Function  vom  höchstens  {6  —  2)*^"  Grade  be- 
deutet, so  erhielte  die  Differentialgleichung  (IV)  die  Gestalt: 

(IVa)  ^(^)  y"  +  F^_^{x)  y'  +  F^_^^{x)  y  =  0. 

Auf  diese  Gestalt  lässt  sich  nun  eine  beliebige  Differentialgleichung 
(IV)  stets  bringen,  auch  wenn  eine  Gleichung  von  der  Form  (12)  nicht 
besteht.  Man  hat  zu  dem  Ende  nur  au  die  Stelle  von  y  eine  neue  Variable 
durch  die  Gleichung 

(13)  y  =  {^-  aj^  (x  -  ap  •■-{x-  aj'^  z 

einzuführen,  wo  Ty  eine  Wurzel  der  zu  x  =  a^  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  (11)  bedeutet,  die,  faUs 

^2(.-i)(«;.)  =  0 

sein  sollte,  gleich  Null  zu  nehmen  ist.  Setzt  man  nämlich  den  Wei-th 
(13)  für  y  in  die  Differentialgleichung  (IV)  ein,  so  ergiebt  sich  für  2 
die  Gleichung 

(V)  i^ixy  +  \2Hx)^  -^^  +  -f;_,(^)U' 


2=] 


+ 


+  ^.-.(-)5^.-^  +  %l^h  =  ^- 


^j  X—  a^    '  ip (x) 
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Diese  Gleiehung  hat  auch  wieder  rationale  Coefficienten,  sie  gehört 
auch  zur-  Fuchs 'sehen  Classe,  und  die  zu  den  singulären  Punkten  a^ 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  derselben  haben 
jede  die  Wurzel  q  =  0.  Hieraus  folgt,  dass  auch  der  Coefficient  von 
z  eine  ganze  Function  von  x,  und  zwar  eine  solche  vom  höchstens 
(p  —  2)*"°  Grrade  sein  muss,  die  Gleichung  (V)  hat  also  in  der  That 
die  Form  (IV  a). 

Es  sei  nun  6  =  2,  und  es  mögen  die  Wurzeln  der  detenninirenden 
Fundamentalgleichungen,  die  zu  den  Punkten  «^,  a^,  oo  gehören,  be- 
ziehungsweise durch 

A,  A';     V,  v'-     ,u,  u' 

bezeichnet  werden,  dann  ist  zufolge  der  Fuchs 'sehen  Beziehung 
(14)  X-\-  l'-\-  ^-^  ^'-{-v  -^v'=l 

und  die  Differentialgleichung  hat  die  Form 

(VI)  y'   +  (^_aUx-a)  y   +  / ^27 72  2/  =  0. 

Man  kann  von  dieser  Differentialgleichung  zu  einer  noch  etwas  allge- 
meineren übergehen,  indem  man  an  Stelle  von  x  eine  neue  Variable  | 
durch  die  Gleichung 

h  —  c  I  —  a ^       "1 

h  —  a  \  —  c         X—  a^ 

einführt,  wo  «,  &,  c  beliebige  von  einander  verschiedene  endliche  Grössen 
bedeuten.  Dann  geht  nämlich  (VI)  in  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  für  y  als  Function  von  |  über, 
die  auch  der  Fuchs'schen  Classe  angehört.  Die  singulären  Punkte 
dieser  Differentialgleichung  sind  die  den  x  =  a^,  csd,  a^  entsprechenden 
Werthe  |  =  a,  h,  c,  dagegen  ist  |  =  00  kein  singulärer  Punkt,  da  er 
dem  regulären  Werthe 


0  —  a 
von   X  entspricht.     Die  Wurzeln   der   zu   |  =  «,  h,  c  gehörigen  deter- 
minirenden   Fundamentalgleichungen    sind    beziehungsweise    durch    die 
Grössen 

A,  A';     ^,  n'-,     V,  v' 

gegeben,  wie  mau  sofort  übersehen  kann,  wenn  man  beachtet,  dass 
x-a^  =  {l-a)%^{i    a), 
x-a^  =  {^^-c)%{i    c), 


J 
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ist,  wo  '^^,  ^2?  ""^^a  gewöhnliclie  Potenzreihen  bedeuten,  die  für  i,  =  a 
beziehungsweise  |  =  c,  I  =  &  nicht  verschwinden.  Das  allgemeine 
Integral  dieser  Differentialgleichung  in  |  bezeichnet  Riemann  durch 

(a    h     c       \ 
PA    ^     V     d; 
Ia'    fi'    v'      j 

die  Abhandlung,  welche  Riemann  der  Untersuch vmg  dieser  Function  ge- 
widmet hat,  ist  die  in  der  historischen  Einleitung  (Nr.  3)  erwähnte.  Wir 
werden  im  Folgenden  die  wesentlichsten  Resultate  dieser  Abhandlung 
mit  Hülfe  der  allgemein  für  die  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen 
Classe  entwickelten  Methoden  herzuleiten  haben.  Es  soll  aber  dabei  die 
Form  (VI)  der  Differentialgleichung  zu  Grunde  gelegt,  ja  in  dieser  noch 
eine  weitere  Specialisirung  vorgenommen  werden. 

Führen  wir  nämlich  in  (VI)  an  die  Stelle  von  x  eine  neue  unab- 
hängige Variable  ^  durch  die  Gleichung 

«2  —  ^h 
ein,  so   erhalten   wir  eine  ebenso  wie  (VI)  beschaffene  Differentialglei- 
chung  für   y   als  Function  von   |,    deren  singulare  Punkte   durch  die 
Werthe 

1  =  0,  1,  (X), 

die  den  a?  =  a^,  a^,  oo  entsprechen,  dargestellt  werden.  Wir  denken 
uns  diese  Abänderung  von  vorneherein  vollzogen  und  setzen  also  im 
Folgenden 

«1  =  0,       «2  =  1 

voraus;  dann  wird  das  allgemeine  Integral  von  (VI)  durch 
/O    oo   1 
P  1  A    ju,     V     X 
Va'    ^'    v' 


oder  kürzer  durch 


v' 


{,  ^ ".  A 

VA    ft    V       / 


zu   bezeichnen   sein.     Die  Differentialgleichung  (VI)   selbst   erhält   die 
Form 

und  es  sind  die  constanten  Coefficienten  /y,  f^,  g^^,  g^,  g^  dadurch  be- 
stimmt, dass  die  Gleichungen 
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p(p  -  1)  +  (/o  +  /"i)?  +  ^0  +  ^1  +  ^2  =  (9  -  ^)(Q  -  ^')> 
9(^-1)+  i2-f;)Q-\-(L  ={q-^){q-^') 

bestellen  müssen,  deren  linke  Seiten  die  zu  x  =  0,  1,  oc  gehörigen 
determinirenden  Functionen  der  Difierentialgleichung  (VII)  darstellen. 
Es  ist  also 

g^  =  vv'  —  AA'  —  ^^' 
und  die  Differentialgleichung  (VII)  lautet 

(viia)         r+^+'-'^t-ir^— ^'  ' 

_.    fxtt'a;^  -f-  {'"'"'  ~  ^^'  —  [in.')x  -f-  AT      ^ 

"^  a;2(a;2  _  2a;  +  1)  ^  —     • 

Wenden  wir  nun  auf  diese  Differentialgleichung  die  oben  angegebene 

Transformation  an,  setzen  also  etwa 

y  =  x\l  —xj'z, 

so  erhalten  wir  für  z  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (VII  a), 
in  welcher  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
bei     .r  =  0     die  Werthe     0,  A'— A, 

;;         *■  =  !         ;;  V  0,    v'  —V, 

„      ic  =  oü    „  „  ^u  +  A  +  t^,  fi'  +  A  +  V 

haben,  d.  h.  also  die  Differentialgleichung 

,        (^  4-  f.-  +  2A  +  2i>  +  1)0;  +  r  -  ;i  -  1     , 
^    -^ x{x-V)  ^ 

"T"  x{x—\)  '^  ' 

oder  wenn  wir  noch 

A  +  u  +  1'  =  a,     A  +  .u'  +  y  =  /3 ,     A  —  A'  +  1  =  7 

setzen,  die  Differentialgleichung 

(G)  .r(l  -  x)z"^\y  -  («  +  /3  +  1)^]/-  «^^  =  0, 

die  wir  als  die  Gauss 'sehe  Differentialgleichung  bezeichnen  und  der 
folgenden  Untersuchung  zu  Grunde  legen  woUen. 


Viertes  Kapitel. 

71.    Gau  SS 'sehe  Differentialgleichung.     Fundamentalsystem  für 

.r  =  0  und  für  ^  =  oc. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Behandlung  der  Differentialgleichung  (G) 
und  suchen  zuvörderst  die  Wurzeln  der  zu  den  Punkten  0,  1,  oo  ge 
hörigen  detenninirendeu  Fundamentalgleichungen  auf.  Für  dieselben 
ergeben  sich  nach  dem  Vorhergehenden 

bei    X  =  0,    die  Werihe    0,    1  —  y, 
„     ^=1,      „  „  0,    y  —  a~ß, 

„      ^  =  oo,    „  „  a,    ß. 

Bringen    wir    die    Differentialgleichung  (Gr)    bei    x  =  0    durch    Multi- 
plication  mit  x  auf  die  Normalform,  so  erhalten  wir  die  charakteristi- 
sche Function 
x^f{x,Q)  =  [(1  -a;)^(^  _  1)  _|.  [j,  _  («  +  ^  +  l)x]Q-  aßx]x^- 

also  ist 

/i)(p)  =       q{q  —  1)  +  TQ, 

fM  =  -Q(Q-l)-{a  +  ß-\-l)Q-  ccß, 
und  die  Recursionsformel  für  eine  (G)  befriedigende  Reihe 

g{x,Q)=^gX9)x''^' 
lautet  demnach  " 

(15)  %X9)9Sq)  +  \.-M9.-i{q)  =  0  ("=0,1,...), 

wo 

%.-.r(9)=-KQ  +  v-l)iQ-\-v-2)-{-ia  +  ß-\-l)(Q-{-v-l)  +  aß]. 

Die  Grössen  a,,  o^,  r^^,  x^,,  t^^,  r^,  (Nr.  64,  S.  226)  haben  die  Wei-the 

Oo=l.  ^01  =  0,  r,,  =  l-y, 

a^  =  —  1,       T^l  =  —  «;        -^12  ^  —  ß, 

und  wir  erhalten  aus  der  Recursionsformel  für  unbestimmtes  q: 
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oder 

l^o;   y,+,y9)       (p  _^  1) . . .  (p  4. 1  _^  ^)  (^  _^  y) . . .  (p  _^  y  _|:  ^)  ^0^^;- 
Der  Algoritkiniis  für  die  Reihe  g(x,  q)  lautet  demnacli 

(17)  -'*(i,-i;'7'''7'  +  '';-) 

V  Q-{-a,  Q-^  ß  J 

—  n    (n\  ^?   -^(g  +  «)  •  •  •  (9  +  ^  +  1^  -  1)  (9  +  (^)  •  •  -  (g  +  P  +  ^  -  1)       V 

—  UoKQ)-'-^  (p  _|_  1)  .  .  .  (p  +  ^)  (p  4.  y)  .  .  .  (p  4-  y  +  ^  _  1) 

v  =  0 

und  der  für  die  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortsclireitende  Reihe 


ergiebt  sich  hieraus  nach  Nr.  64  (S.  227)  in  der  Form 

(18)  ^'*(-i,1;-^T;'"^7^       ;i) 

=  n  fn^  r?  yfC- o)  •••  (-g  +  ^-1)  (-g  +  l-y)  ■  •  •  (-g+ 1-y +  ^-1)    -v 
r  =  0 

Wenn  sich  die  Wurzeln  der  zu  x  =  0  und  zu  x  =  00  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  nicht  um  ganze  Zahlen  unter- 
scheiden, d.  h.  wenn 

l~y,     a-ß 

nicht  ganzzahlig  sind,  so  stellen  die  Algorithmen  (17),  (18)  unmittelbar 
die  zu  a;  =  0,  beziehungsweise  x  =  00  gehörigen  canonischen  Funda- 
mentalsysteme dar,  wenn  man  in  (17)  für  q  die  Wurzeln  0,  1  —  y,  in 
(18)  für  —  Q  die  Wurzeln  a,  ß  der  betreffenden  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen einsetzt.     Wählen  wir  noch 

^0(9)  =  ! 
und  bezeichnen  mit  Gauss  die  Reihe 

durch 

F(a,  ß,  y,  x), 

so  erhalten  wir  unter  der  gemachten  Voraussetzung  für  das  zu  x  ■■ 
gehörige  Fundamentalsystem  u^^^  u^,^  tue  Darstellungen: 


(20) 
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(19)  1""'^      . 

und  für  das  zu  x'  =  oo  ffehöriffe: 

\u^^  =  x-^F{ß,  ß~y+l,  /3-C.  +  1,  -1). 

Die  Reihen  (19)  convergiren  für 

j  a:  I  <  1,  divergiren  für  |  a;  |  >  1, 
die  Reihen  (20)  convergiren  für 

I  ic  I  >  1,  divergiren  für  |  ä;  |  <  1. 
Wenn  1  —  y  bez.  a  —  ß  ganze  Zahlen  sind,  so  können  die  Elemente 
der  zu  ä;  =  0  bez.  x  =  c%d  gehörigen  Fundamentalsysteme  Logarithmen 
enthalten.     Betrachten  wir  zunächst  den  Punkt  a;  =  0  und  sei 
l  —  y  =  q 

eine  ganze  Zahl.  Dann  sind  noch  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden, 
wo  q  positiv  oder  negativ  ist. 

1)  Sei  q  ^0,  dann  gehört  zur  Wurzel  0  der  determinirenden 
Fundamentalgleichung  jedenfalls  ein  in  Reihenform  darstellbares  Inte- 
gral, und  zwar  ist 

Wenn  g  <  0,  so  kann  auch  zum  Exponenten  q  ein  von  Logarithmen 
freies  Integral  gehören,  hierzu  ist  nach  dem  Kriterium  der  Nr.  53 
(S.  189)  noth wendig  und  hinreichend 

Aber  zufolge  der  Recursionsformel  (15)  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

^.(?)  =  \„_l((>)«,_l,._2(?)    •••    «lo(?); 

also 

/^_,(g)  =  /•,(- 1)A(- 2),  ■■•/",  (g), 
und  da 

f,{9)  =  -  (?  +  c.)  (^  +  /5) 
ist,  so  erhalten  wir 

(21)     h_^{q)  =  {a-l){ß-l){oc-2){ß-2)...  {a  +  q)  {ß  +  q) . 

Dieses  Product  verschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn  a  oder  ß  mit 
einer  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  ( —  q)  übereinstimmt.  Ist  dies  der  Fall,  so 
können  wir  das  zum  Exponenten  q  gehörige  Integral  auch  durch 
die^  Reihe 

x'~'F{_a  +l-y,  ß-\-l-y,2-r,x) 
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darstellen,  wenn  wir  festsetzen,  dass  in  den  Coefficienten  dieser  Reihe 
die  verschwindenden  Factoren  im  Zähler  und  Nenner  wegzulassen  sind. 
Wenn  für  ^<0  das  Product  (21)  von  Null  verschieden  und  wenn  q=^0 
ist,  so  hat  das  zum  Exponenten  1  —  y  gehörige  Integral  u^^  die  Form 

%2  =  ^''~^{%(^)  +  9^1  (^)  log^;), 
wo  cp^^,  (p^  in  der  Umgebung  von  ä;  =  0  reguläre  Functionen  bedeuten, 
die   für  x  =  0  nicht  beide   verschwinden.     In  diesem  Falle  finden  wir 
%i?  ^02?  ijfid^^  "^ii*  (vergl.  Nr.  49)  in  dem  Algorithmus  (17)  für  gJ^) 
den  Wei-th 

9^{q)  =  «n(9)S2(?)  •  •  •  «y_i,j,-i(?)  ■  G{q) 
einsetzen,  wo  6^(^)  eine  für  Q  =  q  endlich  bleibende  aber  sonst  willkür- 
liche Function  bedeutet;  wir  wählen,  um  einfache  Formeln  zu  erhalten, 

^*^^)  =  (p  -f  a)  .  .  .  (e  +  a  -  2  -  1)  (?  +  ß)  ■  ■  •  (9  +  ß  -  2  -  1)' 
was    gestattet    ist,    weil   a,  ß   mit   keiner    der  Zahlen   1,  2,  •  •  •  ( —  q) 
übereinstimmen  sollten.     Dann  ist  wegen 

O'rM)  =  fo(9  +  ^)  =  (?  +  ^)  (?  +  V  —  ?) 

„  /^x  _  (e  +  i)---(9-g)(e-g  +  i)---(9-2g) 

und  zufolge  der  allgemeinen  Theorie  erhalten  wir  das  canonische 
Fundamentalsystem  in  der  Form 

IOC 
v  =  0 

wo 

/  X  _  (Q-j-a)---{Q  +  a  +  v-l)iQ-^ß)---(Q  +  ß-{-v-l) 

vK^J  (p    +    1)    .   .  .    (p    +    ^)    (p    4.    y)    .  .   .    (p    +    y   ^_    y   _    1) 

gesetzt  wurde.     Nun  ist  aber 

c_,+,,(?)  •  g,{Q)  =  c^(q  —  q)  ("  =  0,1,...), 

wir  haben  folglich 

-9-1 


dg{x,  q) 


g\x,  q)  ==  g(x,  q)  logx  +  gfy)x^2c'X9)x' 


+  .9o(?^^"^^^,.(?)-^'"  +  ^^2^(^  ~  '^)^' 


r  =  0 

v  —  q 
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ZU  nehmen  ist.     Setzen  wir  nun  hierin  Q  =  q,  so  ergiebt  sich 

^^1  =  9{^,  ü)  =^cXO)x  =  F(a,  ß,  y,  x), 

wie  auch  von  anderer  Seite  gefanden  wurde,  und  ferner 
^■2  =  ^M  ß^  y^  ^)  +  F{cc,  ß,  y,  x)  \ogx, 


wo 


F^{a,  ß,  y,x)  =  c/^(q)  {x''^  +  c,(g)^^-^  +  •  •  •  +  c^_^^{q)x-'] 

+^c;,(0)x' 
ist.     Man  findet 

<(0)  =  o„(0)  { l  +  -^-j  + . . .  +  -^L^_  +  ;  +  pTi 

~^  "  '  '  "^  |3  +  V  —  1  1  2  ■  '  ■  V  y"  y  +  1 

11 


y  -j-  V  —  1 J  ' 

hierdurch  ist  der  Reihenalgorithmus  F^  [a,  ß,  y,  x)  vollkommen  deter- 
minirt ;  im  Falle  q  =  0  ist  F^  [cc,  ß,  y,  x)  eine  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe. 

2)  Sei  ^  >  0,   dann  gehört  jedenfalls  zum  Exponenten  1  —  y  ein 
in  Reihenform  darstellbares  Integral,  nämlich 

x'-'F{a  -^1-y,  ß-^l-y,2-y,x). 

Ein  zweites  Integral  findet  man  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im 
Falle  1)  oder  einfacher,  indem  man  die  Substitution 


in  die  DiflFerentialgleichung  (Gr)  macht,  wodurch  dieselbe  in  eine 
(iauss'sche  Diöerentialgleichung  für  u  übergeht,  in  der  die  Grössen 

«+l-r;     /5+1-7,     2-y 

an  die  Stelle  von  a,  ß,  y  getreten  sind,  für  die  also  dann  der  Fall  1) 
stattfindet.  Es  ergiebt  sich,  dass  zum  Exponenten  q  =^  0  das  von 
Logarithmen  fi-eie  Integral 

F(a,  ß,  y,  x) 

Schlesinger,  Differential gleicliungeu.  I.  17 


258  V.  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe.    Kapitel  4. 

gehört,  wo  im  Zähler  und  Nenner  der  einzelnen  Coefficienten  die  yer- 
schwindenden  Glieder  wegzulassen  sind,  wenn  a  oder  /3  mit  einer  der 
Zahlen  0,  —  1,  —  2,  •  ■  •  7  übereinstimmt,  dass  dagegen,  wenn  dies  nicht 
der  Fall  ist,  der  Wurzel  ^  =  0  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichung das  Integral 

+  F{a-^l-y,  ß+l-r,^-y,^)  log^l 
entspricht. 

Die  analoge  Discussion  für  den  Punkt  x  =  00  gestaltet  sich  am 
einfachsten,  wenn  man  in  (Gr)  die  Substitutionen 

(22)  x=  l  ,    ^  =  fw 

ausführt,  wodurch  sich  für  u  als  Function  von  |  eine  Gauss'sche 
Differentialgleichung  ergiebt,  worin  die  Zahlen 

a,  a  —  y  -\-  \,  —  ß  -\-  a  -\-  1 

die  Rolle  der  a,  ß,  y  spielen.  Die  Reihen  (20)  behalten  also  ihre 
Bedeutung,  auch  wenn  a  —  ß  eine  ganze  Zahl  ist,  zu  beiden  Wurzeln 
a,  ß  aber  ein  von  Logarithmen  freies  Integral  gehört.  Ist  das  nicht 
der  Fall  so  haben  wir 

1)  wenn  a  —  ß  eine  negative  ganze  Zahl  oder  Null  ist,  die  beiden 
Integrale 

x~^F[ß,  ß-y-^l,  /3-«  +  l,  I), 
x-^[F^[ß,  /3-y+l,  /3-a  +  l,  I) 

+  f(/3,  ß^yJ^l,ß-a  +  \,  ^)log-^]-, 

2)  wenn  a  —  ß  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  die  beiden  Integrale 


F[a,  a  —  y-^l,  a  —  ß-\-l, 


X  , 


-\fX^,  ,,_y  +  l,  «-/3  +  1,  I) 

^fL,  a-y+l,a-ß-i-l,  |)log| 


72.    Reihen  die  nach  Potenzen  von  1  —  x  fortschreiten. 
Das  Kummer'sche  Princip. 

Um  die  nach  Potenzen  von  x  —  1  fortschreitenden  Reihenent- 
wickelungen und  damit  das  zu  x  =  1  gehörige  canonische  Funda- 
mentalsystem zu  erhalten,  ist  es  am  zweckmässigsten  in  (G)  zu  setzen 
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(23)  1-^  =  1, 

wodurch  für  ^  als  Function  von  |  eine  Gauss'sche  Differentialgleichung 

hervorgeht,  worin 

a,  ß,  a  +  ß-y-l-l 

an  die  Stelle  der  a,  ß,  y  getreten  sind.  Unterscheiden  sich  die  beiden 
Wurzeln  der  zu  x  =  1  gehörigen  determinirenden  Fundamentalglei- 
chung nicht  um  eine  ganze  Zahl,  d.  h.  ist  y  —  a  —  ß  nicht  ganzzahlig, 
so  erhalten  wir 

u^^  =  F{a,  ß^  a-^ß+\-y,\-x), 

u^,  =  (l  -xy-^'-^Fiy-ß,  y-a,  j.  _  «  - /3  +  1,  1  _  ;r), 

und  dieselben  Integrale  behalten  ihre  Bedeutung,  wenn  y  —  a  —  ß  ganz- 
zahlig ist,  aber  trotzdem  zu  beiden  Wurzeln  der  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung ein  von  Logarithmen  freies  Integral  gehört.  Ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  haben  wir 

1)  wenn  y  —  a  —  /3  ^  0  ist,  die  Integrale 
F{a,ß,a^ß-y^\,\-x), 
F^{a,ß,a-\-ß-y-^^\,\-x)-YF{a,ß,a-^ß-y^\\-x)\o^{\-x)', 

2)  wenn  y  —  «  —  /5  >  0  ist,  die  Integrale 
i\-xi'-''-^F{y-ß,  y-a,  y  -  a  -  ß -\-  1,  1-x), 
(1  -  xy-"-^  {F^(y-ß,  y-a,  y-a- ß-\-  1,1- x) 

+  F(y  —  ß,  y  -  a,  y  -  a  -  ß  +  1,  1  -  x)log(l  -  x)] . 
Die  hier  auftretenden  Reihen  convergiren  für 

divergiren  für 

|^-1|>L 

Wir  können  auch  Reihen  herstellen,  die  nach  fallenden  Potenzen  von 
1  —  X  fortschreiten,  also  ein  zu  a;  =  oq  gehöriges  canonisches  Funda- 
mentalsystem darstellen,  beschränken  uns  dabei  aber  auf  den  Fall,  wo 
a  —  ß  keine  ganze  Zahl  ist.  Diese  Reihen  gehen  aus  u^^,  u^^  ebenso 
hervor,  wie  m^^,  u^^  aus  u^^^,  u^^'^  wir  finden  demgemäss 

K.-(^-^r''F{a,  y-ß,  «-/3-fl,  ^) , 

^.2  =  (1  -  ^r^F[ß,  y-a,ß-aJr\  i  A-^)  , 

und  der  Convergenzbezirk   dieser  Reihen  umfasst  die  Werthe,   für  die 

I  1  —  ;r  1  >  1. 

17* 
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Diese  Reiiien  definiren  ebensowohl  wie  die  Reihen  (20)  wohl- 
bestinunte  Functionszweige,  die  der  Differentialgleichung  (G)  genügen^ 
wenn  wir  uns  die  als  Factoren  auftretenden  mehrdeutigen  Potenzen 
fixirt  ■  denken.  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  je  zwei  dieser  Functions- 
zweige  identisch  sind.  Das  geschieht  mit  Hülfe  des  folgenden  Kumm er- 
sehen Princips.  Seien  die  a,  /3,  y  willkürliche  von  einander 
unabhängige  Grössen,  dann  können  sich  zwei  Integrale  der 
Gauss'schen  Differentialgleichung,  die  beide  nach  ganzen  auf- 
steigenden Potenzen  von  x  entwickelbar  sind,  nur  durch 
einen  constanten  Factor  unterscheiden. 

Die  Richtigkeit  dieses  Princips  erhellt  aus  der  einfachen  Bemerkung, 
dass  ein  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  entwickelbares  Integral 
von  (G)  nothwendig  in  der  Form 

darstellbar  sein  muss,  wo  c^,  c.^  Constanten  bedeuten,  und  dass  bei 
willkürlichen  a,  ß,  y,  wo  also  1  —  y  keine  ganze  Zahl  ist,  c^  verschwindet. 
Das  Princip  gilt  natürlich  ebenso  für  zwei  nach  ganzen  aufsteigenden 
Potenzen  von  1  ^ —  x  entwickelbare  Integrale  von  (G),  auch  übersieht 
man  sofort,  wie  dasselbe  auf  eine  beliebige  Differentialgleichung  w*" 
Ordnung,  deren  Integrale  sich  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten, 
übertragen  werden  kann  (vergl.  Nr.  51,  S.  179). 

Macht  man  in  die  Differentialgleichung  (G)  die  Substitution  (22), 
so  besitzt  die  für  u  als  Function  von  |  resultirende  Gauss'sche  Diffe- 
rentialgleichung die  beiden  Integrale 

V  =  r"u^,  =  F{a,  a-y+l,a~ß-i-l,^), 
■  V  =  r"t*.,  =  (I  -  '^r'F[a,  y-ß,a-ß-^\,  ^4i)  • 
Die  Reihe  für  v  convergirt,  wenn  |  ^  |  <  1,  die  Reihe  für  v,  wenn 

ist;  denken  wir  uns  also  in  der  |-Ebene  im  Punkte  |  =  -  eine  Senkrechte 
zur  realen  |-Axe  errichtet,  so  convergiren  beide  Reihen  innerhalb  des- 
jenigen durch  diese  Senkrechte  von  dem  um  |  ==  0  mit  dem  Radius 
Eins  beschriebenen  Kreise  abgeschnittenen  Segments,  das  den  Punkt 
1  =  0  enthält,  gleichzeitig.  Wir  können  also  die  Entwickelung  von  v , 
in  der  Umgebung  von  |  =  0  einfach  dadurch  herstellen,  dass  wir 

nach  Potenzen  von  ^   entwickeln,  diese  Entwickelungen  in   die  Reihe 
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für  V  einsetzen  und  nach  Potenzen  von  |  ordnen;  dann  schreitet  die 
Entwickelnng  von  v  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  |  fort  und 
beginnt  mit  dem  constanten  Gliede  ( —  1)~".  Hieraus  folgt  auf  Grund 
des  Kumme r'schen  Princips^  dass 

d.  h.  also 

u^^  =  (_  Ifü^^ 

ist,   und   durch  Vertauschung   von  a  mit  ß  ergiebt  sich  hieraus  sofort 

cc  2  V  ^       OD  2 

Diese  Gleichungen  gelten  für  die  Reihen,  welche  die  auf  beiden  Seiten 
einer  Gleichung  stehenden  Functionen  darstellen,  innerhalb  des  gemein- 
samen Convergenzbezirks,  hieraus  folgt  aber,  dass  sie  bestehen  bleiben, 
wenn    man    die    beiden   Functionen    u^^     ( —  l)"ü^^,    beziehungsweise 

^^co2f  ( —  ^)'^**x2  ^^^  denselben  Wegen  fortsetzt.  Sie  lehren  also,  dasa 
die  Elemente  des  zu  :r  =  oo  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems 
zweier  verschiedener  Entwickelungen  fähig  sind,  ein  Umstand,  der  auch 
in  praktischer  Hinsicht  nicht  ohne  Bedeutung  ist,  da  für  verschiedene 
Werthe  von  x  bald  die  eine  bald  die  andere  Entwickelnng  rascher 
convergirt.  Diese  beiden  Entwickelungen  sind  aber  nicht  die  einzigen, 
die  für  w^^,  u^^  aufgestellt  werden  können,»auch  ist  es  nicht  für  diese 
Integrale  allein,  sondern,  wie  wir  nunmehr  zeigen  werden,  ebenso  für 
die  Mqj,  Uq^,  u^^,  u^^  möglich,  zu  verschiedenen  Reihenentwickelungen 
zu  gelangen. 

73.    Transformation  der  Gauss'schen  Differentialgleichung. 

Wir  hatten  schon  wiederholt  Gelegenheit  Substitutionen  anzugeben 
(z.  B.  (22),  (23)),  durch  welche  die  Differentialgleichung  (G)  wieder  in 
eine  Gauss'sche  Differentialgleichung  überging,  und  zwar  waren  in 
der  letzteren  allemal  an  die  Stelle  der  a,  ß,  y  lineare  Functionen 
dieser  Grössen  mit  numerischen  Coefficienten  getreten.  Wir  fragen 
nun  allgemein,  durch  welche  Transformationen  von  der  Form 

wo  lü  und  "%  Functionen  von  x  bedeuten,  geht  die  Differentialgleichung  (G) 
in  eine  ebenfalls  Gauss'sche  Differentialgleichung 
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übei-j  WO  die  a  ,  ß',  y'  mit  den  cc,  ß,  y  durcli  die  linearen  Beziehungen 

ß'=  ^0^  +  ^iß  +  ^.y  +  ^3  7 
xy'=  ^0^  +  ^iß  +  ^'^y  +  ^s 

verknüpft  sind.  Die  besondere  Form  der  Transformation  (24)  wird 
durch  die  Betrachtungen  eines  späteren  Abschnittes  motivirt  werden; 
daselbst  kann  auch  erst  die  tiefere  Bedeutung  der  hier  behandelten 
Frage  zur  Darlegung  kommen.  Wir  fügen  noch  die  Voraussetzungen 
hinzu,  dass  cc,  ß,  7  als  von  einander  unabhängige,  unbestimmte  Grrössen 
gewählt  seien,  und  dass  die  Function  |  von  x  von  den  a,  ß,  y  unab- 
hängig angenommen  werde. 

Bilden  wir  aus  (24),  durch  Differentiation  nach  x, 

z    =  w't  +  f|  ^'w, 

wo  die  Accente  Ableitungen  nach  x  bedeuten,  und  setzen  diese  Aus- 
di'ücke  in  (G)  ein,  so  entsteht  eine  lineare  homogene  Differential- 
gleichung für  t,  als  Function  von  |,  die  mit  (F)  übereinstimmen  muss; 
die  Vergleichung  der  Coefficienten  ergiebt: 

(25)  2»T+ ..!"+  ^%^^^  »-r  =  '•-^,+  ^'^ « •  r% 

Dividirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  iv  ■  |'  und  integi^irt, 
so  erhält  man 

oder 

(27)        iv'  =  Cx-\1  -  xy-^"+^+'^l'\l  -  ^)-y'+^'+'''+'  ^, 

WO  C  eine  willkürKche  Constante  bedeutet.  Indem  man  nun  diesen 
Ausdruck  in  (26)  einsetzt  oder  nach  Differentiation  von  (25)  direct 
iv,  tv',  iv"  eliminii-t,  ergiebt  sich  die  zwischen  x  und  ^  bestehende 
Differentialgleichung 

^"^^  41(1  —  I)  4a;  (1  —  x) 
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der  sogenannte  Schwarz'sclie  Differentialausdruck  ist,  und 

A  =  (a  —  ßf—l,  A'=(a'—ß'f—l, 

B=4:aß  —  2y(a  -{-  ß  ~  1),     B'=4a'ß'—  2y'{ci'-\-  ß' —  1), 
C  =  y{y-2),  C'=y'{y'-2) 

gesetzt  wurde.  Die  Gleichung  (28)  muss  für  willkürliche  Werthe  der 
a,  ß,  y  bestehen;  setzt  man  also  für  a',  ß\  y'  ihre  Ausdrücke  als 
lineare  Functionen  der  a,  ß,  y  ein  und  ordnet  nach  Potenzen  dieser 
letzteren  Grössen,  so  ergeben  sich  zehn  Gleichungen,  indem  die  Coeffi- 
cienten  von  «  ,  ß  ,  y",  aß,  ay,  ßy,  a,  ß,  y  für  sich  verschwinden 
müssen.     Es  ist  nun 

2 
=  X 

2(1  —x)y  —  x- 


Ax   -\-Bx-^C=  xa   +  xß'  +  /  —  2x{x  —  2)aß  —  2xay 


und 


Ä'i^  +  J5'|  +  C'=  ha   +  kß^  +  Z/  +  maß  +  nyß  -\- pay 


+  qa^  rß  -\- sy -{- t, 
wo  die  h,  l;  •  •  ■  s,  t  sämmtlich  Ausdrücke  von  der  Form 

af  +  ?>|  +  c 

sind.    Vergleicht  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (28)  die  Coeffi- 

cienten  von  y,  ß',  y  7  so  erhält  man 

/oQN  -2il-x)  __af  +  b^-\-c^,2 

^'^^  x\l-xf  -      t{^-kf      ^    ' 

^^)  ~J7t       ~J  ^^        ^27,        7^       =    7 


(^1)  ..2/.  .a2    ""    ■       ft2/^  fcx2  ^'   y 


wo 


l  =  a./  +  \^  +  c^ 

gesetzt  wurde.     Durch  Division   der  Gleichungen  (30),  (31)  und  (29), 
(31)  folgt  nun 

2   _   %l'^  +   h^  +   Cj 

2^_2=    «^^  +  ^^  +  « 


a^l^  +  fc^^  +  c, 
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SO  dass  also 

(32)  l  =  t^i-^ 

sein  muss,  wo  X,  \i,  v,  q  Constanten  bedeuten.  Für  diesen  Werth  von  | 
ist  aber  ofienbar 

die  Gleichung  (28)  erhält  also  die  Form 
(33) — ~ '^  =  (Iq  —  [lv)  -^ 

und  hieraus  folgt  wegen  der  Willkürlichkeit  der  a,  ß,  y 

L  •  x{l  —  xf  =  {Ix  -\-  (if  iyx  -\-  of  [(v  —  k)x  -\-  q  —  ti]^ , 

wo  L  einen  constanten  Factor  bedeutet.  Diese  Gleichung  liefert  nun 
sechs  verschiedene  Wei-thsysteme  der  L,  X,  ^,  v,  q,  denen  entsprechend 
die  Gleichung  (32)  die  sechs  Werthe 

{^  =  x,  §  =  1  —X,     ^=  y, 

(34) 


(^33)  ^a;'+^a;+C^.^^  2Ä\lx-{-fi)-+B'iXx+fi){vx-]-Q)  +  C'{vx-^Qf 


^  =  X,  ^  =  l—x,      ^  =  ^^ 

x—1 


l^         l  —  x^^        x—1'        ^  X 

ergiebt.     Die   zugehörigen  Werthe   der  u,  ß',  y'   finden   wir  dann  aus 
der  Gleichung  (33);  z.  B.  muss  für  |  =  x  sein 

Äx^  -i-Bx-i-  C  =  A'x-  +  B'x  4-  C, 
also 

A  =  Ä',    B  =  B',     C=C', 

woraus  nach  der  Bedeutung  dieser  sechs  Grössen 

{a  —  ßf  =  {a'—ß'f,     4.ccß  —  2y{a-\-ß  —  l)  =  4:aß'  —  2y'{a'+ß'—l), 

7(/-2)  =  /(/-2) 
folgt.     Wir  erhalten  demgemäss  für  |  =  x  che  vier  Lösungssysteme 
o;'=         i         /3'=         I    j/'=    [  w  = 


■       a  \  ß 

y  —  a        j        y  —  ß 
a  —  7+1      ß  —  7  +  1 


y 


y       \       c{\  —  X) 


Y-a-^i 


1_«        '       1—^        ^  l  —  ylcs^-'i^-xf-"-^, 

c  eine   Constante,    und    entsprechend   vier  Gauss'sche  Difi'erentialglei- 
chungen  mit  der  unabhängigen  Variabein  x,  für 

^,  '  (1  -  xy+'^-^^z,     x-'+'z,     x-'-^\l  -  x)-'-^''^^2. 
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Setzt  mau  in  der  Gleichung  (28) 

1  —  ^  an  Stelle  von  ^, 

^' -{-  ß' -\-  ^  —  y'  ^n  stelle  von  y', 
so    bleibt    dieselbe  ungeändert,    dann  bleibt  nach  (27)  auch  tv  unge- 
ändert.     Setzt  man  ferner  in  (28) 

rzi:  i  ^^^  Stelle  von  |, 

y'—ß'  „      „       „    ß', 

so   bleibt   diese  Gleichung   auch   nngeändert   und  tv  verwandelt  sich  in 

(1  -  ly'w. 

Auf  Grund  dieser  einfachen  Bemerkungen  lassen  sich  jetzt  die  den 
fünf  anderen  Werthen  von  x  entsprechenden  a' ,  ß',  y'  aus  den  für 
^  =  X  gefundenen  ablesen,  denn  die  Ausdrücke  (34)  reproduciren  sich 
immer  wieder,  wenn  man  die  durch  dieselben  angedeuteten  Operationen 
beliebig  oft  hintereinander  auf  irgend  einen  von  ihnen  anwendet. 
Diese  merkwürdige  Eigenschaft  der  sechs  Ausdrücke  (34)  wird  uns 
später  in  allgemeinerer  Fassung  wieder  begegnen,  es  ist  die  sogenannte 
Gruppeneigenschaft,  die  seit  Galois  in  der  ganzen  modernen  Mathe- 
matik eine  fundamentale  Bedeutung  gewonnen  hat.  Die  Ausdrücke  (34) 
stimmen  mit  den  sechs  verschiedenen  Wertheii  überein,  die  das  Doppel- 
verhältniss  von  vier  Punkten  bei  allen  vierundzwanzig  möglichen  Permu- 
tationen dieser  Punkte  anzunehmen  vermag,  wenn  x  den  Werth  des 
Doppelverhältnisses  bei  einer  bestimmten  Anordnung  darstellt. 

74.    Die  vierundzwanzig  Integrale.     Convergenz  auf  dem 
Convergenzkreise. 

Wir  erhalten  durch  die  sechs  Werthe  von  §  und  die  jedem  der- 
selben entsprechenden  vier  Werthsysteme  der  a,  ß',  y',  iv'  im  Ganzen 
vierundzwanzig  Gauss'sehe  Differentialgleichungen  (G');  nehmen  wir 
für  jede  derselben  das  Integral 

F(^',  ß',  y,  ^), 

so  finden  wir  durch  die  Transformation  (24)  die  folgenden  vierund- 
zwanzig Integrale  von  (G): 

I    F{a,  ß,  y,  x), 

II    (l-£f-'^-i^F{y-a,y-ß,  y,  x), 

III  x'-'^Fi^a  —  y+l,  ß  —  y+l,  2  —  y,x), 

IV  x'~'{\  —  xy~'~^Fil  —  a,\  —  ß,2  —  y,  x), 
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V  F{a,  ß,  u-{-  ß-i-l  —  y,   ^—x), 

VI  x'-'F{a  -j-1  —  y,  ß-^l-r,  ct  +  ß  +  l-Y,  1-^), 

yn  (1  _  xy-'^-^Fiy  —  cc,  y  -  ß,  y  -  c^  —  ß  +  h  '^  —  ^), 

VIII  x'-'(l  -  xy'"-''F{l  -  a,  1  -  ß,  y  -  a  —  ß  -\-  1,  1  —  x), 


IX  (-  xr''F{a,  a-y+l,  c^-ß  +  h  J  , 

X  {-xr''F{ß,  ß-y  +  h  ß-^+h  }), 

XI  (_  xy-'(l  -  .r)^-"-^>(l  -  «;  r  -  «;  /3  +  1  -  a,  I)  , 

XII  (-  xf-'il  -  :ry-''-"F(l  -ß,y-ß,c^+^-ß,l), 


XIII  (1  -  .^•^"^(«;  y-ß,<^-ß  +  h  T=^) , 

XIV  (1  -  xr^F[ß,  y-a,  ß-a+\,  ^) , 

XV  (-  x)'-'{l  -  ^)^-""'  F(a  +  1  -  7,  1  -  /3,  0.  +  1  -  ft  ^^^  , 

XVI  (-  ^)'~'(1  —  xy-^-'F[ß  ^l-y,l  —  ci,ß^l-a,  ^)  , 


XVII  (1  —  xy"F[a,  y  —  ß,y,  ^rzi)  y 

XVIII  (1  -  x)-'^F{ß,  y~(^,  y,  ^), 

XIX  ^-^(1  -  xy-''-'F{a  -^l-y,l-ß,2-y,  ^) 

XX  x'-\l  -  :r/-''-'F(ß  +  1  -  y,  1  -  «,  2  -  7,  ^) : 


XXI  x-"F[a,  a—y-^1,  a-\-ß-\-l—y,  ^^j , 

XXII  x~^F[ß,  ß  —  y+l,ci^ß^l  —  y,  ^), 

XXIII  x^'-'il  —  xy-^-^Fix  —  «,  y  —  «,  7  —  «  —  /3+1,  ^). 

XXIV  :r''-''(l  -  :ry-"-''F(l  -ß^y^ß,y-a-ß^\,  "^' 
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Diese  vierimdzwanzig  Reilieii  convergiren,  wenn  ihr  viertes  Ele- 
ment, d.  h.  also  X  in  F{a,  ß,  y,  x),  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  ist  als  Eins,  hieraus  folgt,  dass  für  jeden  beliebigen  Werth 
von  X  stets  zwölf  von   diesen  vierundzwanzig  Reihen  convergent  sind. 

Aehnlich  wie  wir  die  Gleichungen  ?«  ,=( — l)"w   ,,  u  ^  =  ( — IV^w  „ 

c  CO  1         V  /        0017        CD  2  V  y        CO  2 

hergeleitet  hatten,  zeigt  man  nun  auf  Grund  des  Kummer'schen  Prin- 
cips,  dass  je  vier  dieser  vierundzwanzig  Integrale  mit  einem  der  sechs 
Integrale  u^^,  u^^^  u_^^,  ^^^.,,  ^t^^,  it^^  identisch  sind,  es  besteht  nämlich 
Identität  zwischen: 

u^^    oder  I  und  II,  XVE,  XVIII, 

u^.^  oder  III  und  IV,  XIX,  XX, 

(—  lyu^,  oder  IX  und  XII,  XIII,  XV, 

(—  lyu^^,  oder  X  und  XI,  XIV,  XVI, 

u^^  oder  V  und  VI,  XXI,  XXII, 

u^.^  oder  VII  und  VIII,  XXIII,  XXIV. 

Diese  Identitäten  bestehen  zwischen  je  zweien  dieser  Reihen  selbst 
innerhalb  des  gemeinsamen  Theiles  der  Convergenzkreise,  oder  für  die 
aus  den  Reihen  entspringenden  particulären  Integrale,  wenn  man  die- 
selben von  einem  Punkte  des  gemeinsamen  Convergenzkreises  der  beiden 
Reihen  aus  auf  denselben  Wegen  fortsetzt.  Ueberdies  müssen  auch 
noch  zwischen  irgend  welchen  dreien  der  durch  die  vierundzwanzig 
aufgestellten  Reihen  definirten  particulären  Integrale  homogene  lineare 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  bestehen;  auf  diese  kommen 
wir  im  achten  Abschnitte  zurück. 

Wir  fanden,  dass  die  Integration  der  Gauss'schen  Differential- 
gleichung (G)  auf  die  Reihe 

F(a,  ß,  y,  x) 

zurückgeführt  ist,  wenn  die  cc,  /5,  y  als  unbestimmte  Grössen  angesehen 
werden;  für  specielle  Werthe  der  cc,  ß,  y,  wo  gewisse  aus  denselben 
gebildete  Differenzen  ganze  Zahlen  sind,  tritt  noch  die  Reihe 

F^{a,  ß,  y,  x) 

hinzu,  die,  wie  wir  sahen,  durch  einen  Grenzübergang  aus  F(a,  ß,  y,  x) 
erhalten  werden  kann.  Es  soU  nun  diese  letztere  Reihe  F(a,  ß,  y,  x), 
die  gewöhnlich  die  Gauss'sche  oder  auch  hyper geometrische  Reihe 
genannt  wird,  noch  etwas  genauer  untersucht  werden;  insbesondere 
erörtern  wir  die  Frage  ihrer  Convergenz  auf  dem  Convergenzkreise. 
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Die  durch  die  Gauss'sche  Reihe  definirte  Function  u^^^  verhält 
sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  des  Convergenzkreises  ]  ic  |  =  1 
regulär,  mit  Ausnahme  der  Stelle  ic  =  1.  In  der  Umgebung  von 
X  =  1  ist  u  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch 
^*ii>  ^^12  darstellbar,  der  Thome'sche  Convergenzsatz  ergiebt  demgemäss 
das  folgende  Kriterium: 

Wenn  der  reale  Theil  von  y  —  a  —  ß  im  algebraischen 
Sinne  grösser  ist  als  —  1,  so  convergirt  die  Gauss'sche  Reihe 
für  alle  von  x  =  \  verschiedenen  Werthe  von  x,  deren  abso- 
luter Betrag  gleich  Eins  ist,  sie  convergirt  auch  noch  für 
X  =^\j  wenn  der  reale  Theil  von  y  —  a  —  ß  positiv  ist. 

Den  letzten  Theil  dieses  Satzes  hat  Gauss  für  den  Fall  realer 
Werthe  der  a,  ß,  y  durch  directe  Methoden  bewiesen,  die  Verall- 
gemeinerung des  Gauss'schen  Verfahrens  auf  den  Fall  beliebiger  com- 
plexer  a,  ß,  y  hat  Herr  Weierstrass  gegeben.  Gauss  hat  aber 
ferner,  gezeigt,  wie  sich  der  Werth  F{a,  ß,  y,  1),  falls  die  Reihe  für 
X  ==  1  convergent  ist,  mit  Hülfe  einer  einfachen  Transcendenten,  die 
von  den  a,  ß,  y  abhängt,  darstellen  lässt.  Er  hat  zu  dem  Ende  den 
Begriff  der  contiguen  Functionen  eingeführt,  ein  Begriff,  der  von 
verschiedenen  Mathematikern  auch  auf  Reihen,  die  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  der  Fuchs'schen  Classe  mit  mehr  als  zwei  singulären 
Punkten  genügen,  ausgedehnt  worden  ist,  für  diese  aber  noch  nicht  zu 
ähnlichen  Ergebnissen  geführt  hat,  wie  sie  für  die  Gauss'sche  Diffe- 
rentialgleichung bestehen. 

75.    Contigue  Functionen.     Die  JT- Function. 

Unter  einer  zu  F{k,  ß,  y,  x)  contiguen  Function  oder  Reihe  ver- 
steht Gauss  eine  Reihe  F{a\  ß',  y',  x),  wo  zwei  der  «',  /3',  y'  mit 
den  entsprechenden  der  a,  ß,  y  übereinstimmen,  das  dritte  dagegen  sich 
von  dem  entsprechenden  der  a,  ß,  y  um  die  positive  oder  negative 
Einheit  unterscheidet.  Es  giebt  demnach  sechs  verschiedene  zu 
jP(a,  /3,  y,  x)  contigue  Functionen-,  zwischen  je  zweien  derselben  und 
der  ursprünglichen  Reihe  besteht,  wie  Gauss  gezeigt  hat,  eine  lineare 
homogene  Beziehung;  wir  wollen  von  diesen  fünfzehn  Beziehungen  die 
für  unsere  Zwecke  erforderlichen  herleiten. 

Setzen  wir 

^   _  {a+l){c,  +  2)...{a  +  v-l)ß{ß  +  l)-..(ß-\-v-2) 
V  1  .  2  .  .  .  r  •  y  (y  +  1)  •  •  •  (y  +  »^  —  1)  ' 

SO  lautet  der  Coefficient  von  x' 


75.  Contigue  Functionen.  •  269 

in  F{a,  ß,  y,  x)  .  .  .  a{ß -^  v  —  1)  M^,, 

in  F{a,  ß  —  1,  y^  x)  ■  ■  ■  a{ß  —  1)  M^, 

in  F{a  -^1,  ß,  y,  x)---{a-i-v){ß-\-v-  1)  Jf  , 

m  jF(a,  /3,  7  —  1,  a;)  •  ■  •     ^"^  ^ ZTT^ r ' 

in  a^F(o:  +  1,  /5,  y,  rr)  •  •  -  v(y  +  v  —  1)  M^, . 
Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  Gleichungen 

(35)  (y  —  a  —  l)F(a,  ß,  y,  x)  -\- aF{a  +  1,  ß,  y,  x) 

+  {l~y)F(a,  ß,  r-1,  x)  =  0, 

(36)  ir-a-  ß)F(a,  ß,  y,  x)  +  a(l  -  x)  F{a  +  1,  ß,  y,  x) 

J^(ß-y)F{a,ß-l,y,x)  =  0- 

vertauscht  man  hierin  a  mit  ß  und  combinirt  die  so  entstehenden 
Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

(37)  [a-l-{y-ß-l)x]Fia,ß,y,x)-\-(y-a)F(a~l,ß,y,x) 

■     -^^l-y)(l-x)F{a,ß,y-l,x)  =  0. 

Verwandelt  man  in  (35),  a  in  a  —  1,  y  in  y —  1  und  zieht  von  der 
so  entstehenden  Gleichung  diejenige  ab,  die  aus  (37)  hervorgeht,  wenn 
man  darin  y  -\-  1  an  die  Stelle  von  y  setzt,  so  erhält  man 

(38)  y{l  —  x)F{a,  ß,  y,  x)  —  yF(a—  1,  /3,  y,  x) 

+  {y-ß)xF(a,  ß,  yJ^l,  x)  =  Q. 

Aus  (37),  (38)  folgt  nun 

(39)  y[y  -  l  -  {2y  ~  a  —  ß  -l)x)F{a,  ß,  y,  x) 

+  (r  -  «)  (J'  -  ß>F(a,  ß,  y+1,  x) 
-r(y-l)(l-x)F(a,  ß,  y-1,  x)  =  0. 

Von  den   drei  in  dieser  Formel  auftretenden  Gauss'schen  Reihen  sind 

F{a,  ß,  y,  x),     F{a,  ß,  y  +  1,  x) 

für  X  =  1  convergent,  wenn  der  reale  Theil 

m{y~a  —  ß) 

von  y  —  a  —  ß  positiv  ist,  die  dritte  Reihe 

Fia,  ß,y-\,  x) 

ist  jedoch  unter  dieser  Voraussetzung  für  x  =  \  nicht  nothwendig 
convergent,  da 

"^{y  —  a  —  ß-l) 
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zwar  algebraisch  grösser  als  —  1,  aber  doch  negativ  sein  kann.  Jeden- 
falls convergirt  aber 

F{a,  ß,  y—1,  x)     für     \x\  =  l,     x  ^  1; 

hieraus  folgt  nun,  dass  der  absolute  Betrag  des  v^""^  Gliedes  dieser 
Reihe  für  ia;  |  =  1  mit  wachsendem  v  beliebig  klein  wird,  es  wird 
also  der  absolute  Betrag  des  Coefficienten  von  x''  in  F{a,  ß,  y  —  1,  x) 
mit  wachsendem  v  beliebig  klein.     Hat  man  nun  eine  Potenzreihe 

S  =  1  -\-  a^x  -\-  a^x  +  •  •  •, 

für  welche 

lim  a^,  =  0 

ist,  so  ist  die  Reihe 

(1  —  x)8  =-\  -\-  (rt^  —  X)x  +  («2  —  a^x  +  («3  —  a.^x  +  •  •  • 

convergent  für  x  =  1  und  hat  die  Summe  Null,  auch  wenn  8  für 
X  =\   divergirt;  es  ist  also 

lim  {x  —  1)  F{a,  ß,  y—l,  x)  =  0, 

a;  =  l 

wenn 

9t(y  —  «  —  /3)  >  0 

ist.     Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  also  aus  (39): 
und  hiernach  für  jede  positive  ganze  Zahl  x: 

(40)  n^,  A  r,  1) = gi::pn-Ä(;:ir'  ^('''  A  r + "'  1)' 

wo 

(41)  n{y^,  u)  =  (,,^i)(,,/J)...(,,4.,)  ^" 

gesetzt  wurde.     Nun  ist  aber  offenbar  für  unendlich  wachsendes  jc 
lim  F(a,  ß,  y -\- k,  1)  =  1, 

x 

also  folgt  aus  (40) 

(42)  F(a,  ß,  y,  1 )  =  lim  :,.f~- — \~^, ^ — ~-  • 

Aus  einfachen  Sätzen  über  die  unendlichen  Producte  folgt,  dass 
lim  n{x,  u)  =  n(u) 


stets  existirt  und  eine  für  jedes  u,  welches  keine  negative  ganze  Zahl 
ist,    eindeutige    und    endliche    monogene    Function    darstellt,    die    der    «i 

l 
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77(m-|-  1)  =  (u-\-  l)n{u) 
genügt.     Wir  erhalten  also  aus  (42)  die  Darstellung 

(43)  F(a    3    y    l^  ^  n(y-l)niy -  a- ß  -  i) 

und  diese  Darstellung  hat  jedenfalls  einen  Sinn,  wenn  keine  der 
Grössen 

y  —  1,     y  —  a  —  ß — 1,     y  —  a —  1,     y  —  ß —  1 

i    gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  und 

^}i(y  —  a  —  /3)  >  0 

ist.  Inwieweit  diese  Voraussetzungen  auch  noth wendig  sind,  wird  im 
achten  Abschnitte,  wo  wir  eine  wichtige  Anwendung  dieser  Formel  zu 
geben  haben,  genauer  erörtert  werden. 


Sechster  Abschnitt. 
Die  Entwickelnngeii  der  Integrale  imierhalb  eines  Kreisringes. 

Erstes  Kapitel. 

76.    Recru'sionsformel  für  die  innerhalb  eines  Kreisringes  gültigen 
Reihenentwickelungen. 

Wenn  sich  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (A), 
deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  einer  Stelle  x  =  a  (als  die  wir 
wieder  den  Nullpunkt  x  =  0  wählen  wollen)  eindeutig  sind,  an  dieser 
Stelle  bestimmt  verhalten ,  woraus  folgt  (vergl.  Nr.  43),  dass  die  Coef- 
ficienten P-^,  p^,  ■  ■  ■  2^n  ^®  Form  (D)  haben  müssen,  so  wollen  wir 
sagen,  jene  SteUe  sei  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  für  die  Dif- 
ferentialgleichung oder  auch  für  den  die  linke  Seite  von  (A)  dar- 
stellenden Diiferentialausdruck.  Das  Studium  dieses  Falles  ist  in  dem 
vorhergehenden  Abschnitte  ausführlich  erledigt,  es  soll  nunmehr  der 
Fall  untersucht  werden,  wo  die  Stelle  x  =  0  keine  Bestimmtheitsstelle 
der  Dilferentialgleichung  (A)  ist.  —  Wir  halten  dabei  die  Voraussetzung 
fest,  dass  die  Coefficienten  J)^,  p^,  ■  •  •  p^  bei  einem  Umlaufe  um  x  =  0 
zu  ihren  Ausgangswerthen  zurückkehren,  schliessen  aber  nicht  aus,  dass 
X  =  0   eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  diese  Coefficienten  ist. 

Es  möge  genauer  und  allgemeiner  die  folgende  Voraussetzung  gemacht 
werden.  Sei  E  ein  von  zwei  concentrischen  Kreisen  Ky  K',  die  mit 
den  Radien  M,  R'  um  x  ^=  0  beschrieben  sind,  begrenzter  zweifach  zu- 
sammenhängender Bereich,  innerhalb  dessen  die  p^^,  j)^,  ■  •  ■  p^  eindeutig 
und  in  der  Umgebung  jeder  einzelnen  Stelle  von  E  regulär  sein  mögen, 
dann  sind  nach  dem  Laurent 'sehen  Satze  2^1,  P^,  "  •  "  P^  ^^t^^^^^^  ^ 
nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbar,  also 

P-Ä^)=^^yA^^  (x  =  l,2,...n). 

Denken  wir  uns  dann  die  Differentialgleichung  durch  Multiplication  mit 
ic"  auf  die  Form  gebracht:  ^ 


i  1 
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(A)     PO/)  =  xif'"  +  x'~'F,^_^^'-''  +  •  •  •  +  P,{x)y  -  0, 

so  ist  also  innerlialb  E 

(1)  P^{a^^^a^,x'         (.  =  0,1,....-!). 

der  Gleichmässigkeit  wegen  werde  aucli  noch. 

-P«  i^)  =  1 
gesetzt.     Da  in  diesem  Falle  die  Function 

loga; 

die  in  der  Theorie  der  Fundamentalgleichung  geforderten  Bedingungen 
(S.  129)  erfüllt,  so  besitzen  die  Elemente  des  zu  E  gehörigen  canonischen 
Fundamentalsystems  auch  hier  die  Form  (8)  (Nr.  39,  S.  134),  wo  jetzt  die 
t^..  (a;)  innerhalb  des  Kreisringes  E  nach  ganzen  Potenzen  von  x  ent- 
wickelbare Functionen  bedeuten.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die 
Coefficienten  dieser  Entwickelungen ,  ebensowohl  wie  die  Zahlen 
,  r^,  •  •  •  zu  bestimmen;  hierdurch  ist  dann  auch  die  zu  E  gehörige 
Fundamentalgleichung,  und  damit  das  Verhalten  der  canonischen  Inte- 
grale innerhalb  E  festgelegt. 

Setzen  wir  also  in  (A)  für  y  eine  Reihe  von  der  Form 

(2)  gix,^)^^gX9ye^+' 

ein,  ordnen  nach  Potenzen  von  x  und  vergleichen  die  Coefficienten  der 
einzelnen  a;-Potenzen  mit  Null.  Zu  diesem  Ende  bilden  wir,  wie  im 
vierten  Aljschnitte  (Nr.  44,  S.  156),  zunächst  die  charakteristische 
Function 

P{x^)^X^f(x,Q)- 

dann  ist 

(3)  fix,  ^)=^P.^(x)q(q  -  1)  .  .  .  (^  _  X  +  1), 

und  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  innerhalb  E, 

(4)  f(x,Q)=^f,(Q)x\ 
wo  also 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    I.  18 
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(5) 


f\(Q)  =^^.M9  -  1)  ■  ■  •  (P  -  ^  +  1) ,       A  4=  0, 


gefunden  wird.     Es  ergiebt  sich  demnach 


PC^(:r,  ^))  =  x^^gXQ)^"^fÄQ  +  ^)^S 


(7)  F.(Q)=y.^.M9x(9) 


und  wenn  wir 

(6)  f\.-,i9-h^)  =  %ÄQ), 

setzen,  so  ist 

(8)  P{gix,Q))  =  x^^F,(Q)x\ 

so  dass  wir  für  die  Coefficienten  g^{Q)  und  für  den  Exponenten  q  das 
System 

(9)  F,{Q)=^a,,XQ){/M  =  ^  (—.,•..+.)    • 

von  Gleichungen  erhalten.  —  Diese  unendlich  vielen  Grleichungen  mit 
unendlich  vielen  Unbekannten  lassen  mit  algebraischen  Hülfsmitteln 
keine  Auflösung  zu,  man  kann  aber  gewisse  Schlüsse  auf  die  Beschaffen- 
heit der  denselben  genügenden  Grössen  q,  gX^)  ziehen,  wenn  man  sich 
des  von  den  Herren  Hill  und  Poincare  in  die  Analysis  eingeführten 
Begriffes  der  unendlichen  Determinanten  bedient.  Herr  Helge 
von  Koch  hat  diesen  Begriff  zum  ersten  Male  auf  das  in  Rede  stehende 
Problem  angewandt;  wir  wollen  zuvörderst  das  Nöthigste  aus  der 
Theorie  der  unendlichen  Determinanten  entwickeln. 


77.  Begriff  der  unendlichen  Determinante.    Normalform.    Convergenz. 

Sei  ein  System  von  doppelt  unendlich  vielen  Elementen 

A  ==   («.  J  (,-,  z  =  -  cc,  .  .  .  +  '^) 

gegeben,  wir  fragen  nach  dem  Grenzwerthe  der  Determinanten 

"^m  ="  [-^iy]  '''  "  =  ~ '"'  ■  ■  ■  +  "'' 
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für  unendlicli  wachsendes  m*).  Falls  ein  solcher  Grenzwerth  existirt, 
so  bezeichnen  wir  denselben  durch 

D  =  [a.^J         (i,y.=-<x>, — i-oo), 

nennen  ihn  die  aus  dem  Systeme  Ä  gebildete  unendliche  Deter- 
minante und  sagen  diese  Determinante  sei  convergent.  —  Die  Be- 
dingung für  die  Convergenz  lautet  also  nach  den  Regeln  der  Analysis 
wie  folgt:  nach  Vorschrift  einer  beliebig  kleinen  Grösse  <5'  muss  es 
möglich  sein,  eine  ganze  positive  Zahl  v  so  anzugeben,  dass 

für  jedes  ganzzahlige  positive  l,  wenn  m  >  v.  —  Ist  diese  Bedingung 
nicht  erfüllt,  so  sagen  wir,  die  unendliche  Determinante  D  sei  di- 
vergent. 

Die  Gesammtheit  der  Elemente 

a^^  (>t  =  — 00, (-a.) 

heisst  die  Hauptdiasfonale,  das  Element 


das  Anfangsglied  der  unendlichen  Determinante;  ein  Element  a.  ge- 
hört der  Diagonale  an  oder  nicht,  jenachdem  i  =  x,  oder  i  =|=  a  ist, 
die  Gesammtheit  der  Elemente 

a.^  (x  =  — cc, — h») 

bildet  die  i^  Zeile,  die  Gesammtheit  der  Elemente 

die  K^^  Reihe  der  unendlichen  Determinante.  —  Das  Fundamentaltheorem 
lautet  nun: 

Die  unendliche  Determinante  ist  convergent,  wenn  das 
Product  der  Diagonalglieder  und  die  Summe  der  nicht  der 
Diagonale  angehörigen  Glieder  unbedingt  convergent  sind. 


*)  Wir  -wählen  hier  vorübergehend  für  die  Bezeichnung  einer  aus  den  Ele- 
menten a^^  gebildeten  Determinante  das  Zeichen 

um  eine  Verwechslung  mit  dem  für  den  absoluten  Betrag  von  a^^  gebräuchlichen 
Zeichen 

I  «.-.  I 
zu  vermeiden.     Sobald  eine  solche  Verwechslung  nicht  mehr  zu  befürchten  sein 
wird,  wollen  wir  wieder  die  gewohnte  Bezeichnungsweise  für  die  Determinanten 
aufnehmen. 

18* 
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Setzen  wir  nämlich 

SO  folgt  aus  der  unbedingten  Convergenx  der  Reihe 
und  des  Productes 

77(1  +  0. 

y.^  —  CK 

dass  die  Reihe 

i  y 

ebensowohl  wie  das  Product 

P  =  TT  (l  +   V  :  a.^  )  (',  ^  =  --,  ■■•+-) 


convergent  sind.     Setzt  man  nun 

/= — m  \  y.  =  —  m 

so   ergiebt  sich  aus   dem  formalen  Bildungsgesetze  der  Determinanten 

und  da  zufolge  der  Convergenz  von  P  bei  unendlich  wachsendem  m 
lim  (P         —  PJ  =  0 

ist  für  jedes  positive  ganzzahlige  A,  so  ist  auch 
limlD  ^,  —  D    1=0, 

woraus  der  zu  beweisende  Satz  folgt.  —  Von  einer  unendlichen  Deter- 
minante D,   die   die  in   dem  Satze  vorausgesetzte  Beschaffenheit  zeigt, 
sagen  wir  mit  Herrn  von  Koch,  sie  habe  die  Normalform.    Für  eine 
solche  Determinante  D  lässt  sich  die  Definition  derselben: 
(I)  D  =  lim  D^^^ 

m 

noch  etwas  verallgemeinern.     Setzen  wir  nämlich 

D         =[«.1  {i,y  =  -n,---+m),   n^m, 

+  m     /  +„,  \ 
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SO  ist  offenbar  jedes  Glied  von  D^ .  ^  in  der  Determinante  D^,  nnd  jedes 
Glied  von  P^^^  in  der  Entwickelung  von  P^  enthalten,  wenn  X  die 
grössere  der  beiden  Zahlen  m,  n  bedeutet.     Folglich  ist 


und  da  offenbar 

-^... 

lim  P  ^^^  =  lim  P^ 

m,  n                           X 

=  P 

ist,  so  haben  wir  auch 

lim  B      =  lim  J>, 

m  n                            l 

=  i). 

Insbesondere  ist  also 

liml),  =  limZ)    ,  , 

-.  =  ^- 

Da  nun 

lim  Dy  =  [a.^]         c*,  x  = 

-«,...+  = 

lifi  ^.+;.,  .-;.  =  [«.•+.,  .+;.] 

(/,>t  =  - 

+^) 


die  Normalform  hat,  jedes  beliebige  Diagonalglied  als  An- 
fangsglied genommen  werden  kann,  ohne  dass  sich  dadurch 
der  Werth  der  Determinante  verändert. 


78.    Sätze  über  unendliche  Determinanten.     Subdeterminanten. 
Multiplieationstheorem.     Verallgemeinerung. 

Ersetzt  man  in  D  die  Elemente  einer  beliebigen  Zeile  l  durch 
Grössen 

jU..  (z  =  — «, l-oc), 

deren  absoluter  Betrag  eine  gewisse  positive  Grösse  ^  nicht  über- 
schreitet und  bezeichnet  die  so  entstehende  unendliche  Determinante 
durch  D',  so  folgt  aus  dem  beim  Convergenzbeweise  für  D  angewandten 
Verfahren,  dass  auch  D'  convergent  bleibt,  und  zwar  ist 

wenn  P'  ein  Product  bedeutet,  welches  aus  P  dadurch  hervorgeht, 
dass  der  auf  den  Index  i  =  A  bezügliche  Factor  weggelassen  wird. 

Aus  der  Definition  von  D  und  den  bekannten  Eigenschaften  end- 
licher Determinanten  folgt,  dass  D  sein  "Vorzeichen  ändert,  wenn  man 
zwei  beliebige  Zeilen  oder  zwei  beliebige  Reihen  mit  einander  vertauscht; 
wenn  also  in  einer  unendlichen  Determinante,  die  die  Normal- 
form hat,  die  Elemente  zweier  Zeilen  oder  zweier  Reihen 
übereinstimmen,  so  ist  der  Werth  dieser  Determinante 
gleich  Null. 
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Setzen  wir 

SO  folgt  aus  der  Identität 

^,-+l  =  v^  +  v,  +  •■•  +  v,.+,, 

indem  man  r  ins  Unendliche  wachsen  lässt, 

(II)  ^  =  v,  +  v,  +  ---=^v^^, 

und  diese  Reihe  ist  unbedingt  convergent  (d.  h.  die  Reihe  der  abso- 
luten Beträge  convergirt  ebenfalls),  da  die  Glieder  V^^^  derselben  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Glieder  der 
aus  lauter  positiven  Elementen  bestehenden  Reihe 


^=^i+^W«-^._i)- 


Denkt  man  sich  nun  die  Determinante   V     in  gewohnter  Weise  ent- 

771  o 

wickelt,  d.  h.  als  Aggregat  von  m\  Gliedern  geschrieben: 


so  ist 


und  auch  diese  Doppelreihe  ist  unbedingt  convergent.    Durch  geeignete 
Anordnung  ihrer  Glieder  folgt  demnach  für  D  die  Darstellung 

(iii)  -»=2±J7«"' 

wo  die  Summation  über  alle  Producte  zu  erstrecken  ist,  die  aus 


U 


2=- 
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hervorgehen,  indem  man  die  ersten  oder  die  zweiten  Indices  auf  jede 
mögliche  Weise  permutirt  und  dem  Producte  das  positive  oder  nega- 
tive Zeichen  beilegt,  jenachdem  die  betreffende  Permutation  aus  der 
gewöhnlichen  Zahlenfolge 

3,  -2,  -1,  0,  +1,  +2,  +3,  ■•• 

durch  eine  gerade  oder  durch  eine  ungerade  Anzahl  von  Inversionen  her- 
vorgegangen ist.  —  Aus  dieser  Darstellung  (III)  folgt,  dass  die  unendliche 
Determinante  D  eine  „lineare  Function"  der  Elemente  einer  Zeile  oder 
Reihe  ist-,  der  Coefficient  des  Elementes  a.^  ergiebt  sich,  wie  in  der 
Theorie  der  endlichen  Determinanten,  indem  man  aus  D  die  Zeile  i 
und  die  Reihe  k  weglässt  und  das  Resultat  mit  ( —  1)'"'^  multiplicirt, 
in  Form  einer  unendlichen  Determinante: 

SO  dass  also  z.  B. 

ist.  Wir  nennen  entsprechend  der  gewöhnlichen  Determinantentheorie  A._^ 
die  zu  a.  gehörige  Subdeterminante  von  D  und  bezeichnen  die 
A.  überhaupt  als  die  ersten  Subdeterminanten  von  D.  Aus  dem 
Satze  über  die  Vertauschung  zweier  Reihen  oder  Zeilen  folgt  dann 
genau  so  wie  in  der  gewöhnlichen  Theorie,  dass  die  ersten  Subdeter- 
minanten die  Gleichungen 

befriedigen.     Die  analogen  Gleichungen 

0=^a.,A..^,        A  +  %, 
gelten  in  Bezug  auf  die  Reihen  von  D.     Offenbar  ist  auch  formal 

Ebenso  kann  man  nun  die  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  Subdeterminanten 
von  B  einführen:  ersetzt  man  z.  B.  in  D  die  Elemente 


durch  Eins,  die  übrigen  in  den  Zeilen  i^,  %^,  •  •  •  \.  und  in  den  Reihen 
x^,  jc^,  •  •  •  x^  stehenden  Elemente  durch  Null,  so  erhält  man  die  r*^ 
Subdeterminante 
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sie  entsteht  aucli  aus  B,  indem  man  die  Zeilen  i^,  i^,  •  •  •  i^  und  die 
Reihen  x  ,  k„,  ■  ■  ■  x^  weglässt  und  das  Resultat  mit 

r 

multiplicii-t.  Analog  dem  Laplace 'sehen  Determinautensatze  ergiebt 
sich  dadurch  ein  entsprechender  Satz  für  unendliche  Determinanten  von 
der  Normalform.  Aus  der  Darstellung  (III)  ergiebt  sich  auch  sofoi-t, 
dass  der  Wei-th  von  I)  nicht  geändert  wird,  wenn  man  Zeilen  und 
Reihen  beliebig  mit  einander  vei-tauscht,  vorausgesetzt,  dass  dabei  jedes 
in  der  Hauptdiagonale  befindliche  Glied  wieder  in  die  Hauptdiagonale 
zu  stehen  kommt,  und  jedes  nicht  der  Diagonale  angehörige  Glied 
wieder  ausserhalb  der  Diagonale  verbleibt.  Man  kann  aus  diesem 
Grande  sagen,  eine  in  der  Nonnalform  geschriebene  unendliche  Deter- 
minante sei  unbedingt  convergent.  Diese  Eigenschaft  geht  auch  aus 
der  folgenden  Darstellung  einer  unendlichen  Determinante  sehr  anschau- 
lich hervor.     Man  hat  nämlich 


(IV)  D  =  i  +  yr 


a 

a 

a 

ZiZj 

''■i 

y-i 

''■1 

y-i 

a 

y.i/.i 

y-i^i 

+: 

9 

a 

a 

a 

".,.. 

mJ 

ZjZi 

z. 

y-L 

y-. 

y-z 

/.^y.y 

Kl  <■/.„ 

<  Z3 

cc. 

a 

a. 

Zj 

y.^ 

y-z 

wenn  man  x^,  Jt,,  x^,  •  •  •  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen 
durchlaufen  lässt,  die  den  Ungleichungen 

^1  <  ^2  <  ^3  <    "  * 

genügen.  Diese  Formel  ergiebt  sich  unmittelbar,  wenn  man  die  ana- 
loge für  endliche  Determinanten  gültige  auf  D.^  anwendet  und  dann  A 
ins  Unendliche  wachsen  lässt. 

Nunmehr  lassen  sich  auch  die  Sätze  über  die  Addition  und  Multi- 
plication  der  gewöhnlichen  Determinanten  auf  die  unendlichen  Deter- 
minanten von  der  Normalform  übertragen.  Das  Multiplications- 
theorem  lautet  z.  B.  wie  folgt: 

Seien 

D  =   [«.^]  ,  E  =   [h.^]  (/,  z  =  -  a,  .  .  .  +  a) 

zwei  unendliche  Determinanten  von  der  Normalform,  und  werde 

ty.  X  ,      ih    hy. 
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gesetzt,  so  ist  die  Determinante 

auch  von  der  Normalform,  nnd  man  hat 

Ebenso  ergiebt  sich  die  Beziehung  " 

■  ■   i 


\/j  =  Z]^ ,  ^2 ,  •  •  ■  X/.  / 


Diese  nur  für  den  Fall,  wo  D  die  Normalform  hat,  skizzirten  Sätze 
lassen  sich  aber  leicht  auf  eine  etwas  allsjemeinere  Gattung^  unendlicher 
Determinanten  übertragen.     Sei  nämlich 

eine  Determinante  von  folgender  Beschaffenheit.     Das  Product 


U 


der  Diagonalglieder  sei  unbedingt  convergent,  ferner  sei  es  möglich, 
eine  unendliche  Folge  von  Grössen 

X^_  (x  =  -oo.--+cc) 

so  anzugeben,  dass  die  Reihe 

i=^y. 

unbedingt  convergire.  Dann  convergirt  die  Determinante  D,  und  es 
gelten  für  sie  dieselben  Sätze,  wie  für  die  Normalform.  In  der  That, 
setzen  wir 

X. 

a.    =  a.    — , 

'y- x^' 

so  hat  die  unendliche  Determinante 

D  ==  [ä.  J         (/,x=-<x,  ...  +  <x) 
die  Normalform.    Haben  also  V   ,   V       für  die  ä.     dieselbe  Bedeutung 

?)i '  iity.  I  y.  O 

wie  die  oben  eingeführten  V  ^ ,  V^^  ^  für  die  a.  ,  so  ist  nach  Glei- 
chung (II) 


^-2'^»  =2 
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Nun  ist  aber  offenbar 

wir  haben  folglich 
und 

woraus  sich  die  Mehrzahl  der  für  die  Normalform  hergeleiteten  Sätze 
unmittelbar  ergiebt.  Das  Theorem  von  der  Ersetzbarkeit  der  Elemente 
einer  Zeile  l  durch  Grössen  ft^^  deren  absoluter  Betrag  unterhalb  einer 
gewissen  Grenze  ft  bleibt,  bedarf  jedoch  für  den  jetzt  betrachteten  Fall 
einer  Modification;  wir  können  es  wie  folgt  aussprechen: 

Wenn  die  Determinante  D  den  jetzt  vorausgesetzten  Be- 
dingungen genügt,  und  man  ersetzt  die  Elemente  der  Zeile  X 
durch  Grössen  f*. ,  für  welche 


^y-  X 


<  (l  {x  =  -a,...+<x), 


SO  ist  die  so  entstehende  Determinante  D'  convergent,  und  es 
ist  offenbar 

y. 

Wenn  z.  B.  für  einen  gewissen  Wei-thbereich  von  x  die  Reihe 

i^y. 

unbedingt  convergirt,  so  kann  man  x,^  =  xf'  nehmen  und  erhält  dann, 
wenn  man  in  D  die  Elemente  der  Zeile  l  durch 

\^y  =  ^''' 

ersetzt,  eine  Determinante  D',  die  als  Potenzreihe  von  x  dargestellt 
werden  kann  und  deren  Coefficienten  die  zu  den  Elementen  der  Zeile  l 
gehörigen  ersten  Subdeterminanten  von  D  sind.  • 


79.    Gleichmässige  Convergenz  einer  unendliclien  Determinante. 
Differentiation. 


Es  seien  nun  die  Elemente  a.^  Functionen  einer  complexen  Varia- 
bein p,  die  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  T  der  p-Ebene  eindeutig    \ 
sind  und  sich  in   der  Umgebung  jeder  Stelle   dieses  Bereiches  regulär 


I 


1 
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verhalten;  dann  kann  man  den  für  Grenzprocesse,  die  mit  Functionen 
einer  Veränderlichen  vorgenommen  werden,  bestehenden  Begriff  der 
gleichmässigen  Convergenz  auf  die  aus  den  Elementen  a.  (q)  (wo 
wir  jetzt  das  Argument  q  in  die  Bezeichnungen  einfügen)  gebildete 
unendliche  Determinante 

anwenden.  Diese  Determinante  wird  also  innerhalb  T  gleichmässig 
couvergiren,  wenn  es  nach  Vorschrift  einer  beliebig  kleinen  positiven 
Grösse  ö  möglich  ist,  eine  ganze  Zahl  v  so  anzugeben,  dass 

ist  für  jedes  ganzzahlige  positive  l,  sobald  q  einen  Werth  des  Bereiches 
T,  und  m  eine  ganze  Zahl,  die  grösser  ist  als  v,  bedeutet.  —  Ist  diese 
Bedingung  erfüllt,  so  folgt  aus  den  Elementen  der  Theorie  der  Grenz- 
werthe,  dass  alsdann  D(q)  eine  innerhalb  T  eindeutige  und  an  jeder 
Stelle  von  T  reguläre  Function  von  q  darstellt. 

Sei  nun  die  Determinante  D(q)  so  beschaffen,  dass  die  Reihe 

(V)  ^2 1  «,>(?)  I 

innerhalb  T  gleichmässig  convergirt;  dann  ist  zunächst  klar,  dass  D(q) 
die  Normalform  hat,  aber  D{q)  convergirt  auch  gleichmässig  innerhalb 
T.  In  der  That  ergiebt  sich  dies  sofort,  wenn  man  auf  die  Darstel- 
lung (II)  zurückgreift  und  beachtet,  dass  unter  der  jetzt  gemachten 
Voraussetzung  die  Reihe  für  P  (S.  278)  innerhalb  T  gleichmässig  con- 
vergirt; daraus  folgt  dann  unmittelbar  die  gleichmässige  Convergenz 
der  Reihe  (II)  und  somit  auch  die  von  -D(^).  Ebenso  sind  die  Ent- 
wickelungen 

und  (IV)  in  diesem  Falle  innerhalb  T  gleichmässig  convergent. 

Aehnliche  Schlüsse    gelten,    wenn  die  Determinante  I)(q)   so   be- 
schaffen ist,  dass  sich  Grössen 

X^  ()«  =  -«),...   +00) 

finden  lassen,  die  die  Reihe 
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X.  I 


«,:/?) 


zu  einer  gleiclimässig  convergenten  machen;  ersetzt  man  dann  in  Z)(()) 
die  Elemente  der  Zeile  A  durch  Grössen  ^u^,  für  welche 


so  ist  auch  die  Reihe 


<  Ji  (z=— cc, f-oo), 


2'''.='-^^..'<') 


die   alsdann   den  Werth   der  so  transformirten  Determinante  darstellt, 
innerhalb  T  gleichmässig  convergent. 

Aus  den  bekannten  Sätzen  für  die  Diiferentiation  einer  endlichen 
Determinante  ergiebt  sich  schliesslich,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  Reihe 
(V)  innerhalb  T  gleichmässig  convergirt,  die  Ableitung  von  D{^  nach 
9  durch  die  Formel 

i  y. 

dargestellt  werden  kann. 


80.    Die  Systeme  von  unendlich  vielen  linearen  Gleichungen  mit 
unendlich  vielen  Unbekannten. 

Sei  nun  ein  Gleichungssystem  vorgelegt  von  der  Form 

(VI)  (9.=  Va.^^^  =  0  (,-=-»,...+00), 

/= — t» 

für  welches  die  unendliche  Determinante 

die  Normalform  besitzt.     Suchen  wir  diejenigen  Werthsysteme  der  g^, 
die  das  Gleichungssystem  (VI)  befriedigen,  und  die  der  Ungleichung 

(VII)  \9^<ü  (x  =  -a,...+.) 

genügen,  wo  g  eine  angebbare  endliche  Grösse  bedeutet. 

Für  Werthe  r/^,  die  der  Ungleichung  (VII)  genügen,  ist 

^    «/J  \9.,\        0=--,--+-) 
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kleiner  als  eine  positive  angebbare  Grösse;  folglich  ist  die  Reihe 

unbedingt  convergent^  und  daher 
woraus 

folgt.  —  Wenn  also  D  von  Null  verschieden  ist,  so  müssen  alle  g_ 
verschwinden,  d.  h.  damit  die  Grleichungen  (VI)  ein  nicht  ver- 
schwindendes Lösungssystem  zulassen,  welches  den  Unglei- 
chungen (VII)  genügt,  muss 

i)  =  0 

sein. 

Sei    nun  7)  =  0    vorausgesetzt,    und    bilden  wir   die   Subdetermi- 
nanten 

/ —  w  •  ■  ■  -f-  m^ 


m  ■  ■  ■  -\-  mj 

so   können   diese  nicht  für  jeden  noch  so   grossen  Werth  von  m  ver- 
schwinden.    In  der  That  bezeichne  [>)a]  das,   was  von  dem  Producte 


p-/7(i+2'i«.« 


+  CX) 


übrig  bleibt,  wenn  wir  die  auf  i  =  —  m,  •  •  •  +  m  bezüglichen  Factoren 
weglassen,  so  ist 

lim  \iyi\  =  1. 

Nun  ist  aber  offenbar 

'.  (jn)  —  1  i  ^  [^^]  —  1 7 

und  folglich  für  hinreichend  grosses  m  die  Subdeterminante  {')»)  sicher 
von  Null  verschieden.  Es  giebt  folglich,  wenn  D  =  0  ist,  jedenfalls  eine 
endliche  ganze  Zahl  r  von  der  Beschaffenheit,  dass  nicht  alle  /^"  Sub- 
determinanten  von  D  verschwinden.     Sei  z.  B. 


während,  wenn  r  >  1  ist,  alle  ersten,  zweiten,  •  •  •  (r  —  1)*°"  Subdeter- 
minanten  verschwinden  5  dann  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Gleichungen 
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G.  =0,     G.  =0,    ■■■     G,  =0 


eine  Folge   der  übrigen  sind,  und  dass   zwischen  den  Unbekannten  g^ 
die  Beziehuncren 


')^  + ■■■  +  ('"      '"'  '1"« 


stattfinden  müssen,  während   den  (j_^^,  g^^,  •  •  •  g.^^  willkürliche  Werthe 
beigelegt  werden  können. 


Zweites  Kapitel. 

81.    Transformation  der  gegebenen  Diflferentialgleichung. 

Ehe  wir  nun  dazu  übergehen,  die  im  vorhergehenden  Kapitel 
durchgeführten  Betrachtungen  auf  das  Studium  des  Gleichungssystems 
(9)  anzuwenden,  wollen  wir  die  gegebene  Differentialgleichung 

einer  Transformation  unterwerfen,  die  eine  formale  Vereinfachung  bewirkt, 
deren  tiefere  Bedeutung  aber  allerdings  erst  an  späterer  Stelle  hervor- 
treten wird.  Diese  Transformation  ist  derjenigen  analog,  mit  Hülfe 
deren  man  in  der  Algebra  den  Coefficienten  der  {n  —  l)*''"  Potenz  der 
Unbekannten  in  einer  Gleichung  n^^"^  Grades  zum  Verschwinden  bringt; 
sie  bezweckt  auch  hier  den  Coefficienten  der  {n  —  l)'*""  Ableitung  zum 
Wegfall  zu  bringen.     Setzen  wir 

wo  M,  z  noch  zu  bestimmende  Functionen  von  x  bedeuten,  in  die  Dif- 
ferentialgleichung ein,  so  ergiebt  sich,  da 

y  '  ^=  z^  'u  -{-  l^z"       'u  -f-  •••-(-  0M^  ' 
ist,  für  z  die  Differentialgleichung 

(«)     I        («  —  !)/  I  '*'\      1        («  —  2)/  ,      /  -jN  u'      .  u"\      . 


Soll  hierin 

sein,  so  haben  wir 


riß 


u  =  e 
zu  wählen.     Alsdann  sind  aber  die 

u'         u"  tt^"^ 
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ganze  Functionen  von  2\  ^^^^^  dessen  successiven  Ableitungen,  so  dass 
die  Differentialgleichung  in  2 


S") 


,      (n—2)/        ,    n  — 12         n  — 1/\|  n 


in  Bezug  auf  ilire  Coefficienten  dieselbe  Bescbaffenbeit  zeigi,  wie  die 
ursprünglicbe  Düferentialgleicbung.  Sind  z.  B.  die  Coefficienten  der 
letzteren  innerhalb  E  nach  Laurent 'sehen  Reihen  entwickelbar,  so  gilt 
das  Grleiche  von  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  in  2.  Wir 
können  also,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  von  vorneherein  voraus- 
setzen, dass  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  der  Coef- 
ficient  2\   der  (n  —  l)*"""  Ableitung  von  y  verschwindet. 

Bedeutet    dann    y^,  y^,  •  •  •  y^^   ein  Fundamentalsystem   dieser  Dif- 
ferentialgleichung, so  ist 

C  eine  Constante.  Lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x  einen  ge- 
schlossenen Umlauf  U  vollziehen,  der  die  Coefficienten  p^,  2^27  '  '  '  P^ 
zu  ihren  Ausgangswerthen  zurückführt,  so  erfahren  die  y^,  y,^,  •  •  ■  y^^ 
eine  lineare  Substitution 

&y^=^y_^.y.  (i  =  i,2,-.- n), 

i  =  l 

und  es  ist: 
&n(y^,  y.,,  ■  ■  ■  yj  =^  D{&y^,  &y,,  ■  ■  ■  &yj  =  !  y,^  I  JD(y^,  y,,---  yj, 

(/,z  =  l,2,---  n) 

folglich  muss,  da  D{y^,  y.^,  ■  •  ■  yj  eine  Constante,  also  beim  Umlaufe  U 
jedenfalls  unveränderlich  ist, 

\  y.      =1 

(<,z  =  l,2,  ■■•«) 

sein.  D.  h.  wenn  in  einer  Differentialgleichung  7«'"  Ordnung 
der  Coefficient  der  {n  —  Xf^^  Ableitung  zum  Verschwinden  ge- 
bracht ist,  so  ist  die  Determinante  jeder  Substitution,  die  ein 
Fundamentalsystem  erleidet,  wenn  die  unabhängige  Variable 
X  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht,  der  die  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  ungeändert  lässt,  gleich  Eins. 
Man  nennt  eine  solche  Substitution  oft  eine  unimodulare. 
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82.    Transformation   der  Recursionsformel.     Convergenz   und  Eigen- 
schaften der  aus  den  Coeffieienten  derselben  gebildeten  unendlichen 
Determinante. 

Unter  der  Voraussetzung  2\  =  0  ist  also  in  (A)  auch 
und  folglich  in  den  Formeln  (1),  (3),  (5)  (Nr.  76,  S.  273)  allenthalben 

(10)  a_^.=0  (A  =  -oc,...+a) 

zu  setzen.    Um  gleich  den  allgemeinsten  Fall  mit  umfassen  zu  können, 
denken  wir  uns  /y(())  in  seine  linearen  Factoren  zerlegt, 

foiQ)  =  (.9  —  Q,)  (?  —  ^2)  •  •  •  (?  ^  QJ> 
und  multipliciren  in  den  Gleichungen  (9)  die  dem  Index  v  entsprechende 
Gleichung-  mit  dem  Factor 


(11) 


Qy. 


[Mq)  =  1- 


Setzen  wir  dann 

(12)  K(QXÄQ)  =  %r,(9), 
so  erhalten  diese  Gleichungen  die  Form 

+  '^ 

(13)  2x,AQ)fJ,(Q)  =  ^^- 

Die  unendliche  Detenninante  dieses  Gleichungssystems 
^(9)  =  [z,-.(?)]  (/,.  =  -..,...+-) 

hat  nun  die  Normalform,  wenn  q  auf  einen  beliebigen  endlichen  Be- 
reich beschränkt  wird.  In  der  That  lässt  sich  zunächst  eine  positive 
endliche  Grösse  h  so  angeben,  dass 

\^h^\<h,        1.4=0, 
für  jedes  endliche  ^;  dann  ist  aber  nach  (12) 

(14)  I  %,.;.(?)  ;<^^!"^i.        '^  +  0. 
Setzen  wir 

(^  +  1.  -  A)(9  +  V  -  A  -1)  •  •  •  (p  +  i;  -  A  -  J^  +  ;c  +  1) 


^^{M-^vy-'--'tf{i), 


i  c  h  1  e  s  i  u  g  e  r ,  Differentialgleicliuugen.  I. 
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WO 

und  f!''\k)  eine  ganze  Function  i'''"  Grades  von  2,  bedeutet,  so  ist  nach 
(5)  und  (10) 

wenn  die  Gleichungen 

bestehen;  folglich  haben  wir  nach  (6) 

■/  =  2 

Es  werde  nun  die  Voraussetzung  gemacht  (die  sich  nachher  als  un- 
wesentlich herausstellen  wird),  dass  sich  der  Punkt  x  =  1  innerhalb 
des  Kreisringes  E  befindet,  also  wenn  z.  B.  JR  <  J?'  ist,  so  sei 

dann  convergiren  die  Reihen  (1)  für  x  =  1,  und  zwar  unbedingt,  es 
sind  daher  in  diesem  Falle  auch  die  Reihen 


8,^  =  ^\K{1) 


(/  =  2,  3,  ••■  n) 


convergent.     Folglich  ist,  wenn  wir  v  —  A  =  ft  setzen,  die  Reihe 

für  alle  endlichen  Werthe  von  q  gleichmässig  convergent,  und  da  das 
Gleiche  offenbar  auch  für  die  Reihe 


'2 1  «o„w 


gilt,  so  convergirt  zufolge  der  Ungleichung  (14)  die  Reihe 
(15)  '2'2^n.''9) 

für  alle  endlichen  Werthe  von  q  unbedingt  und  gleichmässig. 
Ferner  ist  die  Reihe 
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für  alle  endlichen  Werthe  von  q  gleichmässig  convergent^  wie  aus  der 
Form  von  %^„(?) 

l,.,X9)  =  KW,(9  +  rt  =27(1  +^)<:~^ 

X  =  1 

unmittelbar  hervorgeht-,  die  unendliche  Determinante  i)(^)  besitzt 
also  die  Normalform  und  convergirt  für  alle  endlichen  Werthe 
von  ()  gleichmässig;  sie  stellt  folglich  eine  ganze  transcen- 
dente  Function  von  q  dar. 

Auf  ähnliche  Weise   ergiebt  sich  aus   der  Convergenz  der  Reihen 
S.,  dass  die  unendliche  Determinante 


-(^)-[afö] 


+«) 


innerhalb    eines   jeden  Bereiches    von    q,    der    keine  Wurzel   der   Glei- 
chungen 

/;,(?  +  0  =  0     (/=-x,...+cc) 

enthält,  unbedingt  und  gleichmässig  convergent  ist.     Multipliciren  wir 
jede  Zeile  i  dieser  Determinante  mit 

wodurch  ^{q)  mit  dem  Factor 

TT-  ■  ",  sin  7C  (q  ■ —  o. ) 

(16)  UxM  =77  — ^r-^  =  n(Q) 

multiplicirt  wird,  so  geht  ^{q)  in  I){q)  über,  und  es  ist  folglich 

(17)  D(Q)  =  n(Q)^{o). 

Aus  der  Gleichung  (6)  folgt 

(18)  «.a(?  +  1)  =  «.4-i,;.  +  i(^)'' 
wir  können  aber,  wenn 


+  ^) 


schreiben,  da  auf  diese  Weise  nur  das  Element  1\^{q)  der  Hauptdiago- 
nale als  Anfangselement  genommen  wird.     Da  nun 

ß(^  +   1)  =  [h.^(Q  +    1)J  (/,x  =  -^x,...+x) 

lü* 


(19) 
gesetzt 

wird, 

/o(9  +  ^)        ^'' 

;.(?) 

ß(?) 

=  l^M 

(i,y.  =  - 

auch  in 

der  Form 

SI(q)  = 

\-^+u^.+M)^ 

{!,y- 
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ist,  so  folgt  aus  (19) 

(20)  ß(()  +  1)  =  ß(9), 
und  folglich  haben  wir  nach  (16)  und  (17) 

(21)  D(q  +  !)  =  (-  ITD(9). 

Es  sind  also  ^(q),  D{q)  periodische  Functionen  von  p,  die  erstere  mit 
der  Periode  Eins^  die  letztere  mit  der  Periode  Zwei  oder  Eins,  jenach- 
dem  n  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist. 

Beschränken  wir  q   auf  eine  hinreichend  kleine  Umgebung  einer 
Wurzel  Q^  von  f^io)  =  0  und  seien 

Qy.   +    \  ^        9x  +    '2  ^        •   •  •        9y.   +  K 

diejenigen  von  q  und  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, die  sich  von  ^.   um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  ist 

wenn  i  eine  von  0,  i^,  i^,  ■  •  ■  i^  verschiedene  ganze  Zahl  bedeutet;  es 
wird  folglich  für  diese  Werthe  von  q  das  Product 

endlich  und  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  q  —  q^  entwickelbar 
sein.  Sei  s^  die  Summe  derjenigen  Zahlen,  die  die  Vielfachheit  der  Wurzeln 
9y.y  ^y.~^  \y  '  '  '  Qy.~^  K  ^^^  Glcichung  (^{q)  =  0  angeben,  so  ist  Q==Q^ 
eine  Unendlichkeitsstelle  höchstens  s.'""^  Ordnung  von  ß(^);  wir  haben 
also  in  einer  gewissen  Umgebung  von  q  =  q^ 

WO  ^  (()  I  ^J  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  q  —  ^^,  die  Jf,,  M^. 
Constanten  bedeuten.  Analoge  Entwickelungen  gelten  wegen  der  Pe- 
riodicität  von  SI{q)  in  der  Umgebung  eines  Punktes 

Q  =  Q_^ -\-  i  (;  =  -cc,  ..■+»). 

Die  Function  SI{q)  besitzt  also  für  alle  endlichen  Werthe  von  q  den  Cha- 
rakter einer  rationalen  Function;  ihre  Unendlichkeitsstellen  werden  im 
Allgemeinen  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  /[Xq)  =^  0  ^^^^^  ^i^  "^^^ 
denselben  um  ganze  Zahlen  verschiedenen  Werthe  gegeben.  Seien 
Q^,  Q^,  ■  ' '  Q^^  die  sämmtlichen,  nicht  um  ganze  Zahlen  oder  Null  von 
einander  verschiedenen  Wurzeln  von  fjo)  =  0,  so  dass  also 

S^   -f"  ^2  +   ■  ■   ■   "f"  ■'^w.  "^  '^ 

dann  lässt  sich  nach  einem  liekannten  Satze  der  Analysis  [den  man  für 


U 
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den  Fall  einer  Function,  welche  die  Periode  2jt  besitzt,  z.  B.  in 
Herrn  Hermite's  „Cours  professe  ä  la  Faculte  des  Sciences"  (3.  Auf- 
lage, Paris  1887,  S.  106)  auseinandergesetzt  findet],  die  periodische 
Function  SI(q)  in  die  Form  setzen 


^(q)  =  ^^  +  ^\  K.^  COtg  X{Q~  Q.^) 

wo  M  eine  Constante  bedeutet.  Denkt  man  sieh  einen  Bereich,  inner- 
halb dessen  keiner  der  Werthe 

Qy_-i-^  (z  =  l,2,--/n;    2  =  — cc,  ..-4-00) 

liegt,  so  ist  ß(())  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  q  dieses  Bereiches 
regulär;  als  solcher  Bereich  kann  z.  B.  ein  unendlicher,  durch  zwei  zur 
lateralen  Axe  der  (>- Ebene  parallele  Geraden  begrenzter  Streifen,  der 
keinen  der  Punkte  ?^  +  A  enthält,  genommen  werden.    Setzt  man  dann 

Q^H-^fl,       U  =  l/—  l), 

und  lässt  Q  eine  Werthenfolge  durchlaufen,  die  ganz  innerhalb  jenes 
Streifens  verbleibt  und  in  welcher  v  in  positiver  oder  negativer  Richtung 
ins  Unendliche  rückt,  so  ist 

lim  ?>^^(^)  =  0,         }i=\=K, 

f  =  +   X 

und  da 

ist,  so  erhält  man 

(22)  lim  ß(())  =  1. 

f  =  +  00 

Rückt  V  in  positiver  Richtung  ins  Unendliche,  so  folgt  hiernach  aus 
der  obigen  Darstellung  von  ^{q) 

1  =  M—7tiy^3i^_, 

rückt  es  dagegen  in  negativer  Richtung  ins  Unendliche,  so  folgt 

1  =  Jf  J-;r/  Vil^,; 

y.  =  l 

hieraus  ergiebt  sich 

m 

(23)  31=1,        ^J\L  =  0. 

y.  =  l 


294  VI.  Die  Integrale  innerhalb  eines  Kreisringes.    Kapitel  2. 

Innerhalb   eines  Perioclenstreifens  a,   den  wir  uns  etwa  durch  die 
beiden  Geraden 

u  ^  0 ,         u  =  1 

begrenzt  denken  können,  wird  die  Function  SI{q)  an  höchstens  m  Stellen 
und  an  diesen  höchstens  von  den  Ordnungen  s^^,  s,^,  •  •  •  §  unendlich, 
sie  besitzt  also,  wie  wir  sagen  können,  höchstens  n  einfache  Unendlich- 
keitsstellen innerhalb  03.  Da  zufolge  der  Gleichung  (22)  das  über  die 
Begrenzung  von  co  erstreckte  Integral 

wird,  so  stimmt  die  Anzahl  der  einfachen  Nullstellen  von  ü(p)  innerhalb 
G3  mit  der  Anzahl  der  einfachen  Unendlichkeitsstellen  überein.  Für 
diejenigen  Stellen 

Q^  -{-  X  (/.  =  -^,...+a), 

WO  ß(())  von  niedrigerer  als  der  s  *^"  Ordnung  unendlich  wird,  ver- 
sehwindet das  Product 

77(i,)i^(^) 

genau  von  deijenigen  Ordnung,  um  die  s^  die  Ordnungszahl  des  Un- 
endlichwerdens von  SI{q)  für  q  =  q_  übertrifft,  es  verschwindet  folglich 
dieses  Product,  d.  h.  D(q)  innerhalb  des  Periodenstreifens  g?  genau  an 
n  Stellen  von  der  ersten  Ordnung.  Bezeichnen  wir  diese  n  Nullstellen 
von  D(q)  (von  denen  einige  auch  zusammenfallen  können)  durch 

^;  ^2;  •  •  •  ^^ 
so  lässt  sich  die  ganze  transcendente  Function  I){q)  in  die  Form  setzen 

T—r  sin  (o  —  r ,)  tt  ■ 

wo  C  eine  Constante  bedeutet.  Aus  den  Gleichungen  (16),  (17),  (22) 
ergiebt  sich  aber 

Ce       '  ^    ^  =  1, 

und  es  muss  folglich  die  Differenz 

nothwendig  gleich  einer  ganzen  Zahl  sein.  Wählen  wir  an  Stelle  der 
r    solche  von  diesen  um  ganze  Zahlen  verschiedene  r^,  dass 

ist,  so  haben  wir 


(24)  i)(^)  =  U 
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sin  {Q  —  r^)„ 


und  da  der  Coefficient  von  9"    ^  in  /|,(p),  zufolge  der  Gleichungen  (10), 
den  Werth 

n  (m  —  1) 

2 

besitzt,  so  ist  für  die  so  gewählten  r^ 


(25)  2!''- 


83.    Darstellung  der  die  Differentialgleichung  befriedigenden  Eeihen 

in  der  Form  unendlicher  Determinanten.     Fall  einfacher  Nullstellen. 

Fundamentalgleichung. 

Setzen  wir  nun 

so  ist  jede  der  Reihen 

^\H{X)x'\         (.-=.,3,...«) 

innerhalb  des  Kreisringes  E  convergent;  hieraus  folgt  die  Convergenz 
der  Reihe 


ebenso,  wie  oben  (Nr.  82,  S.  290)  aus  der  Comergenz  der  S.  die 
Convergenz  der  Reihe  (15)  erschlossen  wurde.  Ersetzen  wir  also  in 
D{q)  oder  in  einer  Subdeterminante  von  D{q)  die  Elemente  irgend 
einer  Zeile  durch  die  dem  zweiten  Index  entsprechenden  Potenzen  von 
X,  so  kann,  zufolge  der  über  die  unendlichen  Determinanten  bewiesenen. 
Sätze  (Nr.  78,  S.  282,  Nr.  79,  S.  284),  die  so  entstehende  unendliche 
Determinante  als  Potenzreihe  von  x  geschrieben  werden,  und 
dieselbe  convergirt  in  Bezug  auf  x  innerhalb  E  und  in  Bezug 
auf  Q  gleichmässig  für  alle  endlichen  Werthe  von  ^. 

Die  Coefficienten  der  Reihe  g(x,  q),  die  innerhalb  E  eine  Lösung 
der  Differentialgleichung  (A)  darstellen  sollte,  müssen  nicht  nur  den 
Gleichungen  (13)  genügen,  sondern  es  müssen,  da  der  Punkt  x  =  1 
innerhalb  E  befindlich  angenommen  wurde,  d.  h.  g(x,  q)  für  rr  =  1 
convergent  sein  sollte,  auch  die  absoluten  Beträge  dieser  Coeffi- 
cienten unterhalb   einer  endlichen  Grenze  bleiben.     Soll  also  eine  Be- 
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Stimmung  der  ^^,(9)  ans  den  Gleichungen  (13)  möglich  sein,  so  muss 
die  Determinante  D(^)  dieser  Gleichungen  yersch winden,  d.  h.  es  muss 
für  Q  eine  Wurzel  der  Gleichung 

D(»  =  0 
genommen  werden.  Diese  Gleichung  spielt  hier  dieselbe  Rolle  wie  im 
Falle  der  Bestimmtheit  die  determinirende  Fundamentalgleichung,  nur 
mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Exponenten  q  hier  nicht  vollkommen, 
sondern  nur  abgesehen  von  ganzen  Zahlen  bestimmt  erscheinen;  wir 
können  z.  B.  für  q  die  n  oben  ausgesonderten  Nullstellen  r^,  r^,  •  ■  ■  r^ 
von  D(q)  nehmen. 

Sind  diese  n  Nullstellen  sämmtlich  von  einander  verschieden,  so 
ist  jedes  r^  eine  einfache  Nullstelle  von  D(q),  d.  h.  es  ist 

D'(«.)  =  ^f 
für  Q  =  r^  von  Null  verschieden.    Beachten  wir  dann,  dass  (nach  S.  284) 

ist,  so  erkennen  wir,  dass  in  diesem  Falle  nicht  sämmtliche  ersten  Sub- 
determinanten  ('  |  von  D{q)  für  q  =  r_^  verschwinden  können-,  sei  z.  B. 
die  Subdeterminante 


C:) 


für  Q  =  r_^  von  Null  verschieden.  —  Die  allgemeinste  Lösung  des 
Gleichungssystems  (13)  für  q  =  r^^  ergiebt  sich  dann  (nach  S,  286) 
in  der  Form 


(;)^,.w  =  (;)^.„w 


+  ^), 


wo  für  Q  der  Werth  r^^  zu  setzen  ist,  und  für  (/_^  (r^)  eine  willkürliche 
Constante  genommen  werden  kann.  Bezeichnen  wir  die  so  gefundenen 
Werthe  der  ^,,('0  durch  g^^^,  so  haben  wir  die  n  Reihen 

v  =  —  y: 

die  innerhalb  E  convergiren  und  die  Differentialgleichung  (A)  be- 
friedigen, und  diese  stellen,  da  die  r  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sein  sollten,  ein  Fundamentalsystem  von  (A)  dar.  AVeun  x 
den  Umlauf  U  um  x  =  0  beschreibt,  so  gehen  die  ij  ^  in 
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2rt(/v 


über,  und  es  sind  folglich  die  Grössen 

(27)  « ^  =  /'"''■" 

die  Wurzeln  der  zum  Umlaufe  U  gehörigen  Fundamentalgleichung 

F{m)  =  0-, 
dieselbe    besitzt    also    in    diesem    Falle    n    verschiedene  Wurzeln,    und 
wenn  wir  noch 

setzen,  so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (24),  (25)  geradezu 

(28)  B{q)  {27ti)\7^  ""'  =  JJip  -  «J  =  F{p). 

Wir  haben  also  ein  Verfahren,  um  die  Elemente  des  zum  Umlaufe  JJ 
gehörigen  Fundamentalsystems  y^  zu  finden,  und  haben  auch  die  Funda- 
mentalgleichung aus  den  in  den  Coefficienten  der  Diiferentialgleichung 
auftretenden  Parametern  zusammengesetzt. 

84.    Fall  mehrfacher  NuUsteUen.    Integralgruppen  und  Untergruppen. 

Falls  nun  die  Grössen  r^^  nicht  sämmtlich  von  einander  verschieden 
sind,  so  wird  ein  ähnliches  Verfahren  einzuschlagen  sein,  wie  wir  es  fin- 
den Fall  der  Bestimmtheit  auseinandergesetzt  haben.  Wir  begnügen  uns 
damit  dasselbe  hier  kurz  anzudeuten  und  verweisen  in  Betreff  der  ge- 
naueren Ausführung  einiger  Einzelheiten  auf  die  Abhandlung  des  Herrn 
von  Koch.     (Acta  Mathematica,  Bd.  16,  S.  217  fi.) 

Wenn  einige  der  Grössen  r^^  identisch  werden,  so  ist  der  gemein- 
same Werth  r'  von  X  dieser  Grössen  eine  A-fache  Nullstelle  von  -D(p), 
und  die  Summe  dieser  Ordnungszahlen  A  ist  gleich  n.  Die  Aufgabe 
besteht  darin,  entsprechend  dieser,  wie  wir  sagen  wollen,  A-fachen 
Wurzel  von  D{q),  A  linear  unabhängige  Lösungen  der  Differential- 
gleichung (A)  herzustellen.  Wenn  eine  ganze  transcendente  Function 
'P(q)  an  der  regulären  Stelle  q  =  r'  von  ft*'''"  Ordnung  verschwindet, 
so  ist  auch  noch  der  Quotient 

PJQ) 
{Q-rT 
eine   ganze    transcendente  Function;    man  sagt  darum  nicht  inizweck- 
mässig,  P(q)  sei  in  diesem  Falle  durch  den  Factor 

(9  -  rj 
theilbar,  oder  dieser  Factor  sei  in  P{q)  enthalten. 
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Enthält  D{q)  den  Factor  q  —  r'  zur  A*®"  Potenz,  so  können  auch 
noch  die  ersten,  zweiten,  •  •  ■  Subdeterminanten  von  D(q)  eine  ge- 
wisse Potenz  dieses  Factors  enthalten.  Jedenfalls  giebt  es  aber,  wie 
oben  (S.  285)  gezeigt  wurde,  eine  endliche  positive  ganze  Zahl  r  von 
der  Beschaffenheit,  dass  unter  den  r**"  Subdeterminanten  von  D{q) 
wenigstens  eine  für  q  =  )''  von  Null  verschieden  ist.     Sei 


\ßl    ß.     ■■■    ßj 


eine  für  q  =  r'  nicht  verschwindende  r'*"  Subdeterminante,  und  denken 
wir  uns  dieselbe  so  gewählt,  dass  alle  Subdeterminanten 


(29) 


{v<r), 


wo  y^,  y.,,  ■  ■  -  y^  irgend  v  der  Zahlen  k^,  «.,,  ■  •  a  ,  ö^,  d^,  •■  •  ö^ 
irgend  v  der  Zahlen  ß^,  ß.,,  ■  ■  ■  ß^.  bedeuten,  füi'  q  =  r'  noch  sämmt- 
lich  verschwinden.  Bezeichnen  wir  dann  die  Gresammtheit  der  Sub- 
determinanten (20)  für  einen  bestimmten  Wei*th  von  v  durch  M  und 
den  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von  q  —  >•',  die  noch  in  sämmt- 
lichen  ^/^''  enthalten  ist  durch  A^,,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (26) 
unmittelbar,  dass  A^  kleiner  sein  muss  wie  A,  und  ebenso  schliesst 
mau  allgemein 

X>  l^>  K>  ■  ■  •>/l,_i- 

Hieraus  folsft  sofort 

X>r, 

und  man  zeigt  ferner  leicht,  dass  die  sämmt liehen  r/'^"  Subdeter- 
minanten von  I>{q)  den  Factor 


(?  -  r'f 


enthalten  müssen. 
Setzt  man  nun 


(30)  ,      ^i,(9J  =  ^'ii('J^)  (v  =  -cc,...  +  .i. 

(31)  0,{^,Q)=^9ui9)^'^^', 

wo  c^^  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  so  wird  die  linke  Seite 
der  Differentialgleichung  (A"),  wenn  mau  für  y  die  Reihe  (i^{x,  q)  ein- 
setzt, die  Form 
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annehmen,  oder  da 

^Q')x,,,(p)  =  f.  «•■.«  +  «,, 


ist,  die  Form 

(32)  P{y^{x,Q))=c^^~~x^ 


Da  die  Functionen  h^^g)  für  keinen  endlielien  Werth  von  q  ver- 
schwinden, so  ist  Q  =  r'  eine  A- fache  Nullstelle  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (32),  so  dass  also  P(g^(x,  ()))  mit  seinen  A  —  1  ersten 
Ableitungen  nach  q  für  q  =^  r'  verschwindet;  es  sind  folglich  die 
Ausdrücke 

g^l^{x,r')         (.•=0,1,... /.-i), 
wo 

gesetzt  wurde,  Lösungen  der  Differentialgleichung  (A).  Von  diesen 
sind,  da  die  Subdeterminanten 

0 

den  Factor 

iQ  —  r)' 
enthalten,  die 

identisch  Null,  dagegen  verschwinden  nicht  alle  Coefficienten  von 

für  Q  =  r'.  Aus  der  gleichmässigen  Convergenz  der  Reihe  (/^(x,  q) 
für  alle  endlichen  Werthe  von  p,  erschliesst  man  (vergl.  Nr.  48),  dass 
sich  die  successiven  Ableitungen  nach  q  durch  gliedAveise  Differentiation 
ergeben;  wir  erhalten  also  die  A  —  A^  Entwickelungen 

vn   =2!  K'.'"'"('-')  +  c-'  + 1).  *.'('•')  iog^y+\ 
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die  innerhalb  ihres  Convergenzbereiches  E  Integrale  von  (A)  dar- 
stellen, und  diese  X  ■ —  A^  Integrale  sind  offenbar  linear  unabhängig; 
hierbei  wurde 

gesetzt.     Wenn  nun  A^  >  0  ist,  so  sei  ferner 

"    +  <^A      ^  I      {.■=-x,...+^), 


9,(^,Q)=^f/2X9)^^'^", 


wo  6'2j,  6\,,_,  willkürliche  Constanten  bedeuten.     Dann  ist 

PioM  «>))  =  '>.,  W  P^  +  <^J9)  f^ 


gesetzt  wird,  und  wir  erhalten  in  den  Entwickelungen 

+  -7X7_r,-^i)V-  (f,:  C^  )  log  ^         •^■J  ^  ^  , 

die  innerhalb  E  gültigen  Darstellungen  von  X^  —  A,  weiteren  Integralen 
von  (A).     So  fortfahrend  finden  wir  schliesslich,  wenn 

\v    /3^  •  •  •  ß^,)  \  ß^  ■  ■  ■  /3^._j  V 

gesetzt   wird,    wo   c'.^,  ■  •  •  c^^   willkürliche    Constanten    darstellen,    die 
A^._^  Entwickelungen 
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+  x 

1— CO 

die  auch  innerhalb  E  convergiren  und  daselbst  Lösungen  von  (A)  dar- 
stellen. Bei  geeigneter  Wahl  der  Constanten  c^  ,  z.  B.  wenn  man 
nimmt 

^x.=   l.       ^.l  =   ^.2  =  '--  =  ^..-l=0  (.  =  1,2,....), 

sind  die  so  erhaltenen 

A  —  A,  +  A^  —  2,  H \-  A^_^  =  A 

Integrale  y_^  ^  linear  unabhängig,  und  wir  haben  also  in  der  That,  ent- 
sprechend der  A-fachen  NullsteRe  r'  von  I){q),  genau  A  Integrale  von 
(A)  gefunden.  Wir  erhalten  also  auch  im  allgemeinen  Falle,  ent- 
sprechend den  n  einfachen  Nullstellen  r^,  r.,,  •  •  •  r^  von  J){q),  genau 
n  Integrale,  die  die  Form  des  zum  Umlaufe  U  gehörigen  canonischen 
Fundamentalsystems  haben;  man  schliesst  hieraus,  dass  auch  in  diesem 
Falle  die  Beziehung  (28)  zwischen  D{q)  und  der  zu  E  gehörigen 
Fundamentalgleichung  besteht,  so  dass  also,  wenn  r^  eine  A^^- fache 
Nullstelle  von  I){q)  ist, 


eine  A^- fache  Wurzel  der  Fundamentalgleichung  darstellt.  Die  dem  r^ 
entsprechenden  Zahlen  A,  A^,  ■  •  •  A^_j  liefern  zugleich  die  Anzahl  und 
die  Elementenzahlen  der  Untergruppen,  in  welche  die  zur  A-fachen  Wurzel 
o^  der  Fundamentalgleichung  gehörige  Integralgruppe  zerfällt  (vergl. 
Nr.  37,  S.  126).  Es  ist  also  die  Untersuchung  der  Fundamen- 
talgleichung vollständig  auf  die  Untersuchung  der  unend- 
lichen Determinante  i)(^)  zurückgeführt.  Ehe  wir  nun  dazu 
übergehen  die  Natur  der  functionalen  Abhängigkeit  dieser  Determinante 
von  den  Coefficienten  a^^  der  Reihenentwickelungen  der  P^ix)  zu  er- 
örtern, wollen  wir  die  vorhergehende  Untersuchung  von  der  dem  Be- 
reiche E  auferlegten  Beschränkung 
(33)  IKK  R' 

zu  befreien  suchen.     Zu  diesem  Ende  setzen  wir,  wenn  die  Bedingung 
(33)  nicht  schon  von  selbst  erfüllt  ist, 
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dann  kann  die  Differentialgleichung  (A)  in  der  Form 

(A')  .'  ^  +  ^'-'Q,.^M  £=^  +  ■  ■  ■  +  «„(.);/  =  0 

geschrieben  werden,  wo 

ist,  und  die  Entwickelungen  der  Q^{s)  convergiren  für 
wenn 

^,-1/?-  ^v=l/| 

gesetzt  wird;  diese  beiden  Grössen  genügen  aber  der  Bedingung 

jR^  <  i<  r;, 

so  dass  für  die  Differentialgleichung  (A')  alle  vorhergehenden  Ent- 
wickelungen unmittelbar  anwendbar  sind.  Hieraus  übersieht  man  aber, 
dass  dieselben  auch  für  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  gültig 
bleiben,  da  aus  der  Convergenz  der  für  die  Differentialgleichung  (A')  zu 
bildenden  unendlichen  Determinanten  die  Convergenz  der  entsprechenden 
Ausdrücke  für  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  ohne  weiteres  folgt. 


I 

ij 


Drittes  Kapitel. 

85.    Natur  der  Abhängigkeit  der  Coeffieienten  der  Fundamental- 
gleichung von   den   in  den  Coeffieienten  der  Differentialgleichxing 
auftretenden  Parametern. 

Wenn  es  sich  darum  handelt  die  Natur  der  Coeffieienten  der  zum 
Bereiche  E  (S.  272)  gehörigen  Fundamentalgleichung  der  Differentialglei- 
chung (A)  als  Functionen  der  a^^  zu  studiren,  so  muss  man  zuvörderst 
beachten,  dass  die  a^^,  als  Entwickelungscoefficienten  gewisser  Func- 
tionen Py_{x),  nicht  unmittelbar  als  unabhängige  Variable  aufgefasst 
werden  dürfen.  Denken  wir  uns  z.  B.  die  P^(x)  als  rationale  Func- 
tionen von  X,  und  seien  a^,  a^,  •  •  •  «^  die  Unendlichkeitsstellen  dieser 
rationalen  Functionen.  Als  Bereich  E  kann  dann  z.  B.  ein  Kreisring 
genommen  werden,  der  so  beschaffen  ist,  dass  innerhalb  des  inneren 
Kreises  K  gewisse  der  Punkte  a^,  etwa  a^,  «.,,  •  •  •  a^,  gelegen  sind, 
während  die  übrigen  ci^,^,  •  ■  ■  a^  sich  ausserhalb  des  äusseren  Kreises 
K'  befinden.     Sei  dann  in  Partialbrüche  zerlegt 

(H)  P.Xx)  =  G^(x)  +  yy 


^  A:^{x'- 


wo  (r^(x)   eine  ganze  rationale  Function  von  x,  ^^   die   Ordnung  der 

Unendlich 

Aggregat 


Unendlichkeitsstelle  a^,  die  J.^^.  Constanten  bedeuten,  so  lässt  sich  das 


nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x     ,  das  Aggregat 


2 


/'A 


V 


Ä.. 


^^  (X  —  a^'- 


nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  entwickeln,  und  beide  Ent- 
wickelungen  convergiren  innerhalb  E.  Die  Coeffieienten  a^^  der  Ent- 
wickelungen(l)sind  folglich  in  diesem  Falle  homogene  lineare  Functionen 
(mit  von   den  (i^   abhängigen   Coeffieienten)   der  A,^..   und  der  in   der 
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ganzen  Function  G_^(x)  auftretenden  Constanten.  Denken  wir  uns 
also  die  a^,  o,„  •  •  •  a^,  d.  h.  die  singulären  Punkte  der  Diffe- 
rentialgleichung fest  (im  Allgemeinen  ist  auch  noch  x  =  0  eine 
singulare  Stelle),  dagegen  die  Ä,^^.  und  die  Coefficienten  der  G-^{x) 
willkürlich  veränderlich,  so  erscheinen  die  a^^  als  lineare  Functionen 
einer  gewissen   endlichen   Anzahl   unbeschränkt   veränderlicher  Grössen 

(34)  ^,,  L,  •••  i,. 

Allgemein  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Coefficienten  ß^^,  der  Ent- 
wickelnngen  (1)  als  ganze  rationale  Functionen  von  m  unbeschränkt 
veränderlichen  Grössen  (34)  gegeben  sind,  und  stellen  uns  die  Auf- 
gabe, die  Abhängigkeit  der  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  von 
diesen  m  Grössen  zu  ermitteln. 

Da  zufolge  der  Gleichungen  (10)  die  Determinante  der  linearen 
Substitution,  die  ein  Fundamentalsystem  von  (A)  beim  Umlaufe  U  er- 
fährt, den  Werth  Eins  hat,  so  hat  die  Fundamentalgleichung  -F(aj)  die 
Form 

F{co)  =  co"  +  jy-'  H ^  j  _^  „  -f  (_  ly  =  0, 

wie  überdies  auch  daraus  erhellt,  dass 

ö^  =  e^ '"■'■«  {«  =  1,2,...«),  (?■  =  ]/—  l) , 

und  also  zufolge  der  Gleichung  (25) 

7tin{n-l)  -. 


ist.     Nun  ist 


J  =    :—  {.«  =  1,  2,...«-l), 


i^'"'((0) 


f?'"F(cD) 


gesetzt  wird, 

wo 

ist,  und  folglich  ergeben  sich  die 

F{1),     F'iiy  . . .  F^"\l) 
als  homosfene  lineare  Functionen  von 
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(35)  f(0),    f'iO),  .  .  .  ^(")(0) 

mit  in  3t«  rationalen  Coefficienten.  Die  J'„_,^  erscheinen  also  als 
homogene  lineare  Functionen  der  Grössen  (35);  diese  selbst  sind  aber 
zufolge  der  Gleichung  (28)  homogen  linear  durch 

(36)  D{0),     D'(0),  ■  ■  ■  I)^"HO) 

mit  in  7t  i  rationalen  Coefficienten  darstellbar,  und  es  sind  folglich  die 
J^_f,  als  homogene  lineare  Ausdrücke  der  Grössen  (36)  mit  in  jti 
rationalen  Coefficienten  gegeben.  Wir  haben  also  nur  die  Abhängig- 
keit der  Grössen  (36)  von  den  |^,  |,,  •  •  •  |^^  zu  untersuchen;  da  aber 
D(q)  eine  ganze  transcendente  Function  von  q,  also  in  Form  einer 
beständig  convergenten,  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  q  fort- 
schreitenden Reihe  darstellbar  ist,  so  handelt  es  sich  schliesslich  um  die 
Bestimmung  der  Coefficienten  dieser  Reihe  als  Functionen  der  |  ,  •  •  •  |  . 
Zu  diesem  Ende  denken  wir  uns  die  unendliche  Determinante  I)(q)  in 
der  Form  (IV)  entwickelt;  wir  setzen  also 


und  ferner 


dann  ist 


(Kl  <  zo  ' 


(37)  D(q)  =  1  +^i>(9). 


Zufolge  der  Gleichungen  (12),  (6),  (5)  ist 
(38) 


^'iM  =  ^hiQ)  y«;.  ,-.(9  +  ^)  ((>  +  ^  -  1)  •  •  •  (P  +  ^  -  /l  +  1)  , 


('•  +  '')  /^ 


und  da  wegen  des  Verschwindens  von  u^^_^  ^  aus  den  Gleichungen  (11) 

folgt,  so  sind  also  die  4-\.,(q)  lineare  homogene  Ausdrücke  der  Entwicke- 
lungscoefficienten  «^^  .  Seien  diese  Coefficienten,  als  ganze  Functionen 
der  Parameter  |^,  •  •  •  ^^,  vom  s*®"  oder  von  niedrigerem  Grade,  dann  sind 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    I.  '20 


306  VI.  Die  Integrale  innerhalb  eines  Kreisringes.     Kapitel  3. 

die  t-Xo)  "^^^  selben  Grade  in  den  |^,  •  •  ■  |^^^,  und  D  .  .  ist  in 
diesen  Grössen  vom  Grade  vs.  Da  die  Convergenz  der  Determinante 
I){q)  bewiesen  wurde,  ohne  irgendwelche  andere  Voraussetzungen  über 
die  Natur  der  a^^^  zu  machen,  als  die,  dass  die  Reihen  (1)  innerhalb  E 
convergent  sind,  so  wird  D{q)  und  folglich  auch  die  auf  der  rechten 
Seite  von  (o7)  stehende  Entwickelung  unbedingt  und  für  alle  endlichen 
Werthe  von  q  gieichmässig  convergent  sein,  was  auch  den  1^,  |^,,  •••  |^^^ 
für  endliche  Werthe  beigelegt  werden  mögen.     Sei 

4.0  J.0  J.0 

ein  beliebiges  solches  Werthsystem,  dann  sind  die  Z)^  ^  ^  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  der  Grössen 

(39)  1,-^;,     t-K,---  L-t 

entwickelbar;  das  Gleiche  gilt  also  auch  für  die  Coefficienten  der  Ent- 
wickelung von  D{q)  nach  Potenzen  von  q,  und  zwar  sind  diese  Coeffi- 
cienten in  den  Grössen  (39)  höchstens  von  der  Dimension  vs.  Aus 
der  unbedingten  Convergenz  der  Entwickelung  (37)  folgt  hiernach, 
dass,  wenn  wir  uns  D{q)  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  q  ent- 
wickelt denken,  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  q  erhalten 
werden,  indem  wir  die  Coefficienten  der  entsprechenden  Potenzen  von  q 

in  den  Entwickelungen  der  D{q)  zusammenfassen.  Die  Coefficienten 
der  Entwickelung  von  D{q)  stellen  sich  also  in  der  Form  von  Reihen 
dar,  die  nach  positiven  ganzen  Potenzen  der  Grössen  (39)  fortschreiten. 
D.  h.  mit  anderen  Worten,  diese  Coefficienten  sind,  als  Functionen  der 
Ij,  •  •  •  1^^^  aufgefasst,  in  der  Umgebung  jeder  endlichen  Stelle 

i,  =  r;.  ■•■  L  =  e 

regulär,  sie  sind  folglich  ganze  transcendeute  Functionen  der 
I  •••  ^^^.  Das  Gleiche  gilt  demnach  auch  von  den  Coeffi- 
cienten J^  der  Fundamentalgleichung,  diese  lassen  sich  also 
durch  beständig  convergente  gewöhnliche  Potenzreihen  der 
1^,  •  •  •  1^^  darstellen.  Im  Falle,  wo  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung (A)  rationale  Functionen  von  x  sind,  können  wir  uns  die- 
selben in  der  Form  (H)  geschrieben  denken,  die  Coefficienten  <J,  der 
zvim  Bereiche  E  gehörigen  Fundamentalgleichung  sind  dann  ganze 
transcendeute  Functionen  der  Ä^^.  und  der  Coefficienten  der  (jr.^{x). 
Entwickeln  wir  die  J^  nach  Potenzen  dieser  Grössen  Ä^^.  u.  s.  w.,  so 
hängen  die  Coefficienten  der  Entwickelungen  noch  von  den  singu- 
lären  Punkten  a^,  a.,,  ■  ■  ■  a^  ab;  die  Natur  dieser  Abhängigkeit  wollen 
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wir  im  folgenden  Absclinitte  mit  Hülfe  von  anderen  Methoden,  die 
ims  zugleich  auch  einen  neuen  Beweis  des  hier  gefundenen  Ergebnisses 
lii'forn  werden,  untersuchen. 


86.    Die  Recursionsformel  und  Fundamentalgleichung  einer 

Diflferentialgleicliung,  die  aus  mehreren  Differentialgleichungen 

zusammengesetzt  ist. 

Wir  hatten  in  der  Theorie  der  Fundamentalgleichung  (vergl.  die 
Nummern  33,  35)  eine  Reihe  von  Sätzen  entwickelt,  die  Beziehungen 
zw  ischen  der  Fundamentalgleichung  einer  aus  mehreren  Dififerentialglei- 
(  Illingen  zusammengesetzten  Differentialgleichung  und  den  Fundamental- 
ulfichungen  der  Componenten  lieferten.  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  sich 
(litse  Beziehungen  im  Lichte  der  eben  entwickelten  Theorie  darstellen. 
Sri  also  die  linke  Seite  P{ij)  der  Differentialgleichung  (A)  —  worin 
w  ir  wieder  den  Coefficienten  der  (w  —  1)*™  Ableitung  von  Null  ver- 
schieden annehmen  wollen,  da  dies,  wie  aus  den  vorstehenden  Ent- 
Avickelungen  sofort  zu  übersehen  ist,  keine  wesentliche  Aenderung  der 
crhingten  Resultate  bedingt  —  aus  zwei  Differentialausdrücken  Q{y), 
]!(!l)  in  der  Form 

(40;)  P(y)  =  BQ 

zusammengesetzt,  wo 

QdÖ  =  o^lF'  +  x-'Q^_^{xyß-''  +  ■  ■  •  +  QSx)v, 
und  innerhalb  des  Bereiches  E 

QM=2ßy.y  0^  =  0,  1,...;.-!) 

ist.  Dann  folgt  zunächst  aus  den  für  die  Zerlegung  von  Differential- 
ausdrücken aufgestellten  Sätzen,  dass  auch  die  Coefficienten  von  E(jf) 
innerhalb  E  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbar  sein  müssen, 
und  da  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  von  P(jj)  gleich  dem 
Producte  der  Coefficienten  der  höchsten  Ableitungen  von  B(j/),  Q{y) 
ist  (S.  46),  so  hat  B{y)  die  Form 

IKy)  =  x-'ß-''  +  R^^_^_^x'-'-\l''-'-'^  +  .  .  -  +  Ji^{,^y, 
und  innerhalb  E  gelten  die  Entwickelungen 

R_^{x)  =  ^y.^_  ,>"'      (z=o,  1,  ■  •  ■ « -A  - 1). 

Bilden  wir  nun  die  charakteristischen  Functionen 
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Q{x^)  =  cpix,  q)x", 
R{x^)  =  t(oc,Q)x', 
und  sei  nach  Potenzen  von  x  entwickelt  innerhalb  E 


f(x,Q)=^fJ^Q)x% 


dann  lanten  die  Recnrsionsformeln  für  die  Coefficienten  einer 

die  den  Differentialgleichungen 
genügen  soll,  beziehungsweise 

■/. 


Reihe 


.x,...+a), 


wo 

gesetzt  wurde,  und  es  ist  identisch 

B{y(x,Q))=^WXQ)x^+\ 
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Wenn   die   Reihe   (j{x,,  q)   der  Differentialgleichung    Q  ^=  0  genügt,   so 
befriedigt  sie  auch  die  Differentialgleichung  P  =  0;  da  nun 

Fijjix,  ^.)  =  B{Q{gKx,  eO)  ==  E(2^/?)-^""^') 
ist,  so  erhalten  wir  die  Identität 

V  y 

WO 

y.=^ —  cc 

gesetzt  wurde,  so  dass  sich  also 

y.        ^i 

ergiebt.     Es  ist  folglich 

y.         fi 

und  demgemäss 

(41)  «,,,(9)=^.„^(^)6^^X?) 


(v, /<=  — cc, f-oo). 


Uebertragen    wir    den    für    endliche   Systeme    aufgestellten  Begriff'  der 
Composition  auf  unendliche,  so   können  wir  also  sagen,  das  System 

ist  aus  den  beiden  Systemen 

(<v„(p>)>  (KM 

componirt.     Um  hieraus  für  die  Fundamentalgleichungen   der  Diffe- 
rentialgleichungen 

P  =  0,     <t>  =  0,     E  =  0 

einen  Schluss  ziehen  zu  können,  setzen  wir 

Uq)  =^«xo?(?  —  1)  .  •  •  (^  —  X  +  1)  =  (()  —  ^J  •  •  •  (q  —  qJ, 

y  =  0 

%{q)  =^ßy.,Q{Q  -  1)  •  •  •  (p  -  ^  +  1)  =  (()  -  (?,)  •  •  •  (P  -  0,), 

y.=0 

«— ;. 
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7       /     ^  1  y.  =  l 


7. 


n,{Q)  =  'z  (^ 


U9)  =  ^-^7^^ 


2^ 


dann  ist 


y.  =  \ 
/.  =  ! 


«(«— 1) 

-  a^^ 

2 

-J,0? 

= 

2 

-ß,- 

-1,  0  ? 

(>i-i)(n- 

^l- 

-1) 

;  =  1 

Nnn  folgt  aber  ans  der  Gleichung  (40)  unmittelbar: 

also  ist,  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  innerhalb  E  ent-    { 
wickeln  und  die  von  x  unabhängigen  Glieder  mit  einander  vergleichen, 

«„_i,o  =  0^  —  ^)^  +  h-i,,  +  7.-;i-i,o; 
und  folglich 


2^, -2", +2 


X 
X 
<  =  1 


wir  finden  demnach  ' 

(42)  \,(Q)  =  7iXQ)tM)-  i 

Nun  sind  die  unendlichen  Determinanten 

beziehungsweise  mit  den  linken  Seiten  der  Fundamentalgleichungen  von 

P  =  0,     Q  =  0,     11  =  0 
identisch.     Bilden  wir  die  Ausdrücke 
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y. 

SO  hat  nach  dem  Multiplicationstheoreme  der  unendlichen  Determinanten 
die  ans  den  d^,  ^  gebildete  Determinante  die  Normalform  und  ist  dem 
Produete  von  A(p)  mid  H(^)  gleich^  d.  h.  wir  haben 

[r„J  =  A(())-H(9)  (.■„«  =  -^^,  •■•+»). 

Offenbar  ist  aber,  wie  man   durch  einfache  Transformationen  erkennt, 

(43)  A(^)  =  \riX^)h^,X9)-\  =  \nXQ)l,.XQ)\         (n >.  =  -»,  ■■+-), 
wir  können  folglich  auch  schreiben 

A(p)H(9)  =  \lX9)n,i9)'^<\.M^>.M^^      (.,,<,=-x,. ..+.), 
■/. 

oder  nach  (41) 

A((>)H(())  =  [e/?)^/?)«,/^)]  (v,,=-x, ...+.). 

Nun  folgt  aber  ähnlich  wie  (43)  die  Gleichung 

■also   ist  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (42) 

(44)  A(i>)H(o)  =  i)(p), 

ein  Satz,  der  schon  in  der  Theorie  der  Fundamentalgleichung  auf 
anderem  Wege  bewiesen  wurde. 

87.    Beziehung  zwischen   den  Recursionsformeln  und  Fundamental- 
gleichungen von  adjungirten  Differentialgleichungen. 

Wir  wollen  nun  noch  die  Beziehung  zwischen  den  Fundamental- 
gleichungen der  gegebenen  Differentialgleichung  (A)  und  ihrer  adjun- 
girten in  ähnlicher  Weise  herleiten.  Dabei  ist  es  zweckmässig,  die  ad- 
jungirte  Differentialgleichung  in  der  Form 

(A')    V'ii)  =  (-  1)"  y(-  If^  (^PMz)  =  0,    P  (^0  =  1, 

z  =  0 

zu  Grunde  zu  legen,  da  dieselbe  dann  unmittelbar  in  der  der  Form 
von  (A)  analogen  Gestalt 

erscheint,  wo  die  P.^ix)  innerhalb  des  Kreisringes  E  auch  in  der  Gestalt 
von  Reihen,  die  nach  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreiten,  darstellbar 
sind.     Die  Lagrange'sche  Beziehung  (Nr.  21,  S.  54)  lautet  dann 

.p(./)-y(-iV'P'(^0  =  iL^(!/.4 
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wenn  wir  setzen  (vergl.  S.  55) 

Bilden  wir  für  die  Differentialgleiclinng  (A')  die  charnkteristische  Function 

und  setzen  ferner 

<(P)  =  /■/-.(? +  ^)' 

V 

so  stellt  die  unendliche  Determinante 

die  linke  Seite  der  zum  Kreisringe  E  gehörigen  Fundamentalgleichung! 
von  (A')  dar.  Bedeutet  nun  v  eine  beliebige  positive  oder  negative' 
ganze  Zahl,  und  setzen  wir  in  die  Lagrange'sche  Beziehung 

ein,  so  erhält  dieselbe  die  Gestalt 


oder 

x~'~''\f{x,- 


')-(-irx-^'—'p'{x^)  =  £fu 


\x^), 


-v-D-  (-  irr(x,  9)]^;;^  v{x-^—\  x^y 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  innerhalb  E  durch  eine  nach 
ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  darstellbar.  Diese  muss 
also  gleich  der  Ableitung  einer  Potenzreihe  sein  und  kann  folglich  kein 
Glied  mit  x"^  enthalten,  d.  h.  der  Coefficient  von  x~^  muss  ver- 
schwinden; wir  erhalten  demgemäss  die  Gleichung 

/;.(—  Q  —  v  —  r)  =  {—  1)7;;  (?)       (v=-=c,...+cc). 

Hieraus  folgt 

/;_.(?  +  ^)  =  (-  1)Y,_/-  Q-K-i  +  K-l), 

also 

<(P)  =  (-1)"«-.. -,•(-?-!). 
und 
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/„'((>)  =  (-i)7o(-?-i), 

woraus  sich 

ergiebt.     Wir  finden  daher 

und  endlich 

also  ist 

Da  aber  (vergl.  Gl.  (43)) 

auch  in  der  Form 

■ö(?  )  =   [^^,  (?)  ^^y,  ,  (?)]  (;.,  r  =  -  a  ,  .  .  .  +  cc) 

geschrieben  werden  kann,  und  der  Werth  dieser  unendlichen  Determi- 
nante keine  Aenderung  erfährt,  wenn  man  Zeilen  und  Reihen  beliebig 
so  miteinander  vertauscht,  dass  Diagonalglieder  und  Nichtdiagonal- 
glieder  wieder  zu  ebensolchen  werden,  so  ist 

^(?)=   [/'_„(?)«_,,_,((>)]  (.,.=-.,         -fa), 

wir  finden  also 

als  Beziehung  zwischen  den  Fundamentalgleichungen  der  Difi'erential- 
gleichungen  (A)  und  (A').     Setzen  wir  also  wie  oben 

2  71/0 

CO  =  e      " , 
so    ergeben   sich    für  che  Wurzeln   der  Fundamentalgleichung   der  ad- 
jungirten  Difi'erentialgleichung  die  Werthe 

ein  Resultat,  welches  auch  nach  den  Methoden  des  dritten  Abschnittes 
gefunden  werden  kann,  wenn  man  beachtet,  dass  die  lineare  Substi- 
tution, welche  das  dem  Fundamentalsjsteme  [^  ]  von  (A)  adjungirte 
Fundamentalsystem  [^^ .]  von  (A')  bei  einem  Umlaufe  U  erfährt,  zufolge 
des  Satzes  der  Nr.  23  (S.  65),  die  reciproke  der  linearen  Substitution 
ist,  die   das  Fundamentalsystem  [v,^]  bei  demselben  Umlaufe  erleidet. 


Viertes  Kapitel. 

88.    Die  Hamburger'selie  Methode  für  die  Entwickelung  der 
Integrale  innerhalb  eines  Kreisringes. 

Mau  kann  sich,  um  die  Entwickelnngen  eines  Fundamentalsystems 
innerhalb  E  und  die  zu  E  gehörige  Fundamentalgleichung  zu  finden, 
auch  noch  einer  anderen  Methode  bedienen,  die  darauf  ausgeht,  den 
Kreisring  E  auf  das  Innere  einer  einfach  zusammenhängenden  Kreis- 
fläche abzubilden.  Dieselbe  rührt  in  ihren  Grundzügen  von  Herrn 
Hamburger  her  und  führt  avif  Reihen  entwickelnngen,  die  für  manche 
Zwecke  geeigneter  sein  können  als  die,  welche  sich  durch  Anwendung 
der  unendlichen  Determinanten  ergeben. 

Sei  x^^  ein  beliebiger  innerhalb  E  befindlicher  Punkt;  verbinden 
wir  x^^  geradlinig  mit  dem  Punkte  x  =  0  und  wählen  auf  dieser  Verbin- 
dungslinie zwei  ebenfalls  innerhalb  E  gelegene  Punkte  x^,  x^,,  für  welche 

1  ^'J  <  1  a.2  I,        ^'jj  ==yxj^x^^ 
ist.     Bedeutet  dann  h  den  positiven  Werth  von 

so  ist 

//  — // 

.r^  =  x^e  ,         x^  =  x^e     . 

Wir  setzen  nun 

x  =  x/, 

dann  wird  der  von  den  beiden  Kreisen 

\x\  =  \x^\,         \x\  =  \x.^\ 

begrenzte  Kreisring  X  auf  einen  unendlichen  Parallelstreifen  Z  der 
Ä-Ebene  abgebildet,  der  durch  zwei  zur  lateralen  Axe  in  den  Abständen 
—  h  und  h  von  dieser  Axe  gezogenen  Parallelen  begrenzt  ist.     Wenn 

r  =    x\,         X  ^=  r<y 
gesetzt  wird,  so  entspricht  jedem  Werthsysteme  von  r  und  9),  welches 
einen  Punkt  von  X  bestimmt,  ein  5' -Werth  innerhalb  oder  auf  der  Be- 
grenzung von  Z  und  umgekehrt.     Setzen  wir  ferner 
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SO  wird  der  Parallelstreifen  Z  auf  den  Einheitskreis  der  ^-Ebene*) 
bildet.  Wenn  z  innerhalb  Z  verbleibend  eine  Werthenfolge  durchläuft, 
deren  imaginärer  Theil  nach  positiver  oder  negativer  Richtung  hin  ins 
Unendliche  rückt,  so  nähert  sich  t  den  Werthen  —  1  oder  +  1 ;  für  ^  =  0 
ist  auch  ^  =  0.     Die  Function 

ih 

vermittelt  folglich  die  conforme  Abbildung  des  Kreisringes  X  auf  den 
Einheitskreis  der  ^Ebene,  so  dass  jedem  Werthe  t  innerhalb  oder  auf 
der  Peripherie  des  Einheitskreises  (mit  Ausnahme  von  ^  =  +  1)  ^^^^ 
wohlbestimmtes  Werthepaar  r,  (p,  welches  einen  Punkt  von  X  darstellt, 
zugehört  und  umgekehrt. 
Bedeutet  nun 

fix)  =  Fit) 

eine  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  X  reguläre  Function  von  x, 
die  aber  innerhalb  E  nicht  eindeutig  zu  sein  braucht,  die  also,  wenn  x 
den  innerhalb  E  verlaufenden  geschlossenen  Umlauf  U  um  x  =  0  voll- 
zieht, in 

übergehen  kann,  so  ist  Fif)  innerhalb  des  Einheitskreises  der  ^ -Ebene 
eindeutig  und  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  entwickelbar: 

(46)  F{t)  =  ^c/-,        \t\<l, 

_   1    /cV-F{t)\ 

Denken  wir  uns  ein  bestimmtes  Element  der  Function  fix)  in  der  Um- 
gebung von  X  =  x^^  fixirt, 


{{x)  =  $(:.-  x^  =  2'/'""  W  -^ 


f"(^)-^' 


so  ist 


*)  So  bezeichnen  wir  kurz  den  um  t  =  0  mit  dem  Radius  Eins  beschrie- 
benen Kreis. 
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/■w=*(.^,[(^;r-i]) 


nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  entwickelbar,  und  die  Coeffi- 
cienten  dieser  Entwiekelnng  sind  als  bekannt  anzusehen,  wenn  die 
Coefficienten  von  ^  {x  —  x^  gegeben  sind,  d.  h.  wenn  man  die  Werthe 
von  f{cc)  und  seinen  successiven  Ableitungen  für  x  =  x^  kennt;  diese 
Entwiekelnng  muss  aber  dann  nach  bekannten  analytischen  Principien 
mit  (46)  übereinstimmen.  Setzen  wir  in  (46)  für  t  den  sich  aus  (45) 
ergebenden  Werth 


Uo/ 


(i) 


ein,  so  ergiebt  sich  für  f{pc)  eine  Darstellung 
t\x)=^^c/, 

;<  =  () 

die  innerhalb  X  convergent  ist.  Aus  dieser  Darstellung  kann  die 
Aenderung,  die  f{x)  bei  einem  Umlaufe  U  erfährt,  unmittelbar  abge- 
lesen werden,  wenn  mau  beachtet,  dass  der  Umlauf  U  durch  eine  Ver- 
mehrung des  Argumentes  (p  von  x  um  2%  gegeben  wird,  so  dass  also 

@t    +    1    ^       --h     t    +    1 

0^—1  '-'         t  —  1 

ist.     Wenn  nun  t  innerhalb  des  Eiuheitskreises  liegt,  so  ist  auch 

@tl<l, 

d.  h.  die  Entwiekelnng  (46)  convergirt  auch  noch  für  t  =  &t-^  wir  er- 
halten demnach 

und  ebenso  ist,  wenn  der  Umlauf  U  A-mal  vollzogen  wird  (A  eine  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahl) 

Sei  nun  tj^,  i/„,  •  •  •  [/^^  ein  Fundamentalsystem  der  Difierentialgleichung 
(A),    definirt    durch    seine    Anfangswerthe    in    dem    regulären    Punkte 


^ 
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X  =  x^-^  denken  wir  nns  z.  B.  diese  Anfangswerthe  so  gewählt^  dass 
für  X  =  x^ 

Vm        ^^  ^y     wenn  y,  <  n  aber  k  ^  n  —  m, 

•'m  ' 

dann  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  x^ 

(«  =  1,2,  ■••«)• 

Die  Coefficienten  dieser  Reihenentwiekelungen  bestimmen  sicli  in  ein- 
facher Weise,  indem  man  (vergl.  Nr.  9,  S.  21)  mit  Hülfe  der  Differential- 
gleichung (A)  durch  wiederholte  Differentiation  und  Elimination 

bildet,  wo  sich  die  g^.^ix),  ■  ■  ■  g,^.^(x)  als  ganze  rationale  Functionen 
der  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  und  deren  successiven 
Ableitungen,  dividii-t  durch  gewisse  Potenzen  von  x  darstellen,  und 
dann  g„^^{x^  den  Werth  von  g,,,y{x)  für  x  =  x^^  bedeutet.  Mit  Hülfe 
der  innerhalb  E  gültigen  Reihenentwickelungen  (1)  (S.273)  der  P^{x)  sind 
also  die  g^^^^ipc^  in  der  Form  von  Reihen  darstellbar,  die  nach  posi- 
tiven und  negativen  ganzen  Potenzen  von  x^  fortschreiten.  Setzt  man 
dann  in  die  Entwickelungen  (47)  für  x  —  x^  den  Werth 


^-*«=^o{(iiir'~^} 


ein  und  entwickelt  nach  Potenzen  von  t,  so  erscheinen  die  y^,  y,^,  ■•■y^^ 
in  der  Form  von  Reihen,  die  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t 
fortschreiten  und  für  |  ^  <  1  convergiren.  Diese  Reihen  stellen  inner- 
halb des  Einheitskreises  der  ^-Ebene  ein  Fundamentalsystem  der  Diffe- 
rentialgleichung (Ay)  dar,  die  aus  (A)  hervorgeht,  indem  man  an  Stelle 
von  X  eine  neue  unabhängige  Variable  t  durch  die  Gleichung  (45)  ein- 
führt. Bedeutet  dann  v^{t\  •  •  ■  'i\^(t)  ein  Fundamentalsystem  von  (A^^), 
welches  durch  die  Anfangsbedingungen 

elf-  '  '         ^  de-"" 

für  ^  =  0  definirt  ist,  so  hat  man  für     ^    <  1 

{n  —  m) 


-.,.(() -'^,  +  ;Sy.J^o)C       " 
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und  ferner 

n 

(48)  ?A„=^^..^;(0  c-^v-«), 

wo  die  c      Constanten  bedeuten.     Setzen  wir 
III  ■/. 

2  h 

!C"^;)'"-ir=(::')'i[v.j.+[/'..],'+ -1, 

wo  also  [li,  q\^  =  1  und 

[/^  5],,  (.■  =  1,2,3, ...) 

ein  ganzer  rationaler  Ausdruck  v^^^  Grades  in  li  und  q  ist,  so  folgt 
durch  Vergleichung  gleich  hoher  Potenzen  von  t  auf  beiden  Seiten  dei- 
Gleichungen  (48) 

(49)  c     = -^^^-^  [/.,«,- m]        (^.rV'"'" 
WO  für  negative  Werthe  von  v 

zu  nehmen  ist.     Wir  finden  also 

^,y.  =  ^'     für     x>w;     c,^^^=(i|:r,)        ,     m<n, 

und  da  auch 

[h,  OJ,.  =  0 
ist,  so  haben  wir  ferner 

r     =  0 ,     für     X  <Cn ,     c     =1. 
Für  die  Coefficienten  y„, 5,(^0)  ergeben  sich  die  Formeln 

(50)  >'  -; —  — -:  \n,  n  —  m\        y      .    (xj  =  — 7 r-P^ 

/;  =  ! 

+  2"  (^7  -0)'"^'  P'. "  +  As.., ,.+,(-.)     Cr::;:") , 

woraus  sich  die  y„,j,(-^o)  mit  Hülfe  der  g^^^^i^.^  berechnen  lassen.  Wir 
erhalten  also  auch  die  7„,^(^o)  ii^  Form  von  Reihen  dargestellt,  die 
nach  positiven  und  negativen  Potenzen  von  x^^  fortschreiten.  Für  die 
?/j,  •  •  •  y^  ergiebt  sich  die  innerhalb  X  gültige  Darstellung 


(51)        .'/,„  =  ^^„.„{(^yi+^n.C'o)''-} 


(»/  =  ],  2,  •■■  n), 


worin    f,    f_^^,,    7^.^^^^    ^^^   den   Gleichungen  (45),    (44),   (50)  zu   ent 
nehmen  sind. 
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8i'.    Berectiming  der  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung. 

Wenn  x  den  Umlauf  ü  Yollzieht,  so  finden  wir  die  Werthände- 
rungen  der  y^,  ■  ■  ■  y^^,  indem  wir  in  (51)  das  Argument  von  x  um  27t 
vermehren,  d.  h.  also,  indem  wir  @t  an  die  Stelle  von  t  setzen.  Um 
nun  die  zum  Umlaufe    U  gehörige  Fundamentalgleichung 

F{a)  =  0 

zu  bestimmen,  können  wir  an  Stelle  des  Fundamentals3^stems  y^,  ■  ■■  y 
das  P\indamentalsystem 

^m  (^)  ==  '^m  (0  {m  =  l,2,--n) 

betrachten,  da  ja  die  Fundamentalgleichung  von  der  Wahl  des  Funda- 
mentalsystems unabhängig  ist.  Wenn  wir  uns  gleich  den  Umlauf  U 
A-mal  vollzogen  denken  (A  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl),  so 
haben  wir,  um  die  Werthänderung  der  Integrale  2^.Jx)  zu  finden,  das 
Argument  (p  von  x  um  2X7C  zu  vermehren.  Dadurch  verwandelt  sich 
t  in  &^'f  und  es  ist 

&'z,Sx)  =  vJ&'t). 

Da  wir  für  den  Ausgangswerth  x  =  x^  dem  t  den  Werth  Null  beige- 
legt hatten,   so   ist   der  Werth   von  @  t  für  x  =  x^^   durch   die  Formel 

—  _^ 

V.  Tti  7.tC- 

gegeben,  während  allgemein 


ist.     Die  Ausdrücke 


^''f^^ 


sind   homogene   lineare    Functionen    mit    constanten   Coefficienten    von 

^i(0,  •  •  •  ^„(0;  sei 

wo  also  (vergl.  Nr.  31,  S.  97) 

my.  ^^      wA  Ly. 
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ist,  wenn 

'  0     für     m  4=  ^ , 

1     für     m  =  jc 
gesetzt  wird.    Dann  ist  auch 

und  folglich^  gemäss  den  für  die  v^{t),  •  ■  •  v^^i^t)  fixirten  Anfangsbedin- 
gungen, 


Da 

e/-t  +  1  ^  -IT  t-\- 1 

also  für     t    <  1  auch 

'     @'f    <  1 

ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  innerhalb  des  Eiuheitskreises  der 
^Ebene  gültigen  Entwickehmgen  der  v^(f)  (vergl.  S.  317) 

"„.(ö'-':')  =  ll^  +^^J',„,(^.)(©'0",      ^ 

und  folglich  haben  wir 

Jy.) 

wenn 

l     dt^-'-     I, 


<=o 


gesetzt  wird.     Die  f'^"^  lassen  sich  leicht  finden,   indem  man  mit  Hülfe 
der  Gleichung 

die  Wei-the  von 

\  df-''-  A  =  o 
durch  5"  darstellt:  für 


hefern  diese  Ausdrücke  dann  vmmittelbar  die  Grössen  t\^.  Die  Ausdrücke 
(52)  für  die  aj^';^^  hängen  ton  x^^  ab,  nach  dessen  positiven  und  nega- 
tiven o-anzen  Potenzen  sie  entwickelt  werden  können,  überdies  enthalten 


89.  Berechnung  der  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung.  321 

dieselben  noch  die  positive  Grösse  li,  die,  wenn  x^  beliebig  innerhalb 
E  gewählt  wird,  gewissen  Beschränkungen  unterliegt.  Bezeichnen  wir  mit 

die  aus  den  n^  Elementen  a^^^  gebildete  lineare  Substitution,  so  ist  A 
nichts  anderes  als  die  Substitution,  welche  das  Fundamentalsystem 
[z  {xj\  der  Differentialgleichung  (A)  erfährt,  wenn  x  den  Umlauf  U 
vollzieht,  wir  haben  also 

Ferner  ist 

A!-=(cP^  (,«,;.  =  !,  2,...«), 

und  die  zum  Umlaufe   U  gehörige  Fundamentalgleichung  lautet 

F{co)  =  (—  1)"    r/^^,^  —  d  ^^^ö  !  =  0         (»N  X  =  1, 2, . . . «). 

Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  sind  offenbar  von  x^  und  h  unab- 
hängig; um  dieselben  zu  finden,  haben  wir  also  in  die  Determinante 
jP(ra)  für  die  a,^^^  ihre  Ausdrücke  (52)  einzusetzen  und  dann  in  der 
ausgerechneten  Form  die  von  x^  unabhängigen  Glieder  allein  beizube- 
halten, diese  müssen  dann  schon  von  selbst  auch  von  h  unabhängig 
sein.  Da  aber  die  Glieder  jener  Determinante  Producte  der  verschie- 
denen a^^^  sind,  und  die  Entwickelungen  der  a^^  nach  Potenzen  von  a;^ 
unendlich  viele  positive  und  negative  Potenzen  enthalten,  so  wäre  die 
Berechnung  der  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  auf  diese  Weise 
geradezu  unausführbar.  Es  ist  darum  zweckmässiger,  das  folgende  Ver- 
fahren einzuschlagen.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

\a^'-^  —(od      1=0         Kx  =  i,2,...«) 

I      my.  )ny.  I 

sind  offenbar  nichts  anderes  als 


wenn  wie  gewöhnlich  ca^,  •  •  •  w^^  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
bedeuten;  folglich  ist: 


^a,l  =  «i^  +  a2 +  ...  +  « 


und  da  diese  Ausdrücke  auch  von  x^  und  li  unabhängig  sein  müssen, 
so  haben  wir  bei  ihrer  Berechnung  in  den  Entwickelungen  (52)  nur  die 
von  x^  unabhängigen  Glieder  beizubehalten,  d.  h.  die  y,„„(^o)  ^^^^'^^ 
ihre  von  x^  unabhängigen  Glieder  zu  ersetzen;  diese  lassen  sich  aber 
aus    den    Gleichungen   (50)    unmittelbar    bestimmen,    wenn    die   Coeffi- 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    I.  -1 
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cienten  der  Entwickelimgen  (1)  bekannt  sind.  Der  Grösse  h  kann  dann 
noch  ein  beliebiger  Werth  beigelegt  werden^  der  z.  B.  der  Beschränkung 

o<;.<iiog|^ 

ZU  unterliegen  hat,  wenn  wir  x^  als  auf  der  Peripherie  des  Kreises 

\x\  =  R' 

gelegen,  annehmen.  Die  Coefficienten  J^,  •  •  •  rj^  der  Fundamental- 
gleichung setzen  sich  dann  auf  bekannte  Weise  aus  den  so  gefundenen 
Potenzsummen  der  Wurzeln  zusammen. 

An  Stelle  der  Substitution  (45)  könnten  noch  viele  andere  _  Trans- 
formationen gewählt  werden,  die  mit  grösserer  oder  geringerer  Einfach- 
heit zum  selben  Ziele  führen  würden.  Man  könnte  z.  B.  bei  der  Sub- 
stitution 


stehen  bleiben;  wenn  es  sich  in  einem  gegebenen  Falle  um  die  wirk- 
liche Berechnung  der  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  handelt, 
so  wird  man  die  Auswahl  der  anzuwendenden  Transformation  stets  der 
besonderen  Natur  der  vorgelegten  Differentialgleichung  anzupassen  haben. 


Fünftes  Kapitel. 

90.    Singulare  Stellen,  an  denen  sich  einige  Integrale  bestimmt 
verhalten.     Fundamentalgleichung  und  Recursionsformel. 

Die  in  den  vorhergelienden  Kapiteln  angestellten  BetracMungen, 
deren  Anwendung  wir  in  einem  der  folgenden  Abschnitte  darzulegen 
haben  werden,  bleiben  ohne  weiteres  gültig,  wenn  entweder  der  Punkt 
X  =  0,  den  wir  als  Mittelpunkt  des  Kreisringes  E  gewählt  hatten,  der 
einzige  innerhalb  des  kleineren  Kreises  gelegene  singulare  Punkt  der 
Differentialgleichung  ist,  d.  h.  wenn  der  Radius  R  dieses  Kreises  be- 
liebig klein  angenommen  werden  kann-,  oder  wenn  der  Punkt  a;  =  co 
der  einzige  ausserhalb  des  grösseren  Kreises  befindliche  singulare  Punkt 
ist,  d.  h.  der  Radius  R'  des  letzteren  beliebig  gross  genommen  werden 
darf  Diese  beiden  Fälle,  die  wir  jetzt  genauer  zu  untersuchen  haben, 
lassen  sich  auch  einfacher  dahin  charakterisiren,  dass  die  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  von  x  =  0  beziehungsweise 
X  =  oo  eindeutig,  aber  nicht  regulär  sind,  es  kann  sogar  der  betreffende 
Punkt  noch  als  eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  die  Coefficienten 
erscheinen.  —  Wenn  das  letztere  der  Fall  ist,  so  ist  es  nach  den  Ergeb- 
nissen des  vierten  Abschnittes  von  vorneherein  ausgeschlossen,  dass 
sich  sämmtliche  Integrale  der  Differentialgleichung  in  dem  betrachteten 
Punkte  bestimmt  verhalten,  da  ja,  wenn  dies  einträte,  die  Coefficienten 
in  der  Umgebung  dieses  Punktes  den  Charakter  rationaler  Functionen 
haben  müssten.  Es  ist  aber  sehr  wohl  möglich,  dass  einige,  etwa  A 
Integrale  der  Differentialgleichung  in  einem  Punkte  bestimmt  sind, 
während  dieser  Punkt  für  die  Coefficienten  eine  Stelle  der  Unbestimmt- 
heit darstellt. 

Sei  also  z.  B.  der  Punkt  x  =  0  so  beschaffen,  dass  in  der  durch 
den  Kreis 

\x\^R' 

dargestellten  Umgebung  desselben  die  Coefficienten  der  Differentialglei- 
chung (A)  die  Entwickelungen  (1)  (S.  273)  zulassen,  wobei  es  dahingestellt 
bleiben    soll,    ob   diese  Entwickelungen  auch  unendlich   viele  negative 
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Potenzen  von  x  enthalten  oder  nicht.  Mögen  ferner  genau  A  <  )^ 
linear  unabhängige  Integrale 

Vv   V.,,  •  •  •  ?/;. 

vorhanden  sein,  die  sich  im  Punkte  rr  =  0  Ijestimmt  verhalten,  und  seien 

Vl  +  V     ■  ■   ■    Va 

n  —  A  Integi-ale,  die  mit  y^,  •  •  •  y.  zusammengenommen  ein  Funda- 
mentalsystem von  (A)  constituiren,  so  müssen  diese  in  x  =  0  eine 
Stelle  der  Unbestimmtheit  besitzen,  da  sonst  mehr  wie  A  linear  unab- 
hängige sich  in  a:  =  0  bestimmt  verhaltende  Integrale  vorhanden  wären. 
Dann  lässt  sich  also  jedes  Integi-al  von  (A),  welches  sich  im  Punkte 
X  =  0  bestimmt  verhält,  als  homogene  lineare  Function  der  i/^,  •  •  •  y^ 
darstellen.  —  Denken  wir  uns  nun  das  zum  Bereiche  E,  oder,  wie  wir 
jetzt  sagen  können,  zum  Punkte  x  =  0  gehörige  canonische  Funda- 
mentalsystem aufgestellt  und  die  y^,  •  •  ■  y.  durch  die  Elemente  des- 
selben ausgedrückt,  so  ist 

ß  =  l 

(m  =  l,  2,  ••■/), 

WO  die  c^^^^,  r^  Constanten,  die  (p„^^.^{oc)  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
reguläre  Functionen  bedeuten.  Lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x 
den  Umlauf  U  um  den  Punkt  x  =  0  beschreiben,  so  verwandelt  sich 
y^^  in  0?/„^7  und  aus  der  für  y,_^^  gefundenen  Fonn  ist  sofoi-t  ersichtlich, 
dass  sich  auch  &y  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten  muss.  Es 
ist  folglich 

wo  die  a  Constanteu  bedeuten,  d.  h.  die  y,,  •••  y.  verwandeln 
sich  bei  dem  Umlaufe  Z7  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer 
selbst.  Sie  bilden  folglich  ein  Fundamentalsystem  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung A*''"'  Ordnung 

Q  (y)  =  (—  X)  — T=r-, 7 —  =  0 , 

deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x  =  0  eindeutig  und  über- 
dies, wenn  man  durch  den  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  divi- 
dirt,  von  der  Fonn  (D)  (S.  152)  sind,  da  sich  die  sämmtlichen  Integrale 
in  a;  =  0  bestimmt  verhalten.  Die  linke  Seite  P{}i)  der  Differential- 
gleichung (A)  kann  dann  in  der  Form 

P(y)  =  RQ(:y)  ,: 
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klargestellt  werden,  wo  Il{y)  einen  DiiFerentialausdruck  (n  —  Z)*^''  Ord- 
nung mit  in  der  Umgebung  von  x  =  0  eindeutigen  Coefficienten  be- 
deutet. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass,  wenn  wir  uns  das  zu  ^  =  0  gehörige 
canonische^  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  ^  =  0  aufge- 
stellt denken,  die  l  Elemente  dieses  Fundamentalsystems  auch  in  dem 
zum  Punkte  x  =  0  canonischen  Fimdamentalsysteme  von  (A)  enthalten 
sein  müssen,  d.  h.  das  canonische  Fundamentalsystem  von  (A) 
enthält  genau  X  sich  bei  x  =  0  bestimmt  verhaltende  Inte- 
grale und  diese  sind  für  sich  in  Gruppen  und  Untergruppen 
eingetheilt.  Besitzt  also  die  Differentialgleichung  (A)  über- 
haupt ein  sich  bei  x  =  0  bestimmt  verhaltendes  Integral,  so 
besitzt  sie  nothwendig  auch  eines  von  der  Form 

(53)  X(p{x), 

wo  r  eine  Constante,  (p{x)  eine  in  der  Umgebung  von  ^  =  0 
reguläre  Function  bedeutet.     (Vergl.  Nr.  43,  S.  150.) 

Ferner  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Differentialgleichung 

Ii  =  () 

lauter  sich  in  *•  =  0  unbestimmt  verhaltende  Integrale  besitzen  muss. 
Denn  bedeutet  t]  ein  Integral  dieser  Differentialgleichung,  so  ist  nach 
den  Ergebnissen  der  Nr.  27  (S.  80  ff.)  jede  Lösung  der  nicht  homo- 
genen Differentialgleichung 

(54)  Q{y)  =  n 

ein  von  den  y^,  y,^,  ■  ■  ■  y^  linear  unabhängiges  Integral  von  (A).  Be- 
sässe nun  II  =  0  ein  sich  in  ic  ==  0  bestimmt  verhaltendes  Integral, 
so  müsste  diese  Differentialgleichung  auch  durch  ein  Integral  von  der 
Form  (53)  befriedigt  werden  können;  würde  dann  für  rj  dieses  Integral 
genommen,  so  folgte  aus  dem  Satze  der  Nr.  58  (S.  207),  dass  sich  alle 
Lösungen  von  (54)  in  a;  =  0  bestimmt  verhalten,  es  gäbe  also  noch 
ein  von  den  y^,  -  •  •  y^  linear  unabhängiges  Integral  von  (A),  welches 
sich  in  a;  =  0  bestimmt  verhält,  wider  die  Voraussetzung.  Wir  können 
also  die  folgenden  Sätze  aussprechen: 

Besitzt  die  Differentialgleichung  (A)  genau  k  linear  un- 
abhängige, sich  in  a;  =  0  bestimmt  verhaltende  Integrale,  so 
lässt  sich  ihre  linke  Seite  in  der  Form 

P  =  BQ 

darstellen,  wo  Q  einen  Differentialausdruck  A**""  Ordnung  be- 
deutet, für  den  5C  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist  (vergl. 
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S.  272).  Die  Differentialgleichung  jR  =  0  hat  kein  .sich  in 
X  =  0  bestimmt  verhaltendes  Integral. 

Ist  umgekehrt  die  linke  Seite  von  (A)  in  der  Form 

darstellbar,  so  besitzt  (A)  nicht  weniger  sich  in  5;  =  0  be- 
stimmt verhaltende  Integrale  wie  ^i^  =  0,  und  nicht  mehr  wie 
R  ==  0  und  Q  =  0  zusammengenommen-,  besitzt  11  =  0  kein 
sich  in  x  =  0  bestimmt  verhaltendes  Integral,  so  genügen  die 
sämmtlichen  so  beschaffenen  Integrale  von  (A)  der  Differen- 
tialgleichung Q  =  0.  Ist  der  Punkt  a:  =  0  eine  Stelle  der  Be- 
stimmtheit für  den  Differentialausdruck  Q,  so  ist  die  Anzahl 
der  sich  in  x  =  0  bestimmt  verhaltenden  Integrale  von  (A) 
genau  gleich  der  Summe  der  Anzahlen  der  ebenso  beschaf- 
fenen Integrale  von  ^  =  0  und  R  ^  0.  Analoges  gilt,  wenn 
P  aus  mehr  als  zwei  Differentialausdrücken  zusammenge- 
setzt ist. 

Wenden  wir  nun  die  in  der  Nr.  86  (S.  307  ff.)  angestellten  Be- 
trachtungen auf  den  Fall  an,  wo  die  Differentialgleichung  (A)  genau 
A  linear  unabhängige  Integrale  besitzt,  die  sich  in  a;  =  0  bestimmt 
verhalten,  und  möge  Q  =  0  wie  oben  die  Differentialgleichung  bedeuten, 
deren  Fundamentalsystem  diese  A  Integrale  ^^,  •  •  •  i/.  darstellen.  In 
den  Entwickelungen  der  Coefficienten  von  ^  =  0  sind,  wenn  wir  die 
a.  a.  0.  eingeführten  Bezeichnungen  beibehalten,  die 

sämmtlich  gleich  Null,  weil  x  =  0  ein  Punkt  der  Bestimmtheit  für 
^  =  0  sein  sollte,  also  ist  auch 

cp.(Q)  =  0,         A<0, 
und  folglich 

h,u(Q)  =  ^^        ^^<^- 
Die  unendliche  Determinante 

reducirt  sich  also  in  diesem  Falle  auf  das  Product  ihrer  Diagonal- 
glieder, d.  h.  es  ist 

00 

Nun  ist  aber 


vX9)KÄ9)=n{^  +  '—-) 
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tud 

ist  offenbar  uic-lits  anderes,  als  die  zu  x  ^^^  0  gehörige  determinirende 
Fundamentalgleichung  von  Q  =  0]  wir  haben  folglich 


und  (vergl.  Nr.  87,  S.  311) 


''■     sin  {q  —  6^)  n 


-. — r  sin  (p 6  )  7t 


dadurch  ist  zunächst  die  an  sich  selbstverständliche  Thatsache  in  Evi- 
denz gesetzt,  dass  von  den  n  innerhalb  eines  Periodenstreifens  gelegenen 
Nullstellen  von  -D(())  genau  l  mit  den  Wurzeln  der  determinirenden 
Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  ^  =  0  übereinstimmen. 
Bedeutet  6^  eine  dieser  Wurzeln,  zu  der  ein  in  Reihenform  dar- 
stellbares Integral 


x'^%x\         flo  +  0. 


von  ^t^  =  0  und  P  =  0  gehört,  so  müssen  also  die  Gleichungssysteme 

(55)  0^.(^j)  =  0  (r  =  -^,--+a) 

und 

(56)  i^>i)  =  0  (.  =  -.,... +a) 

befriedigt  werden  können,  indem  man  setzt: 
^_.  =  0,         5^,  =  9,.- 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  Differentialgleichung  (A)  überhaupt  ein  sich  im  Punkte 
a;  ==  0  bestimmt  verhaltendes  Integral  besitzt,  nämlich  die,  dass  es  mög- 
lich sei,  das  Gleichungssystem  (56)  durch  Werthe  der  ^^  zu  befriedigen, 
die  für  negative  Wei-the  des  Index  sämmthch  verschwinden,  wenn  für 
öj  eine  geeignete  NuUsteUe  von  D(p)  gesetzt  wird. 

Diese  Bedingimg  ist  aber  völlig  unbrauchbar,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  der  Differentialgleichung  (A)  den  Punkt  x  =  0  zur  Unbestimmt- 
heitsstelle haben,  weil  in  diesem  Falle  die  Bestimmung  dieses  geeigneten 
ffj  nur  dann  möglich  ist,  wenn  die  Zerlegung  der  linken  Seite  von  (A) 
in  i?^  bereits  bekannt  ist.  Dann  ist  aber  die  Frage  nach  der  Existenz 
eines  sich  in  ic  =  0  bestimmt  verhaltenden  Integrals  schon  auf  Grund 
der  vorhin  bewiesenen  Sätze  entschieden.  Nur  in  dem  Falle,  wo 
die  Coefficienten  von  (A)  im  Punkte  ic  =  0   den  Charakter  von  ratio- 
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iialen  Functionen  besitzen,  ist  eine  directe  Bestimmung  der  Exponenten  6, 
zu  denen  unter  Umständen  sich  bestimmt  verhaltende  Integrale  gehören 
können,  möglich;  wir  wollen  jetzt  zur  Betrachtung  dieses  für  die  Theorie 
besonders  wichtigen  Falles  übergehen. 


91.    Stellen,  an  denen  die  Coefficienten  den  Charakter  rationaler 

Functionen  haben.     Charakteristischer  Index.     Satz  über  die 

determinirende  Function. 

Wir  machen  jetzt  die  Annahme,  dass  die  Coefficienten  von  (A), 
wenn  man  sich  dieselben  in  der  Umgebung  von  x  =  0  entAvickelt  denkt, 
nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  von  x  enthalten.     Sei 

also 

«. ,.  =  0 ,     wenn     v  <  —  n_^ , 

ferner  bedeute  n^  die  grösste  unter  den  Zahlen 

^^.  =  ^;     ''^-i;  ^^-a'   •••  %^ 
und  zwar  möge  dieselbe  für  den  Index  ft  zum  ersten  Male  auftreten, 
so  dass  also 

Multipliciren  wir  dann  die  Differentialgleichung  (A)  mit 


X     , 

so  enthalten  die  Entwickelungen  der  Coefficienten  nur  positive  Potenzen 
von  X,  und  wenn  wir 

x^'P(y)  =P(y), 

x^'  P^  (x)  =  P^  (x)  [y.  =  0,  1,  .  ■ .  n) 

setzen,  so  ist 

Die  Diff'erentialgleichung 

(E)     P{y)  =  x\PJx)y^"^  +  x''-'P^_^{x)y^"-'^  +  •  •  •  +  P,(x)y  =  0 

besitzt  folglich  im  Sinne  der  in  der  Nr.  44  (S.  154)  eingeführten  Ter- 
minologie bei  X  =  0  die  Normalform.  Die  charakteristische  Function 
derselben  ist 
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der  Coefficient  von  x^ 

d.  h.  die  determinirende  Function  ist  also  eine  ganze  Function  fi*®"  Grades 
von  Q.     Die  Zahl 

n  —  fi 

nennt  man  nach  Herrn  Thome  den  zu  a;  =  0  gehörigen  charakte- 
ristischen Index  der  Differentialgleichung;  wenn  dieser  den  Werth 
Null  hat,  d.  h.  wenn  u  =  ^  ist,  so  ist  x  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit für  die  Differentialgleichung,  denn  wegen 

ist  alsdann 

In  diesem  Falle  ist  also 

und  wir  haben  vollständigen  Anschluss  an  die  im  vierten  Abschnitte 
gebrauchten  Bezeichnungen.  Wenn  fi  =  0,  d.  h.  der  charakteristische 
Index  gleich  n  ist,  so  ist  die  determinirende  Function 

eine  von  q  unabhängige  Constante. 
Sei 

P  =  BQ, 
wo  Q  einen  Differentialausdruck  A*'''"  Ordnung  bedeutet,  dessen  Coeffi- 
cienten  in  der  Umgebung  von  x  ==  0  ebenfalls  den  Charakter  rationaler 
Functionen  besitzen.  Setzen  wir  Q  in  die  Normalform,  was  durch 
Multiplication  mit  der  A  *"'  Potenz  von  x  erreicht  werden  möge,  und 
bedeute  A  —  a  den  charakteristischen  Index  der  Differentialgleichung 

(57)  Q(v)  =  ^'"Q(y)  =  o, 

so  ist,  wenn  wir  im  Uebrigen  die  in  der  Nr.  S6  (S.  308)  eingeführte 
Bezeichnung  festhalten, 

und  die  determinirende  Function 
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dieser  Differentialgleicliung  ist  eine  ganze  Function  a'""  Grades  von  q. 
Aus  der  Bildungsweise  des  DifFerentialausdruckes  It{y)  folgt^  dass  seine 
Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x  =  0  aucli  den  Charakter  ratio- 
naler Functionen  besitzen  müssen.     Sei 

n  —  l  —  ß 
der  charakteristiscbe  Index  von 

R{y)  =  0 
und  x^  die  höchste   negative  Potenz  von  x,   die  in  der  Entwickelung 
von  -K^(.<')  auftritt^  dann  ist 

und  die  determinirende  Function 

von  ii(?/)  =  0  ist  in  q  vom  /3'*^"  Grade.     Nun  ist  aber 
P(x-0  =  liQix^)  =^cp^iQ)R(x^'+'), 
folglich  haben  wir 

und  hieraus  folgt  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher 
Potenzen  von  x 


(58) 


'^<  =  '^,,  +  5f^7 

II  ^  a  -{-  ß. 


92.    Sätze  über  Differentialgleichungen,  die  einige  sich,  an  einer 
singulären  Stelle  bestimmt  verhaltende  Integrale  besitzen. 

Besitzt  die  Diiferentialgleichung  (A)  genau  A  linear  unabhängige 
sich  im  Punkte  ^  =  0  bestimmt  verhaltende  Integrale  y^,  y,„  •••  y^, 
so  können  wir  die  Differentialgleichung  (57)  als  diejenige  annehmen, 
der  diese  l  Integrale  genügen;  dann  ist,  wie  im  allgemeinen  Falle  (Nr.  90, 
S.  326  ff.),  :r  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  für  diese  Differential- 
gleichung und  folglich 

a  =  X,         A„  =  0, 
also  ist  ferner 

%{q)  =  {q  —  ^i)  ■■■i.Q  —  ^x) 
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die  detcrminireiide  Function^  und  demnacli  zufolge  der  Gleichungen  (58) 

D.  h.  die  Exponenten  6^,  •  •  •  6^,  zu  denen  die  sich  bestimmt  verhal- 
tenden Integrale  der  Differentialgleichung  (A)  gehören,  sind  Lösungen 
der  determinirenden  Fundamentalgleichung 

von  (A),  und  zwar  absorbiren  sie  genau  so  viele  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, als  ihre  Anzahl  A  beträgt;.  Hieraus  fliessen  die  folgenden  Sätze: 
Eine  Differentialgleichung  (A),  deren  Coefficienten  in 
der  Umgebung  von  .^  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen 
haben,  besitzt  höchstens  so  viele  linear  unabhängige  Inte- 
grale, die  sich  in  x  =  0  bestimmt  verhalten,  als  der  Grad 
ihrer  determinirenden  Function  anzeigt.  Ist  die  Anzahl  dieser 
Integrale  genau  gleich  dem  Grade  der  determinirenden  Func- 
tion, und  stellt  man  die  linke  Seite  P{y)  von  (A)  in  der  Form 

dar,  wo  Q  durch  die  sämmtlichen  sich  bestimmt  verhaltenden 
Integrale  von  (A)  annullirt  wird,  so  besitzt  die  Gleichung 

kein  sich  bestimmt  verhaltendes  Integral,  denn  ihre  deter- 
minirende  Function  ist  eine  von  q  unabhängige  Constante. 

Umgekehrt,    wenn    die    determinirende  Function   von   (A) 
vom  A'"'  Grade  ist,  und  P(y)  sich  in  der  Form 

P  =  RQ 

darstellen  lässt,  wo  Q  von  A*"  Ordnung  und  die  determinirende 
Function  von  R  eine  Constante  ist,  so  hat  die  Gleichung  ^  =  0 
den  Punkt  x  =  0  zur  Stelle  der  Bestimmtheit  und  besitzt  also 
A  in  x=^0  bestimmte  Integrale,  die  dann  sämmtlich  auch  der 
Differentialgleichung  (A)  genügen. 

Dieser   letztere   Satz    lässt    sich  auf  eine   elegante   Form  bringen, 
wenn  man  die  adjungirte  Differentialgleichung 
(A')  P'(z)  =  0 

von  (A)  mit  heranzieht.    Aus  der  oben  (S.  312)  abgeleiteten  Gleichung 

fj-  Q-v- 1)  =  (-  irrM    ('■=— ,---+=^) 

folgt  nämlich  zunächst,  dass  auch  die  Coefficienten  von  (A')  in  der 
Umgebung  von  x  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen  besitzen,  und 
dass  der  charakteristische  Index  von  (A')  mit  dem  von  (A)  überein- 
stimmt (was  übrigens  auch  direct  aus  der  Form  der  adjungirten  Diöe- 
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rentialgleiclinng  abgelesen  werden  kann).  Hat  also  die  Differential- 
gleichung (A)  lauter  sich  bei  x  ==  0  bestimmt  verhaltende 
Integrale,  d.  h.  ist  der  charakteristische  Index  gleich  Null,  so 
gilt  dasselbe  auch  für  die  adjungirte  Differentialgleichung, 
und  die  Wurzeln  q,  q'  der  beiderseitigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  stehen  in  der  Beziehung 
q  =  —  q'—1. 
Wenn 

P  =  RQ 

ist,  und  I{\  Q'  bedeuten  die  zu  i?,  Q  adjungirten  Differentialausdrücke, 
so  ist  nach  dem  Reciprocitätssatze  der  Herren  Thome  und  Frobenius 
(Nr.  21,  S.  59) 

damit  also  die  Differentialgleichung  (A),  deren  determinirende 
Function  vom  A'^°  Grade  ist,  genau  A  sich  im  Punkte  .r  =  0 
bestimmt  verhaltende  Integrale  besitze,  ist  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  die  adjungirte  Differentialgleichung  (A') 
mit  einer  Differentialgleichung  (n  —  A)*"  Ordnung,  deren  de- 
terminirende Function  eine  Constante  ist,  alle  Integrale  ge- 
mein hat. 

Wenn  die  determinirende  Function  von  (A)  eine  Constante  ist,  so 
kann  diese  Differentialgleichung  kein  sich  in  x  =  0  bestimmt  verhal- 
tendes Integral  besitzen.  Ist  die  determinirende  Function  vom  Grade 
|M-  >  0,  und 

/■_«^/(>)  =  (?-<?l)---(9-<?,J; 

SO  hat  man,  um  zu  entscheiden,  ob  zu  einer  bestimmten  der  Grössen 
(?^  ein  sich  bestimmt  verhaltendes  Integral  von  (A)  existirt,  folgender- 
massen  zu  verfahren.  Sei  6.  die  in  ihrem  realen  Theile  grösste  unter 
denjenigen  der  Zahlen  0^,  •  •  •  6  ,  die  sich  von  6^  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  dann  muss,  wenn  zu  ö.  überhaupt  ein  sich  bestimmt 
verhaltendes  Integral  gehören  soll,  zu  6.  ein  in  der  Form 


^■"'2' 8..»*'         9o  +  0, 


X 

v=0 

darstellbares  Integral  gehören.     Die  Recursionsformel 

F^{q)  =  0  (v  =  -.x,...+<«) 

hat  die  Gestalt 
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soll  also  ein,  abgesehen  vom  Factor  :r\  nur  nach  positiven  .T-Potenzen 
ciitwickelbares  Integral  existiren,  so  müssen  die  Coefficienten  c]^  der 
bjiitwickelung  die  Gleichungen 

erfüllen.  Wir  finden  also  zunächst  eine  Bestätigung  des  schon  früher 
erlangten  Resultates,  dass,  wenn  g^  H=  ^  '^^"'^  '^^11,  q  der  Gleichung 

genügen  muss.  Für  q  =  6.  ist  zufolge  der  getroftenen  Walil  dieser 
Wurzel 

f-n^,^^l  +  ^   +  ^)  +  0;  V>  —  n^^, 

ilie  Gleichungen  (59)  liefern  also  jedenfalls  wohlbestimmte  Werthe  für 
die  g^,  g.,^  •  •  •,  wenn  wir  dem  g^^  einen  willkürlich  gewählten  von  Null 
verschiedenen  Werth  beilegen.     Die  so  gebildete  Reihe 

r  =  ü 

stellt  ein  Integral  von  (A)  dar,  wenn  sie  convergirt;  dies  ist 
aber  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  sich  aus  den  Gleichungen 

für  die  sämmtlichen 

!l^r  (''  =  1,2,  •■) 

iler  Werth  Null  ersfiebt,  sofern 


9,  =  %.         ("  =  0'^' 


gesetzt  wird;  da  aber 


ist,  so  heisst  dies,  es  müssen  die  Gleichungen 

mit  Nothwendigkeit  das  Verschwinden  der  sämmtlichen  g_^  erfordern. 
Dies  ist  eine  mit  Hülfe  von  unendlichen  Determinanten  leicht  aufzu- 
stellende Bedinsnno-.     Ist  dieselbe  erfüllt,  so  haben  wir  also  in 
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ein  sich  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhaltendes  Integral. 

Man  kann  nun,  wenn  /x  >  1  ist,  in  der  Differentialgleichung  (A) 
die  Substitution 

y  =  yi  j  ^^^ 

machen,  wodurch  für  z  eine  Differentialgleichung  {n  —  1)*"  Ordnung 
entsteht,  deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x  =  0  den  Cha- 
rakter rationaler  Functionen  haben  und  deren  determinirende  Function 
(vergl.  Nr.  56,  S.  198)  durch  den  Ausdruck 


9  +  1 

dargestellt  wird.  Besitzt  die  Differentialgleichung  (A)  noch  ein  von  «/^ 
linear  unabhängiges,  sich  bestimmt  verhaltendes  Integral  y.^,  so  muss 
die  Differentialgleichung  in  2  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

r  =  0 

befriedigt  werden  können,  wo  (7^  eine  Wurzel  von 

bedeutet.  Ob  dies  der  Fall  ist,  lässt  sich  nach  der  eben  erörterten 
Methode  entscheiden;  fällt  die  Entscheidung  im  bejahenden  Sinne  aus, 
so  setzt  man  wieder 


=  '\f"'' 


und  fährt  auf  diese  Weise  fort,  bis  man  zu  einer  Differentialgleichung 

11  =  0 

gelangt,  die  kein  sich  bestimmt  verhaltendes  Integral  besitzt.  Ist  diese 
Differentialgleichung  von  der  Ordnung  n  —  A,  so  hat  (A)  genau  X  linear 
unabhängige  Integrale,  die  sich  in  x  =  0  bestimmt  verhalten,  und  wenn 

die  Differentialgleichung  A**^""  Ordnung  bedeutet,  der  diese  X  Integrale 
genügen,  so  ist: 
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93.    Differentialgleichungen  mit  n  —  1  sieli  bestimmt  verhaltenden 
Integralen.     Allgemeine  Bemerkungen. 

Soll  die  Differentialgleichung  genau  n  —  1  linear  unabhängige  sich 
bestimmt  verhaltende  Integrale  besitzen,  so  muss 
^  ^  n  —  1 

sein,  denn  wäre  ^  =  n,  so  wäre  x  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  für  (A), 
es  gäbe  also  n  linear  unabhängige  sich  bestimmt  verhaltende  Integrale; 
also  lässt  sich  in  diesem  Falle  die  linke  Seite  von  (A)  in  die  Form 
setzen 

wo  Q  einen  Differentialausdruck  {n  —  1)*"  Ordnung  mit  dem  charakte- 
ristischen Index  Null,  li  einen  Differentialausdruck  erster  Ordnung,  der 
durch  kein  sich  bestimmt  verhaltendes  Integral  befriedigt  wird,  be- 
deutet.    Denken  wir  uns  B  in  der  Normalform  geschrieben,  so  ist: 

WO  u,  V  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbare  Functionen 
bedeuten,  die  für  .-r  =  0  nicht  gleichzeitig  verschwinden.  Wäre  v  für 
X  =  0  von  Null  verschieden,   so  verhielte  sich  das  allgemeine  Integral 

der  Differentialgleichung  i?  =  0  in  x  =  0  bestimmt,  es  muss  also  v 
für  X  =^  0  verschwinden.     Sei 

»•=0 

dann  ist 

(60)  v=^e  ''x'^gy. 

Die  adjungii-te  Differentialgleichung  (A')  lautet 

(A')  P'(0)=Q'R'=O', 

Q'  hat  in  a:-  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit,  während 

ist.     Das  zu  (GO)  adjungirte  Integral  lautet  daher 

^  _  _C 
**        vxy' 
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WO  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  es  hat  also  dieselbe  Form, 
wie  das  Integral  y  selbst,  und  dieses  Integral  ,0  genügt  offenbar  auch 
der  Differentialgleichung  (A').     Wir  können  demnach  sagen: 

Damit  eine  Differentialgleichung  (A),  deren  charakte- 
ristischer Index  gleich  Eins  ist,  genau  n  —  1  linear  unab- 
hängige sich  bestimmt  verhaltende  Integrale  besitze,  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  adjungirte  Differential- 
gleichung ein  Integral  von  der  Form  (60)  hat. 

Analoge  Betrachtungen  wie  die,  welche  wir  hier  für  den  Punkt 
X  =  0  angestellt  haben,  können  auch  für  den  unendlich  fernen  Punkt 
X  =  cx>  durchgeführt  werden;  man  kann  dann  femer  den  FaU,  wo  die 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  rationale  Functionen  von  x 
sind,  in  Betracht  ziehen,  und  wenn  dieselbe  nicht  der  Fuchs 'sehen 
Classe  angehört,  die  Aufgabe  erörtern,  diejenigen  Fälle  anzugeben,  wo 
die  Differentialgleichung  einige  Integrale  besitzt,  die  sich  entweder 
allenthalben,  oder  in  der  Umgebung  gewisser  singulärer  Punkte  be- 
stimmt verhalten.  Diese  Aufgabe  hat  Herr  Thome  in  einer  Reihe 
von  Abhandlungen  behandelt,  wir  begnügen  uns  damit,  an  dieser  Stelle 
auf  dieselben  hinzuweisen  und  bemerken  nur,  dass  die  dabei  anzuwen- 
denden Methoden  im  wesentlichen  dieselben  sind,  wie  die,  welche  im 
Vorhergehenden  dargelegt  worden  sind.  Herr  Thome  hat  aber  auch 
diejenigen  Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen,  die  sich  nicht 
überall  bestimmt  verhalten,  in  der  Umgebung  einer  Unbestimmtheits- 
stelle untersucht,  wenn  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  in 
dieser  Umgebung  den  Charakter  von  rationalen  Functionen  besitzen. 
Diese  Untersuchungen  sind  dann  auch  durch  Herrn  Poincare  weiter- 
geführt worden,  und  wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  die  dabei  in  An- 
wendung gebrachten  Methoden  vorzuführen.  Es  soll  uns  hierbei  der 
Punkt  ic  =  00  als  Paradigma  dienen,  da  für  denselben  die  Darstellung 
am  übersichtlichsten  wird,  und  ja  durch  eine  einfache  Transformation 
der  unabhängigen  Variabein  die  Untersuchung  eines  beliebigen  im  End- 
lichen gelegenen  Punktes  leicht  auf  die  des  unendlich  fernen  Punktes 
zurückgeführt  werden  kann. 


Sechstes  Kapitel. 

94.    Untersuchung  einer  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  des 
unendlich  fernen  Punktes.     Rang. 

Seien  die  Coefficienten  der  Differentialö-leichuiiff 

o  o 

(A)      P{y)  =  x"y'"  +  P„_^  (^)r.'^-S/"-^^  +  •  •  ■  +  PM'f  =  0 
in  der  Urao-ebnno-  des  Punktes  a;  =  oo .  so  entwickelbar,  dass 


(1)  PM-^v' 


ist^  und  sei  n  ^  so  bescliaiFen,  dass  in  der  Reihe  der  Zahlen 


die  Ungleichungen 

^*;<  >  %  y     ^  <  ^' 
stattfinden;  dann  wollen  wir  auch  hier  die  Zahl 

den  zu  x  =  oo  gehörigen  charakteristischen  Index  und 

^/^^  =^^^.".^^^  _  1)  .  .  .   (^  _  ;,  +  1) 

die    determinirende   Function    nennen.     (Eigentlich    wäre    in   Ueberein- 
stimmung  mit   den  Bezeichnungen  der  Nr.  59    (S.  211)   f^^  ( —  q)   als 
determinirende  Function   zu   erklären,    diese  geringfügige  Abweichung 
wird  aber  zu  keinerlei  Unklarheit  Anlass  geben.) 
Wenn 

n  —  jn  =^  0 

ist,  so  hat  man  n    =  0,  also  ist  die  determinirende  Function 

/■„(?) 

Schlesinger,  Biti'ereutialgleichuugeu.    I.  22 
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vom  5^''^"  Grade;  wir  haben  dann  den  Fall,  wo  x  =  oo  eine  Stelle  der 
Bestimmtheit  ist,  und  es  gehören  zu  den  n  Wurzeln  der  Gleichung 

/o(-?)  =  0 

als  Exponenten  die  7i  sich  in  x  =  <x)  bestimmt  verhaltenden  canoni- 
schen Integrale.     Wenn 

n  —  ft  >  0 

ist,  so  kann  es  höchstens  lu.  sich  im  Punkte  x  =  oo  bestimmt  ver- 
haltende Integrale  geben,  die  dann  zu  ebensovielen  Wurzeln  der 
Gleichung 

f    (_o)  =  0 

als  Exponenten  gehören. 

Wir  wollen,  um  unnöthige  Complicationen  zu  vermeiden,  annehmen, 
es  sei 

n  —  ^  =  n  —  1 ; 

dann  ist  also  die  determinirende  Function 

(2)  4(?)  =  «v,?  +  ^„, 

vom  ersten  Grade,  und  wenn  ein  sich  in  a;  =  oo  bestimmt  verhaltendes 
Integral  existirt,  so  ist  dasselbe  in  der  Form 

0 

(3)  '^''^gy,      %  +  0, 

darstellbar,  wo 

(^)  ^=-^: 

gesetzt  wurde,  und  die  g^,  den  Gleichungen 


(5)  ^g_J..+,iQ-^)  =  o 


(v  =  «i,«,-l, 


gemäss  zu  bestimmen  sind;  hierin  ist  g^^  noch  völlig  willkürlich.  Be- 
rechnen wir  die  g_y^p  9—ij  '  '  '  ^^^  ^^^^  Gleichungen  (5),  indem  wir 
Q  =z  r  setzen  und  bilden  dann  die  Reihe  (3),  so  stellt  dieselbe,  falls 
sie  convergirt,  ein  Integral  von  (A)  dar;  die  Bedingungen  für  die  Con- 
vergenz  ergeben  sich  ebenso  wie  bei  der  Betrachtung  des  Punktes 
X  =  0  in  der  Form,  dass  gewisse  unendliche  Determinanten  ver- 
schwinden müssen. 

Wenn  der  charakteristische  Index  gleich  n,  d.  h. 
n„>n_,  (z  =  i,2,  •  •■«-1) 
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ist,  so  kann  die  Differentialgleichung  (A)  kein  sich  im  Punkte  ä;  =  oo 
bestimmt  verhaltendes  Integral  besitzen,  weil   sich  die  determinirende 
Function   auf  eine   von  q   unabhängige  Constante   reducirt;   dieser  Fall 
ist  es,  mit  dem  wir  uns  jetzt  ausführlicher  zu  beschäftigen  haben. 
Nehmen  wir  allgemein  an,  es  sei 

WO  ^,,_;j(  .)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  .,  fortschrei- 
tende Reihe  bedeutet,  die  für  x  =  oo  verschwindet;  dann  können 
wir  setzen 

wo  9';^(a;)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  bedeutet,  deren  Grad 
nicht  grösser  ist  als  Xz^  und  Q_^__^{     )  eine  Reihe  von  der  Form 


(;.  =  i,2,.-.«) 


darstellt,  die  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  csd  convergirt. 
Dann  erhält  nach  Division  mit  x^  die  Differentialgleichung  (A)  die 
Gestalt 

und  es  ist  im  Allgemeinen 

n  _j  =  >l;f  -|-  A, 
also  die  determinirende  Function 

Wir  sagen  in  diesem  Falle,  die  Gleichung  (A)  sei  vom  Range  ;c+  1. 

95.    Integration  einer  besonderen  Differentialgleichung,  deren 

allgemeine  Lösung  eine  ganze  transcendente  Function  ist. 

Charakteristische  Gleichung. 

Bezeichnen  wir  den  Coefficienten   der  Ax*"'  Potenz  von  x  in   der 
ganzen  Function  ^;^(a;)  durch  A^^_.^,  so  dass  also 

(6)  9iM  =  A^-)/'''  H — 

ist,  und  betrachten  wir  die  Differentialgleichung 
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deren    Coefficienten    aus    denen    der   Differentialgleichung  (A)    hervor- 
gehen, wenn  wir  in  den  letzteren  die  mit     _    versehwindenden  Terrae 

weglassen.     Der    einzige    singulare    Punkt    dieser   Differentialgleichung 
ist  X  =  oo,   das  allgemeine  Integral  von  (51)  ist  folglich  in  der  Form 

(7)  0  =2"^.^'' 

/  =  u 
darstellbar,  wo  d^,  ^^,  •  •  •  <J,^_i  willkürliche  Constanten  bedeuten,  und 
die  folgenden  d.  mittelst  der  zu  x  =  0  gehörigen  Recursionsformel 
bestimmt  werden.  Diese  Reihe  convergirt  dann  zufolge  des  Existeuz- 
theorems  (Nr.  0,  S.  25)  für  alle  endlichen  Werthe  von  ./•,  d.  h.  sie  ist 
beständig  convergent. 
Setzen  wir 

^  _     ßdx  _    1    ^ 

'  z  dx  ' 

SO  ist 


(8) 

f=;,+*„+f,.r  +  ---, 

WO  i 

den 

Index   des   ersten  nicht  verschwindenden  Coefficienten  6  der 

Reihe 

(■) 

bedeutet.     Sei 

(9) 

^=^U'  -\-D)          (^•  =  1,2,...), 
da''         ^      ^      /•/ 

so  ist 

d'  +  '^             /    .+  1     ,        -n      ,         r-idv     ,    dD\ 
dx'  +  ^^'V         +.i),.  +  r.         ^^^+    ^^J, 

also 

(10) 

^                    ,_i  dv     .        ^      ,    äB,. 

und 

D    =0,     i),  =  ^  • 

Setzt    man    die   Werthe    (0)    in    die  Differentialgleichung  (51)   ein,    so 
ergiebt  sich 

oder  nach  Division  durch  x"''' 

(11)        ~  +  (A,-.  +  [-^]„  _.)  ^  +  ---  +  A„  +  [II 
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WO    das    Zeiclien  1     J      ein    Aggregat    von    Gliedern   andeutet,    die   für 
X  =  oo  verschwinden.     Hieraus  schliessen  wir,  dass 


ein   bestimmter   endlicher  Werth   ist,   wenn  z   ein  particuläres  Integral 
der  Differentialgleichung  {%)  darstellt.     In  der  That  sei 

V  =  X   IV,     -^=1, 

wo  'W  eine  Function  bedeutet,  die  in  der  Form 

«e;  =  Co  +  6'j|+   Cgi'H 

entwickelbar  ist.     Dann  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (10) 
wo 


^^.  =  C+<^  + 


„('•) 


ist,   und  die  c\    aus  den  c^  ganz  und  rational  mit  numerischen  Coeffi- 
cienten  zusammengesetzt  sind. 

Setzen    wir    diese   Ausdrücke    in    die   Gleichung  (11)    ein,    so    er- 
halten wir 

(12)  »;"  +  (.1„„^  +  L^]_,)..'-^^  +  •  •  •  +  A  +  Ko 

und  somit  für  |  =  0 

(13)  <  +  ^„_,C'+--  +  A  =  0- 
Es  ergiebt  sich  also 

als  Wurzel    einer    algebraischen   Gleichung,    d.  h.   als   endlicher  wohl- 
bestimmter Werth. 

Wenn  in  der  Entwickclung  (7) 

*„  +  0- 
so  ist  /'  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbar,  und  folg- 
lich IV  eine  ganze  rationale  Function  von  höchstens  ^c'"'"  Grade   in  ^. 
Nehmen  wir  nun  an,  es  seien  die  Wurzeln  der  Gleichung  (13)  sämmtlich 
von  einander  verschieden,   dann  erhalten  wir  also  für  c,.  die  n  Werthe 
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DiflFerentiiren  wir  die  Gleichung  (12)  ;f-iiial  iiacli  |  und  setzen  in  den 
so  entstellenden  Gleichungen  |  =  0  und 

so  ergeben  sich  für  die  Werthe  der  Ableitungen 
dio     c^io  cVw 

im   Punkte   ^  =  0,   d.  h.   für   die  Coefficienten   c^,  r,,  •  •  ■  c^  der  ganzen       ji 
rationalen  Function 

^^'  =  ^ü  +  ^'i^  H ^  ^x^' 

wohlbestiinmte  endliche  Werthe 

^1,/j  ^i,/.y  '  '  '  ^z, /.  *' 
d.  h.   mit   anderen  Worten:    berechnen    wir   die  x  -{-  1    ersten   Coeffi- 
cienten in  den  Entwickelungen  der  n  verschiedenen  Zweige  der  durch 
die  Gleichung 


definirten  algebraischen  Function  iv  von  |,  wo 

gesetzt  wird,  so  sind  diese  nichts  anderes  als  die  Wei-thsysteme 


^0,X> 

\?.^  ■■ 

■  '^„x 

und 

die 

Ausdrücke 

tv, 

-2^' 

1 

befriedigen  dann  die  Differentialgleichung  (12).     Die  Ausdrücke 

wo 

^;.  =  \-,  ^  +  '^i,x^~^  -^ \-  ^;,;. 

ist,  d.  h.  also  die  Ausdrücke 

a.)         ^^^,^.-.-^^.  ...^..... 

wo  0^  ,  j  p  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  stellen  n  particuläre 
Integrale  der  Differentialgleichung  (5()  dar,  und  es  ist  leicht  einzusehen, 
dass  dieselben  ein  Fundamentalsystem  bilden.  Für  x  =  0  ist  (2{)  eine 
Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten,   (13)   ihre  charakte- 
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ristische  Gleieliung,  in  diesem  Falle  stimmt  das  eben  gefundene  Resultat 
mit  dem  Ergebnisse  der  Nr.  69  (S.  245)  überein. 

Falls  die  Gleichung  (13),  die  wir  auch  im  allgemeinen  Falle  x^O 
die  charakteristische  Gleichung  nennen  wollen,  mehrfache  Wurzeln 
besitzt,  so  versagt  die  eben  angewandte  Methode  zur  Hei-stellung  eines 
Fundamentalsj^stems  von  (91);  man  kann  dann  z.  B.  die  Substitution 

^==6"  +  '  t 

machen,  und  durch  ein  dem  in  der  Nr.  69  für  die  Differentialgleichung 
mit  Constanten  Coefficienten  bez.  die  Differentialgleichung  (I)  (S.  243) 
angewandten  analoges  Verfahren  ein  Fundamentalsystem  gewinnen. 
Wir  wollen  im  Folgenden,  um  Erschwerungen  zu  vermeiden,  die  das 
Wesen  der  Sache  nicht  treffen,  voraussetzen,  dass  die  Gleichung  (13) 
n  von  einander  verschiedene  Wurzeln  hat,  so  dass  also  die  Aus- 
drücke (14)  ein  Fundamentalsystem  von  (91)  darstellen. 

96.    Normalreihen  und  Normalintegrale.     Fundamentale 
determinirende  Factoren. 

Machen  wir  nun  in  der  Differentialgleichung  (A)  die  Substitution 


und  setzen 


1    d'^z-, 
^;.    tlx' 


so  ist  v^   eine  ganze  Function  yx'*°,  2)^  ^  eine  solche  {yr—\'\x — 1)*^° 
Grades  von  X]  die  Differentialgleichung  für  u  erhält  also  die  Form 

(15)     u'"'-^  (,a.,  +  9)^+  ()_  J^/"-^^  +  •  .  • 

+H^"-'>./r;;+i)^,.)+(n-iX._,(9.^+(?_,)(ir'+A„._,) 
+ 

+«'(«(.r'+^,,._,)+o^-i)(9'.+^.-i)«:~'+A,.-.) 

+  ---  +  n.-i).  +  ^M 

oder,  wenn  wir  nach  Multiplication  mit  x"  in  jedem  Coefficienten  das 
Glied  mit  der  höchsten  positiven  a;-Potenz  hervortreten  lassen, 
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Da  c  ziifolge  der  gemachten  Voraussetzung  eine  einfache  Wurzel 
der  Gleichung  (13)  ist,  so  kann  die  Ableitung  der  linken  Seite  von  (13) 
nach  c  für  c«  =  c  ;  nicht  verschwinden:  der  charakteristische  Index 
der  Diiferentialgleichung  für  u  ist  also  gleich  n  —  1^  und  die  deter- 
minirende  Function  lautet 

[nc;-'  +  {n  -  l)A-x<7'  +  •  •  •  +  ^i>  +  ^,_,l<T^ 
wenn  x  >  0  ist,  dagegen  lautet  dieselbe  für  x  =  0 

(,,,-^  +  {n  - 1)  A_,c'  +  •  •  •  +  ^> + K-,,^-:^ + •  •  ■ + \ .  • 

Bezeichnen  Avir  den  Nulhverth  dieser  determiuirenden  Function  durch  r., 
so  lässt  sich  eine  die  Differentialgleichung  (15)  fonnal  befriedigende  Reihe 

(16)  ^'■'^9;.,y.     9,,o  +  0. 

aufstellen,  die  zum  Exponenten  r^  gehört,  und  falls  sie  couvergent  ist, 
ein  Integral  von  (15)  repräsentirt.  Entsprechend  erhalten  wir  also 
einen  die  Differentialgleichung  (A)  formell  befriedigenden  Ausdruck 

(17)  y,-h^'^^,,y, 

der,  falls  die  Reihe  (16)  convergirt,  ein  Integral  von  (A)  darstellt. 
Ein  solches  Integral  soll  nach  Herni  Thome  als  ein  Normalintegral 
bezeichnet  werden;  die  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  solchen 
ergeben  sich  nach  den  vorhin  (Nr.  95,  S.  338)  auseinandergesetzten 
Methoden  unmittelbar,  wenn  man  z.  kennt;  den  Ausdruck  z.  nennt 
Herr  Thome  einen  fundamentalen  determinirenden  Factor.  All- 
gemein soU  der  Ausdruck  (17),  auch  wenn  die  Reihe  (16)  nicht  con- 
vergirt, eine  Normalreihe  genannt  werden;  wir  erhalten  also,  falls  die 
Gleichung  (13)  n  von  einander  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  n  Nonnal- 
reiheu,  entsprechend  den  durch  die  Differentialgleichung  (2t)  bestimmten 
n  fundamentalen  determinirenden  Factoren.  Falls  die  n  Reihen  (16) 
für  A  =  1,  2,  •  •  •  7^  sämmtlich  convergiren,  so  stellen  die  Ausdrücke  (17) 
n  Normalintegrale  von  (A)  dar,  und  diese  bilden,  wie  leicht  einzusehen 
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ist,  ein  Fundameutalsystem.  Man  kann  sicli  von  der  analytischen  Be- 
deutung des  Vorhandenseins  eines  Normalintegrals  in  sehr  anschau- 
licher Weise  Rechenschaft  geben,  wenn  man  das  Verhalten  der  loga- 
rithmischen Ableitung  eines  solchen  Integrals  etwas  genauei-  untersucht. 
Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Reihe  (16)  sei  convergent,  so  dass 
also  der  Ausdruck  (17)  ein  Normalintegral  darstellt  und  bilden  wir 
die  logarithmische  Ableitung  dieses  Ausdruckes: 


1    '^'/^ 
y,    äx  ~  "o,Ä-    -r  -i,A-         ^  r  -,,A  -r  ^  -|-^, 


'',-/' + Ci,,x'^  '  +  •••+ c,,, + '^' + y '',.. 


i'::-^('°«2'^.^ 


gesetzt  wurde,  so  erkennen  wir,  dass  Y^  in  der  Umgebung  von  x  =  oo 
nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbar  ist.  Diese  Function  ist  also 
jedenfalls  so  beschaffen,  dass  sie  sich  in  der  Umgebung  jeder  endlichen 
Stelle,  die  innerhalb  des  Convergenzbereiches  der  Reihe 


^x" 


liegt,  regulär  verhält. 

Betrachten  wir  andererseits  allgemein  ein  Integral  y,  welches  sich 
bei  einem  Umlaufe  um  x  =  oo  mit  einer  Constanten .  co  multiplicirt 
—  M  irgend  eine  Wurzel  der  zu  x  =  oo  gehörigen  Fundamental- 
gleichung —  so  ist 


x(p{x),     —r  = 


l0g( 


'^TIl 


und  (p(x)  bedeutet  eine  Function,  die  in  der  Umgebung  von  x  =  oc 
durch  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  dar- 
stellbar ist,  in  Av elcher  positive  und  negative  Potenzen  in  unendlicher 
Anzahl  vorkommen  (vgl.  Nr.  39). 

Bilden  wir  auch  hier  die  logarithmische  Ableitung 

Y=  ^   ^-•^-  =  ''  -I-  '^^^- 

y    dx  X   "'"  qD(a5)  ' 

SO  ist  dieselbe  zwar  in  der  Umgebung  von  x  =  cc  eindeutig,  zeigt 
aber  im  Allgemeinen  ein  wesentlich  anderes  Verhalten  wie  die  loga- 
rithmische Ableitung  eines  Normalintegrals  oder  auch  wie  fpipc)  selbst. 
Wenn  nämlich  in  jeder  Nähe  von  rr  =  oo  Stellen  vorhanden  sind,  an 
denen  die  Function  (p(x)  verschwindet  —  und  dies  kann  im  Allge- 
meinen vorkommen,  da  x  =  oo  eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  die 
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Function  9p(.^')  ist  —  so  giebt  es  in  jeder  Nähe  von  x  =  oo  Stellen, 
an  denen  die  Function  Y  uneudlicli  wird,  denn  oifenbar  ist  jede  Null- 
stelle von  (p(x)  eine  Unendlichkeitsstelle  von  Y.  Es  lässt  sich  also 
in  diesem  Falle  um  rr  =  oo  herum  kein  Bereich  von  endlicher  Aus- 
dehnung abgrenzen,  der  so  beschaffen  ist,  dass  sich  die  Function  Y 
in  der  Umgebung  jeder  Stelle  desselben  regulär  verhält,  diese  Function 
lässt  sich  folglich  in  der  Umgebung  von  x  =  oo  nicht  nach  dem 
Laurent'schen  Satze,  d.  h.  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickeln. 
Wenn  sich  dagegen  um  x  =  oo  herum  ein  Bereich  von  endlicher 
Ausdehnung  so  abgrenzen  lässt,  dass  innerhalb  desselben  keine  Null- 
stelle der  Function  cp(x),  d.  h.  (wenn  wir  von  a;  =  oo  selbst  absehen) 
von  y  liegt,  so  verhält  sich  der  Quotient 

cp{x) 

ebenso  wie  g){x)  selbst  in  der  Umgebung  jeder  endlichen,  innerhalb 
jenes  Bereiches  gelegenen  Stelle  regulär,  und  die  Function  Fkann  folglich 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  oo  nach  dem  Satze  von  Laurent 
in  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x  foi-tschreitende  Reihe  entwickelt 
werden. 

Bilden  wir  uns  nun  die  Differentialgleichung,  der  Y  als  Function 
von  X  genügt,  in  ähnlicher  Weise  wie  wir  oben  (Nr.  95,  S.  340)  die 
Differentialgleichung  (11)  für  die  logarithmische  Ableitung  v  des  Inte- 
grals 2  von  (5()  aufgestellt  haben,  so  finden  wir  zunächst,  dass  diese 
Differentialgleichung  in  Y  genau  dieselbe  Form  hat  wie  die  Differential- 
gleichung (11).  Setzt  man  jetzt  die  Möglichkeit  einer  Entwickelung 
von  Y  nach  ganzen  Potenzen  von  x  in  der  Umgebung  von  :r  =  cx) 
voraus,  so  schliesst  man  genau  ebenso  wie  wir  es  oben  (S.  341)  für  v 
gethan  haben,  dass 

lim  — 

einen  endlichen  und  bestimmten  Werth  besitzt;  die  Function  Y  hat 
also  in  der  Umgebung  von  ic  =  oo  nothwendig  die  Form 


-2^. 


falls  dieselbe  überhaupt  in  dieser  Umgebung  nach  ganzen  Potenzen 
von  X  entwickelt  werden  kann,  d.  h.  falls  das  Integral  y  nicht  in  jeder 
Nähe  von  x  =  oo  verschwindet. 

Aus  dieser  Gestalt  von   Y  folgt  aber  unmittelbar  für  y  selbst  die 
Darstellung 
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gesetzt  wurde  und  '^  (     j  eiue  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x~ 

fortschreitende  Reihe  bedeutet.    Also  ist  in  diesem  Falle  y  ein  Normal- 
integral.    Wir  können  demnach  sagen: 

Ein  Normalintegral  ist  dadurch  eharakterisirt,  dass  es 
nicht  in  jeder  Nähe  des  Punktes  x  =  oc  verschwindet;  d.  h. 
jedes  Normalintegral  hat  diese  Eigenschaft,  und  umgekehrt, 
Avenn  ein  Integral  in  der  Umgebung  von  ic  =  oo  in  Reihen- 
form darstellbar  und  so  beschaffen  ist,  dass  sich  ein  end- 
licher Bereich  um  x  =  oc  abgrenzen  lässt,  innerhalb  dessen 
dieses  Integral  nicht  verschwindet,  so  ist  es  ein  Normal- 
intesri'al. 


97.    Fall  mehrfacher  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung. 
Normale  Differentialausdrücke. 

Wenn  die  charakteristische  Gleichung  (13)  mehrfache  Wurzeln 
hat  (vergl.  Nr.  95,  S.  343),  so  können  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle  eintreten.  Entweder  erhält  man  an  Stelle  gewisser  Normalreihen 
Ausdrücke  von  der  Form 

e'x[t,  +  t,  \ogx  -i h  'Z',  ^og'x]  , 

wo  Q  eine  ganze  rationale  Function  vom  höchstens  (x  -{-  1)*^"  Grade, 
r   eiiie   Constante,    t^,  f^,  ■  ■  ■  ip^    Reihen    bedeuten,    die  nach  ganzen 

positiven  Potenzen  von  -  fortschreiten,  und  die  der  Differentialglei- 
chung (A)  formell  Genüge  leisten;  wir  nennen  solche  Ausdrücke  loga- 
rithmische Normalreihen,  und  falls  sie  convergiren,  logarithmi- 
sche Normalintegrale.  Oder  aber  es  treten  an  die  Stelle  gewisser 
Normalreihen  Ausdrücke  von  der  Form 

e'xi){x), 

wo,  für  ein  positives  ganzzahliges  ft,  Q  eine  ganze  Function  von  x^ 
bedeutet,  deren  Grad  zwischen  ^^  und  {%  -\-  1)^  gelegen  ist,  und  ip{x) 
eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 

1 
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fortschreitende  Reihe  darstellt;  solche  Ausdrücke  nennt  Herr  Poincare 
anormale  Reihen,  sie  sind  im  Allgemeinen  divergent  imd  befriedigen 
formell  die  Diiferentialgleichung  (A).  Wir  wollen  aber  im  Folgenden 
nnsere  Betrachtungen  auf  den  Fall  einschränken,  wo  die  Gleichung  (13) 
lauter  von  einander  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  und  verweisen  für 
den  Fall  mehrfacher  Wurzeln  auf  die  Inaugural-Dissertation  des  Herrn 
Fabry,  wo  sich  die  hierauf  bezüglichen  Erörterungen  in  vollständiger 
Weise  durchgeführt  finden.  Es  soll  nur  noch  kurz  auf  die  Behand- 
lung des  besonderen  Falles  eingegangen  werden,  wo  sich  ein  Factor 

(18)  .  z=ey 

so  angeben  lässt,  dass  durch  die  Substitution 

//  =^  211 

eine  Differentialgleichung 

(^19)  n{u)  =   ^^  F{zu)  =-  0 

für  n  hervorgeht,  für  die  a;  =  oc  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist. 

In   diesem  Falle   besitzt   die   Differentialgleichung   (19)   n   sich   im 
Punkte  X  =  oo  bestimmt  verhaltende  Integrale 

und  folglich  die  Differentialgleichung  (A)  n  Normalintegrale 

y^  =  su^         (^  =  1,0,....) 

mit  demselben  fundamentalen  determinirenden  Factor  z.  Diesen  Factor 
nennt  man  dann  nach  Herrn  Thome  einen  determinirenden  Factor 
schlechthin  und  die  linke  Seite  von  (A)  einen  bei  x  =  oo  normalen 
Differentialausdruck.  Wenn  die  linke  Seite  von  (A)  ein  solcher 
normaler  Differentialausdruck  ist,  so  tritt  der  bemerkenswerthe  Um- 
stand ein,  dass  der  determinirende  Factor  z  eindeutig  bestimmt  ist. 
Die  Differentialgleichung  (19)  hat  nämlich  die  Form 

n(:u)  =  n""  +  {n  ;'  +  T,  +  (>„_,)  u"-''-^  •  •  •  =  0; 

soll  X  =  (x>  für  diesell)e  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  sein,  so  muss 
der  Coefficient  der  (ii  —  1)'*^"  Ableitung  die  Form  haben 


+  %+Q._,=-lv{i), 


1  \      .....   1 


^  \x  /         Ol      ix'      ^ab- 
gesetzt wurde.     Also  haben  wir,  da 
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v  =  «' 

ist, 

«■=^i:*(.;.)-''.-ö„-.i- 

Nun    soll   aber   Q  eine  ganze   rationale  Function  von  x  sein,    es 
mnss  folfflieli 


n   \x    ~  \x  /  ^a  —  lj 


und 

d.  h.  also 


n'P^'.^ 


^  =  -~  f^A''  + 


const. 


sein.  Wenn  also  die  Differentialgleichung  (A)  vorgelegt  ist,  so  kann 
man  in  derselben  die  Substitution 

y  =  e       '  u 

machen,  und  wenn  die  sich  für  u  ergebende  Differentialgleichung  im 
Punkte  X  =  oo  die  Bestimmtheitsgestalt  hat,  so  kann  man  ohne  spe- 
cielle  Convergenzbetrachtungen  die  Existenz  von  n  Normalintegralen 
der  Differentialgleichung  (A)  erschliessen.  Wenn  die  Differentialglei- 
chung (A)  von  der  ersten  Ordnung  ist,  so  besitzt  sie  stets  ein  Normal- 
integral (vergl.  Nr.  93,  S.  335).     In  der  That  folgt  für 

das  allgemeine  Integral 

y  =  ß  e  , 

und  da 

^  X' 

ist,  so  haben  wir  nach  Ausführung  der  Integration 

y  =  e  X     -?(J, 

wo  ^  den  Algorithmus  einer  gewöhnlichen  Potenzreihe  bezeichnet. 
Das  zu  y  adjungirte  Integral  der  adjungirten  Differentialgleichung  von 
(AJ  ist  dann  (vergl.  S.  335) 

1 
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sein  determinirender  Factor  ist  also  der  reciproke  Werth  des  determi- 
nirenden  Factors  von  y  oder  von  (Ai). 

Herr  Thome  hat  nun  in  einer  Reihe  von  Abhandhmgen  solche 
Differentialgleichungen  untersvicht,  deren  linke  Seite  aus  normalen 
Differentialausdrücken  überhaupt  oder  aus  nonnalen  Differentialaus- 
drücken erster  Ordnung  zusammengesetzt  ist.  Insbesondere  werden 
auch  solche  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  be- 
trachtet, deren  linke  Seiten  bei  jeder  singulären  Stelle  x  =  a  die  Form 
eines  normalen  Differentialausdruckes  haben  (was  hierunter  zu  ver- 
stehen ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden,  indem  man 


als  neue  unabhängige  Variable  einführt)  und  die  als  Gleichungen  mit 
schlechthin  normalem  Differentialausdruck  bezeichnet  werden. 
Bezeichnet  man  dann  mit  Z  das  Product  der  zu  den  verschiedenen 
singulären  Punkten  gehörigen  determinirenden  Factoren,  so  heisst  Z 
der  determinirende  Factor  schlechthin,  und  die  Differentialgleichung 
wird  durch  die  Substitution 

in  eine  Differentialgleichung  für  u  transformirt,  die  der  Fuchs'schen 
Classe  angehört.  lieber  solche  Differentialausdrücke,  die  schlechthin 
oder  nur  bei  einer  bestimmten  Stelle  normal  sind,  lässt  sich  nun  eine 
Reihe  von  Sätzen  aufstellen.  Ist  z.  B.  P(y)  ein  normaler  Differential- 
ausdruck mit  dem  determinirenden  Factor 


so  ist  der  adjungirte  Differentialausdruck  P'(''0  ebenfalls  ein  normaler, 
aber  mit  dem  determinirenden  Factor 


dies  erhellt  unmittelbar  daraus,  dass,  wenn  man  F(y)  in  der  Form  (14), 
Nr.  19  (S.  52)  darstellt, 

d    ^._i     d  ^\    d     y 


Pfy)  =  y     ,  ^ 

^■^^  "  dx     v^      dx  0.2  dx  v^' 


und  wenn 


^.=  ZV.  («  =  1,  2,  ■•■«) 

gesetzt  wird,  P{y)  die  Gestalt 

75/    \  —Q        ^    f^n  —  i     d  f^i     d     1     V 

r(y)  =  e    ^a    -y- ,     ...         -       ey 

^•^^  f  «  dx     fi       dx  fi.,   dx  f£.       ■'' 
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annimmt,  während  der  adjungirte  Differentialausdruck  P'(^)  nach  dem 
Satze  der  Nr.  21,  S.  58  (vergl.  Gl.  (9)  ebenda)  durch  den  Ausdruck 

p,.     X  1       d     ^l      d  ^n-l      d 

^ '  ^         v^  dx  v.^  d  X  v.j^     dx    "  " 

oder 

e.'^    d^    H     d  (^n-i     d 

f^i  dx  ft^ 
gegeben  wird. 


^ '^         IL.   dx  a.^  dx  «...      dx^"'  ' 


98.    Differentialgleicliungen,  deren  linke  Seite  aus  normalen 
Differentialausdrücken  zusammengesetzt  ist. 

Allgemein  lassen  sich  die  Integrale  einer  Diiferentialgleichung, 
deren  linke  Seite  aus  lauter  bei  x  =  oo  normalen  Differentialausdrücken 
zusammengesetzt  ist,  in  der  Form 

(20)  ^,,     ^,   I  ^'  dx,  •■•,/*,   /  ^'  dx  I ■  ■  ■  ^'  dx  I  -^  dx 
darstellen,  wo 

^.  =   e"-';j;'V^.^i_j  (/:=!,  2,...«) 

gesetzt  wurde,  und  w.  eine  ganze  rationale  Function  von  x,  r.  eine 
Constante,  S^.  den  Algorithmus  einer  gewöhnlichen  Potenzreihe  be- 
deutet. Aus  der  über  die  Bestimmung  des  determinirenden 
Factors  gemachten  Bemerkung  und  aus  den  Eigenschaften 
der  Differentialgleichungen,  für  die  x  =  oo  eine  Stelle  der 
Bestimmtheit  ist,  folgt,  dass  sich  in  diesem  Falle  die  Coeffi- 
eienten  der  w.,  die  Exponenten  r.  und  die  Coefficienten  der 
Reihen  ^.  auf  algebraische  Weise  aus  den  Parametern  der 
Differentialgleichung  zusammensetzen  lassen.  Analoges  gilt 
für  eine  beliebige  im  Endlichen  gelegene  singulare  Stelle  x  =  «,  nur 
sind  dann  die  w.  ganze  rationale  Functionen  von  (x  —  a)"~    und 

fi.  =  e"'  {x  —  ay'''l^.{x  —  a). 

Wir  wollen  nun  fragen,  wann  lassen  sich  die  Integrale  (20)  einer 
Differentialgleichung  (A),  deren  linke  Seite  aus  lauter  bei  dem  Punkte 
X  =  a  normalen  Differentialausdrücken  zusammengesetzt  ist,  in  der  Form 

»i 

(21)  2/  =  (^  -  ccY^c"-^  ^iK^_  \og\x  -  a) 

i=i.         ■/. 

darstellen.  Die  directe  Behandlung  dieser  Frage  ist  nicht  ohne  Schwierig- 
keit,  wir   gehen   darum   nach   dem  Vorgange  von  Günther   (in  seiner 
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Inano-uralclissertation)  umgekehrt  von  der  Forderung  aus,  dass  die 
Integrale  von  (A)  eine  Darstellung  in  der  Form  (21)  gestatten,  und 
stellen  uns  die  Aufgabe,  hieraus  auf  die  Beschaffenheit  der  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  zu  schliessen,  von  denen  wir  natürlich  voraus- 
setzen müssen,  dass  sie  sich  in  der  Umgebung  von  x  =  a  wie  rationale 
Functionen  verhalten. 

Es  brauchen  die  i/>.^  nicht  gerade  als  gewöhnliche  Potenzreihen 
von  X  =  a  angesehen  zu  werden,  dieselben  können  auch  noch  negative 
Potenzen  in  endlicher  Anzahl  enthalten.  Setzen  wir  dann  in  die  linke 
Seite  P(2/)  von  (A)  für  y  den  Ausdruck  (21)  ein,  so  ergiebt  sich 

(22)  Fiii)  =  (^  -  aj^e'^  ^X,:.  log'(^  -  «). 

wo  auch  die  %.^  Potenzreihen  von  x  —  a  bedeuten,  die  eine  endliche 
Anzahl  negativer  Potenzen  enthalten.  Soll  dieser  Ausdruck  identisch 
verschwinden,  so  müssen  nach  einer  in  der  Nr.  42  gemachten  Bemer- 
kung (S.  149)  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  log  {x  — «) 
für  sich  gleich  Null  sein,  es  muss  also  eine  Reihe  von  Gleichungen 
der  Form 

(23)  J;e"'-;K,:  =  o 

/■=1 
bestehen.     Eine  solche  Gleichung,   in  der  nicht  alle  x.  selbst  identisch 
verschwinden,   kann   aber   nur   bestehen,   wenn    alle  iv.  einander  gleich 
sind.     In  der  That  folgt  durch  Differentiation  von  (28) 


^e"\w:i.-\-i:) 


=  0: 


eliminirt  man  hieraus  und  aus  (23)  etwa  e'",  so  erhält  man  die 
Gleichung 

die  ein  Glied  weniger  enthält  wie  (23),  und  worin 

gesetzt  wurde,  so  dass  sich  also  auch  die  i).  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
wie  rationale  Functionen  verhalten.  Sollten  die  sämmtlichen  ^.  iden- 
tisch verschwinden,  so  müsste 

, _  Xi'  l'u 
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sein.  Rechter  Hand  tritt  höchstens  die  Potenz  (x  —  «)~^  sonst  nur 
positive  Potenzen  von  x  —  a  auf^  während  linker  Hand  nur  die  Potenzen 
(x  —  «)"",  (oc  —  «)~',  •  •  •  vorkommen  können,  es  muss  also  entweder 
eine  der  beiden  Functionen  ;^.,  ;^^  identisch  verschwinden,  oder 


sein.  In  ähnlicher  Weise  weiter  schliessend  folgert  man  aus  dem  Be- 
stehen von  (23)  successive  das  Bestehen  analoger  Grleichungen  mit 
weniger  als  m  Gliedern.     Und  da  für  m  =  1  die  Gleichung 

e'"'-  X .  =  0 

das  Verschwinden  von  X^.  erfordert,  so  erkennt  man  die  Richtigkeit 
der  aufgestellten  Behauptung. 

Sind  nun  in  dem  Ausdrucke  (21)  alle  tv.  von  einander  verschieden, 
so  müssen  in  (22)  die  Coefficienten  X;  _  für  sich  gleich  Null  sein-,  dies 
besagt  aber  offenbar  nichts  anderes,  als  dass  jedes  Glied 

(24)  (x  —  a)''  e'"'  Vt^- .  ^  log''  {x  —  a)         u = i,  2,  •  •  -  m) 

X 

für  sich  ein  Integral  von  (A)  ist.  Die  Anzahl  m  der  Ausdrücke  iv. 
kann  demnach  nicht  grösser  sein,  wie  die  Ordnung  n  der  Differential- 
gleichung (der  Fall  n  =  m  ist  nur  möglich,  wenn  keine  Logarithmen 
auftreten),  und  wir  haben  somit  in  diesem  Falle  n  Normalintegrale 
mit  den  fundamentalen  determinirenden  Factoren 


Besitzt  die  Differentialgleichung  (A)  überhaupt  ein  Integral  der  Form  (24), 
so  besitzt  sie  (vergl.  S.  149)  auch  ein  Integral  der  Form 

v^  =  {x  —  aye"'cp^; 
setzt  man  nun 

SO  lässt  sich  die  linke  Seite  von  (A)  in  der  Form  darstellen 
P{y)  =  Ä^B^, 

wo  Ä^    einen   Differentialausdruck  (n  —  1)"'''  Ordnung   bedeutet.     Die 
Integrale  der  Gleichung 

besitzen  die  fundamentalen  determinirenden  Factoren 

e"'2,  •  •  •  e"''", 
denen  sich  auch  noch  e"'   selbst  hinzugesellt,  wenn  zu   diesem  funda- 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    I.  23 
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mentalen  determinirenden  Factor  ein  mit  Logarithmen  behaftetes  Normal- 
integral von  (A)  gehört.    Schliesst  man  so  weiter^  so  findet  man  endlich 
F(y)  =  B,B^^_^    ...   B^B^, 

wo  die  B.  Diff'erentialansdi-ücke  erster  Ordnung  bedeuten,  deren  Coeffi- 
cienten  in  der  Umgebung  von  x  =  a  den  Charakter  rationaler  Func- 
tionen besitzen,  d.  h.  die  Differentialgleichung  (A)  ist  so  beschaifen, 
dass  ihre  linke  Seite  aus  nonnalen  Differentialausdrücken  zusammen- 
gesetzt ist. 

Besitzt  also  die  Differentialgleichung  (A)  n  Normalinte- 
grale, und  fasst  man  diejenigen,  die  zu  demselben  fundamen- 
talen determinirenden  Factor  e"'  gehören,  in  eine  Gruppe 
zusammen,  so  genügen  diese  für  sich  einer  Differentialglei- 
chung mit  normalem  Differentialausdrucke,  dessen  Coeffi- 
cienten  sich  in  der  Umgebung  von  x  =  a  wie  rationale 
Functionen  verhalten.  Die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Diffe- 
rentialausdruck diese  Beschaffenheit  habe,  lässt  sich,  wie  wir 
gesehen  haben,  leicht  angeben,  und  aus  solchen  Differential- 
ausdrücken setzt  sich  dann  die  linke  Seite  von  (A)  zusammen. 


Siebentes  Kapitel. 

91>.  Eang  der  Normalreihen.  Reduetion  der  allgemeinen  Untersuelning 
auf  die  von  Differentialgleichungen  vom  Range  Eins. 

Wir  nelimen  nunmehr  die  Untersuchung  der  Differentialgleichung 
(A)  in  der  Umgebung  von  x  ^=  oc  wieder  auf,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  diese  Differentialgleichung  vom  Range  k  -\-  1  und  die  charakte- 
ristische Gleichung  (13)  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  sämmtlichen  Wurzeln 
von  einander  verschieden  sind.  Dann  hatten  wir  die  n  Normalreihen 
(17)  aufgestellt,  deren  fundamentale  determinirende  Factoren  ß^  die 
Eigenschaft  besassen,  dass  ihre  Logarithmen  ganze  rationale  Functionen 
vom  höchstens  (/>•  -|-  1)*^"^  Grade  in  x  waren. 

Wir  wollen  umgekehrt  zeigen,  dass,  wenn  eine  Gleichung  (A),  die 
vom  Range  (/■  -\-  1)  ist,  durch  n  Normalreihen 

S^,  S'2,  •  •  •  S^, 

deren  fundamentale  determinirende  Factoren  im  Exponenten  von  e  ganze 
rationale  Functionen  vom  q^^  oder  niedrigeren  Grade  haben,  formell  be- 
friedigt wird,   der  Rang  dieser  Gleichung  höchstens  der  f/''  sein  kann. 
Zu  dem  Ende  berechnen  wir  aus  den  Identitäten 

P(5.)  =  0  (^  =  1,2,.-.  n), 

bei  deren  Herstellung  die  successiven  Ableitungen  der  S^  so  zu  bilden 
sind,  als  ob  diese  Reihen  convergent  wären,  die  Coefficienten  von  P; 
es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

?>«,  +  ^„_„  =  (-  1)   i){s„s,,...sj  • 

Berechnet  man  diesen  Determinanten quotienten,  indem  man  mit  den 
S^,  S^,  ■  •  ■  S^^  nach  den  gewöhnlichen  Rechnungsregeln  operirt,  und 
ordnet  schliesslich  nach  Potenzen  von  x,  so  muss  die  so  entstehende 
Reihe  convergent  sein  und  mit  der  auf  der  linken  Seite  stehenden  Ent- 
wickelung  übereinstimmen.  Man  findet  aber  leicht,  dass  che  aus  dem 
Determinantenquotienten  gebildete  Reihe  keine  höhere  positive  Potenz 
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von  X  enthalten  kann,  als  wie  die  a{(i  —  1)*%  es  ist  also  in  der  That 

yt  +  1  ^  g. 

Der  Rang  einer  Gleichung  stimmt  also  genau  mit  dem 
Grade  der  Exponenten  der  fundamentalen  determinirenden 
Factoren  überein-,  wir  übertragen  darum  die  Rangeintbeilung  auch 
auf  die  Nonnalreihen  selbst  und  sagen,  ein  System  von  n  Normalreihen 
sei  vom  Range  li  -f-  1,  wenn  die  Logarithmen  ihrer  fundamentalen  de- 
terminirenden Factoren  vom  (A-  -(-  1)*®"  oder  von  niedrigerem  Grade 
in  X  sind. 

Für  die  theoretische  Untersuchung  der  Integrale  sowohl  wie  für 
die  der  Normalreihen  ist  es  von  Wichtigkeit,  eine  Reduction  der  Diife- 
rentialgleichungen  vom  Range  {k  -f-  1)  auf  solche  vom  Range  Eins 
vorzuführen,  welche  Herr  Poincare  angegeben  hat.     Seien 

ui^c),ax),  ---a^), 

wo 

gesetzt  wurde,   die  n  Normalreihen,   die   der  Differentialgleichung  (A) 
vom  Range  Ä-  -f  1  =  h  formell  Genüge  leisten,  und  sei  ferner 

ein  beliebiges  Fundamentalsjstem  von  (A).    Nehmen  wir  eine  primitive 
/i*®  Einheitswurzel 

h 

8  =  e 
und  bilden  für  che  Functionen  y.  von  x  die  Diäerentialgleichungen 
(AJ  ^.fc)  =  0         (^.=0,1,2,. ...-1), 

die   aus   der  Differentialgleichung  (A)   dadurch  hervorgehen,    dass  wir 
an  die  Stelle  von  x  die  Grösse 

/ 

£  X 

als  unabhängige  Variable  einführen.    Dann  ist  die  Differentialgleichung 
(A^)  auch  vom  Range  /«,  sie  wird  durch  die  Normalreihen 

f^{s'x),  f^{e'x),  .  .  .  f^/x) 

formell  befriedigt,  und  besitzt  das  Fundamentalsystem 

y?.,a(^)  =  ya(.^^^)  («  =  1,2,  ■■•»). 

Setzen  wir  nun 

Y=y,y,  •••  ?/;,_!, 

wo   y^   das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (A^)  bedeuten 
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möge,  so  erscheint  dieses  Product  als  homogene  lineare  Function  mit 
Constanten  Coefficienten  der  n    Einzelproducte 

•-'0,  «Q«^!,  «j  •^/(  —  Ij ''/i i' 

WO   cCq,  a^,  ■  ■  ■  cc^_^   irgend  eine  Variation   der  n  Zahlen   1,  2,  •  •  •  n 
zur  /i*®"  Classe  mit  unbeschränkter  Wiederholung  bedeutet.    Bezeichnen 
wir  diese  Einzelproducte  in  irgend  einer  Reihenfolge  durch 
Y      V  V 

und  lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x  einen  geschlossenen  Um- 
lauf U  um  den  unendlich  fernen  Punkt  vollziehen,  so  verwandelt  sich 
jedes  y^  ^  in  eine  homogene  lineare  Function  der 

die  Y  gehen  folglich  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst  mit 
Constanten  Coefficienten  über  und  bilden  demnach  ein  Fundamental- 
system der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  \n)      Ordnung 

deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  jp  =  oo  den  Charakter  ratio- 
naler Functionen  besitzen.  Diese  Differentialgleichung  wird  formell 
befriedigt  durch  die  w*  Normalreihen  vom  Typus 

(26)  f^^{x)f^^{sx)---f^^^_^{e"-'x); 

der  Logarithmus  des  fundamentalen  determinirenden  Factors  der  Normal- 
reihe (26)  ist 

wenn 

g^{x)  =  a^x  -\-  b^x'"^  +  •  •  •  +  c^^ 

den  Logarithmus  des  fundamentalen  determinirenden  Factors  der  Nor- 
malreihe f^{x)  bedeutet.  Die  Normalreihen  (26)  der  Differentialgleichung 
(25)  sind  also  vom  Range  h,  folglich  ist  auch  diese  Differentialgleichung 
selbst  vom  Range  h,  und  wir  können  ihre  linke  Seite  in  die  Form 
setzen 

+  •■•  +  (*',.-„  + «o)y. 

wo  ^ß(^_i)  eine  ganze  rationale  Function  vom  höchstens  ccQi — 1)***'' 
Grade    in    x,    R^    eine   nach   positiven   ganzen   Potenzen   von   -^    fort- 
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schreitende  Reihe  bedeutet,  die  mit  einem  zu  -  proportionalen  Gliede 
beginnt.  Nun  muss  aber  die  Differentialgleichung  (25)  offenbar  unge- 
ändert  bleiben,  wenn  wir  sx  an  die  Stelle  von  x  setzen;  durch  diese 
Substitution  verwandelt  sich 

dx^-  dx^ 

die  Differentialgleichung 

x:"''77(r)  =  0 

muss  folglich  so  beschaffen  sein,  dass  der  Coefficient  der  a^^^  Ableitung 
sich  mit 

multiplicii-t,  wenn  tx  an  die  Stelle  von  x  gesetzt  wird.  Hieraus  folgt, 
dass  in 

«,„-,_„,„_„  +  B.. 

nur  solche  Potenzen  von  x  auftreten  können,  deren  Exponent  nach  dem 
Modul  h  den  Rest  a  lässt.  Führen  wir  nun  in  (25)  eine  neue  unab- 
hängige Variable  |  ein,  die  mit  x  durch  die  Gleichung 

h        <- 

verknüpft  ist  und  beachten,  dass 

£^  =  '"r-x9  +  ...  +  r(i-i)(i-|)...(i^--')r-x| 

ist,  so  erkennen  wir,  dass  die  transformirte  Differentialgleichung  die 
Form  haben  wird 

(27)  ^^B^  +  syJ^^o, 

WO  die  B^  Constanten,  die  S'„  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  y 
fortschreitende  Reihen  bedeuten,  die  mit  .  verschwinden.  Die  Diffe- 
rentialgleichung (27)  ist  also  vom  Range  Eins.  Unter  den  Aus- 
drücken (26),  die  dieser  Differentialgleichung  formell  Genüge  leisten, 
finden  wir  zunächst  die  n  Normalreihen 

die  vom  Range  Eins  sind,  die  übrigen  n  —  n  Ausdrücke  (26)  sind  im 

Allgemeinen  anormale  Reihen,  da  sie  nach  Potenzen  von  |  fortschreiten. 
Ein  willkürliches  Integral  von  (27)  lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  als 
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das  Product  von  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (A^^),  (Aj),---(A^^_^) 
darstellen,  wir  kennen  aber  die  n  particulären  Integrale  Y  ,  für  welche 
eine  solche  Darstellung  möglich  ist.     Sei 

und  diflFerentiiren  wir  diese  Gleichung  n-mal  nach  x,  so  erhalten  wir 


(t  Y„  --^  _  '^'^  i/o,  «o  ^^  2/l,  a,  ^^  Vh  - 


Ix^         ^      ^./^,>'.--/' 


dx"-  J^        ^.[^,Y,--fi      clxP  dx'^  dx^ 

(A  =  0,  1,  ■  •  ■  n'^;     ^,Y,-/.i  =  0,l,-n—l), 

WO  die  i''  ^^  in  der  Umgebung  von  x  =  oo  den  Charakter  ratio- 

naler Functionen    besitzen.     Diese   Gleichungen  sind  linear  in  den  «' 
Producten 


dx^         dx^  dx^'  ' 

falls  die  Determinante  der  n'  —  1  ersten  dieser  Gleichungen  nicht  ver- 
schwindet, so  ergeben  sich  also  diese  Producte  als  lineare  Ausdrücke  der 

dj^  d^'-'Y^ 

"'    ^^'   ■■■    dx^'~^ 

mit  Coefficienteu,  die  in  der  Umgebung  von  x  =  (x>  den  Charakter 
rationaler  Functionen  haben.     Insbesondere  findet  man  z.  B. 

cix     ^i,"i  ■  •  •  ^A-i,«Ä_i  —  ^  O^  ^^A  ' 
z=o 
und  nach  Division  durch  (28), 

%,„,    dx       Zj^  ^^r,  ax'  ' 

in  dieser  Fonn  stellen  sich  also  die  Integrale  von  (A)  durch  die  Lö- 
sungen der  Differentialgleichung  (25)  beziehungsweise  (27)  dar.  Wir 
können  somit  sagen,  die  Behandlung  einer  Differentialglei- 
chung von  beliebigem  Range  Ji  sei  auf  die  einer  Differential- 
gleichung vom  Range  Eins  zurückgeführt. 


100.    Verhalten  der  Lösungen  einer  DiflFerentialgleichxing  vom  Range 
Eins  in  der  Nähe  des  unendlich  fernen  Punktes. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  vom  Range  Eins,  also  k  =  0 
ist,  so  reducirt  sich  9?;j^(^)  auf  die  Constante  ■4^_;,  die  Differential- 
gleichung hat  also  die  Gestalt 


360  ^^-  Diö  Integrale  innerhalb  eines  Ki-eisringes.    Kapitel  7. 

(A)  ,r  +  [A-^  +  Q.-, (I) ) J/'-"  +---  +  (a  +  Qo {^))'J  =  0, 

und  die  durch  Weglassung  der  mit  x  =  oo  verschwindenden  Glieder 
entstehende  Differentialgleichung  in  z 

Ca)  /"^  +  A-i^'"~''  +  ■■ -  +  .1^.^  =  0 

hat  constante  Coefficienten.  Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  der  charakte- 
ristischen Gleichung  (13)  (S.  341)  durch 

und  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  diese  sämmtlich  von  ein- 
ander verschieden  sind,  so  besitzt  (%)  das  Fundamentalsystem 

und  das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  lautet 

A,,  A,,  •  •  •  A  willkürliche  Constanten.  Untersuchen  wir  das  Verhalten 
von  z^  wenn  x  in  den  Punkt  x  =  oc  einrückt.  Da  x  =  <X)  sowohl  für 
die  Integrale  von  (A)  als  auch  für  die  von  (S()  eine  Stelle  der  Unbe- 
stimmtheit Tst,  so  hängt  der  Wei*th,  dem  sich  y  oder  z  nähert,  wenn  x 
eine  Folge  von  Werthen  durchläuft,  deren  Limes  gleich  Unendlich  ist, 
wesentlich  von  der  Wahl  dieser  Folge  ab.  Wir  wollen  x  eine  Folge 
von  unendlich  anwachsenden  positiven  Werthen  durchlaufen  lassen,  und 
denken  uns  darum  die  Wurzeln  c^,  c^,  •  •  •  c.  der  charakteristischen 
Gleichung  der  Grösse  ihrer  realen  Theile  nach  geordnet,  so  dass  also, 
wenn  wir,  wie  üblich,  durch  9f?(«)  den  realen  Theil  einer  complexen 
Grösse  a  bezeichnen, 

ist;  wir  setzen  dabei  überdies  voraus,  dass  auch  die  realen  Theile  der 
Grössen  c^,  c^,  •  ■  •  c^  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind.  Die 
logarithmische  Ableitung  von  z  ist 

und  wenn  wir  nun  x  in  irgend  einer  Weise  als  positive  Grösse  ins 
Unendliche  gehen  lassen,  so  ist  nach  bekannten  Sätzen  über  die  Ex- 
ponentialfunction 

lim  e'^'^^-^i'"  =  0         (.  =  2,3,...«); 

j:=-f-x 

also  haben  wir  im  Allgemeinen,  d.  h.  wenn  A^  =]=  0  ist, 


100.  Verhalten  der  Integrale  in  der  Nähe  von  x  =  oo.  361 

lim   —  =  c  • 

für  gewisse  particuläre  Integrale  dagegen  kann  die  logarithmische  Ab 
leitung  für  x  ==  -\-  csd  gegen  eine  andere  der  Wurzeln  c^,  c^,  ■  ■  •  c\^ 
convergiren.  Lassen  wir  nun  x  eine  Werthenfolge  durchlaufen,  deren 
Argument  nicht  mehr  den  constanten  Werth  Null,  sondern  einen 
zwischen  0  und  27t  gelegenen  Werth  co  besitzt,  wir  deuten  das  durch 
das  Zeichen 

lim 

an,  so  lässt  sich  dieser  Fall  auf  den  vorhergehenden  zurückführen,  indem 
man  in  die  Differentialgleichung  die  Substitution 

X  =  qX,        X  =  e"" 

macht.     Die  charakteristische  Gleichung  wird  dann 

und  ihre  Wurzeln  sind 

ACj,  Ac^,  •  •  •  Xc^] 

sind  die  realen  Theile  dieser  n  Wurzeln  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden, lind  bedeutet  Ac  diejenige  Wurzel,  deren  realer  Theil  der 
grösste  ist,  so  ist  im  Allgemeinen 

lim    — ^  =  lim   —  =  Ic  , 

dagegen  kann  für  gewisse  particuläre  Integrale  dieser  Limes  gleich  einer 
anderen  der  Grössen  Ac,,  Ac„,  ••■  Ac    werden. 

Wie  man  sofort  übersieht,  bleibt  dieser  Schluss  auch  bestehen, 
wenn  einige  der  c^,  c^,  •  •  •  c^^  einander  gleich  werden,  nicht  aber, 
wenn  für  das  Argument  «nur  die  realen  Theile  einiger  der  Grössen 
ACj,  Xc,^,  •  •  ■  Ac^^  übereinstimmen,  dies  letztere  kann  aber  offenbar  nur 
für  gewisse  besondere  Werthe  des  Argumentes  co  eintreten.  Sieht  man 
von  diesen  ab,  so  kann  man  also  sagen: 

Die  logarithmische  Ableitung  eines  Integrales  der  Diffe- 
rentialgleichung (51)  nähert  sich,  wenn  x  mit  dem  Argument 
CO  ins  Unendliche  einrückt,  einer  der  Grössen 

ACj,  Ac.,,  ■••  kc^'^         A  =  e"", 

und  zwar  im  Allgemeinen  derjenigen  derselben,  deren  realer 
Theil  den  grössten  Werth  hat. 

Die  Differentialgleichung  (A)  geht,  wenn  man  die  mit  x  =  oc  ver- 
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schwindenden  Glieder  vernachlässigt,  in  (2()  über.  In  den  Anwendungen 
der  Mathematik  auf  physikalische  Probleme  ist  man  daran  gewöhnt, 
wenn  die  Integration  einer  gegebenen  Differentialgleichung  unüber- 
windliche Schwierigkeiten  darbietet,  die  Coefficienten  derselben  zu  ent- 
wickeln und  dann  nur  so  viele  Glieder  der  Entwickelung  beizubehalten, 
dass  diese  „angenäherte"  Differentialgleichung  integrabel  wird.  Man 
geht  dabei  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  die  Lösungen  dieser  ange- 
näherten Differentialgleichung  auch  Annäherungen  an  gewisse  Lösungen 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  darstellen.  Wollten  wir  uns 
dieser  Schlussweise  bedienen,  so  könnten  wir  sagen:  die  Lösungen  von 
(51)  stellen  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  x  gewisse  Lösungen  der 
Differentialgleichung  (A)  angenähert  dar,  der  Satz  über  den  Limes  der 
logarithmischen  Ableitung  kann  daher  unmittelbar  von  den  Lösungen 
von  (5t)  auf  die  von  (A)  übertragen  werden.  Ein  solcher  Schluss  ent- 
behrt aber  offenbar  der  analytischen  Strenge;  um  diese  zu  wahren, 
müsste  man  zeigen  können,  dass  nach  Vorschrift  einer  beliebig  kleinen 
Grösse  £  eine  positive  Zahl  iv  so  angegeben  werden  kann,  dass 


y  —  z\     oder 


kleiner  ist  als  f,  wenn  \x\y-  w.    In  dem  vorliegenden  Falle  lässt  sich, 
wie  Herr  Poincare  gezeigt  hat,  dieser  Nachweis  wirklich  führen;  wir 
begnügen  uns   damit,    den  Weg,    den  Herr  Poincare  im  American 
Journal  (Band  VII)  eingeschlagen  hat,  hier  kurz  anzudeuten. 
Setzt  man 


so  ist 


le-''-''  =  l  (»^  =  1,2, 


y.  =  \ 


Herr  Poincare  setzt  nun  analog 

y.  =  \ 

dann  folgt  durch  Differentiation 


(/<  =  !,  2, 
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Eliminirt  man  aus  diesen  2n  Gleichungen,  denen  noch  die  Differential- 
gleichung (A)  hinzuzufügen  ist,  die  Grössen 

SO  erhält  mau  für  die  X^  das  System  von  Diff'erentialgleichungen 
wo  die  B^  durch  die  Gleichungen 

B,.U^c,  -  o  =  «,_,  (1) .;-'  + «,_.  (i)  cr+-+  «„  (I) 

erklärt  sind.     Herr  Poineare  zeigt,  dass  im  Allgemeinen 

lim      ^  =  0  (z  =  2,  3,       n) 

ist,  so  dass  also 

lim     -  =   lim     — ^ — .— ^ — j r~v        =  <^i 

wird,  dass  dagegen  für  gewisse  particuläre  Integrale  y  dieser  Limes 
auch  gleich  einer  anderen  der  Wurzeln  Cj,  c^,  ■  ■  •  c^^  werden  kann. 
Dabei  bedeutet  c^  wie  vorher  diejenige  Wurzel,  deren  realer  Theil  den 
grössten  Werth  hat. 

Rückt   X  mit  dem  Argument   a   ins  Unendliche,    so   tritt  an   die 
Stelle  der  Wurzeln  c^,  •  ■  •  c^  das  System 

ACjj,  •  •  •  Ac^^ ,        X  =  e"\ 
wie  man  durch  Ausführung  der  Substitution 

X  =  qI 
in    die  Differentialgleichung  (A)    sofort   übersieht.     Ganz    allgemein 
kann  man  sagen:  es  ist 

lim  ye~'"  =  0, 

a;=eo  CO 

wenn  a  eine  Zahl  bedeutet,  für  welche 

^(aX)>m(c^X)         0^  =  1,2,...«) 
ist. 
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101.    Rückblick  auf  die  bisherigen  Untersuehimgen. 

Wir  werden  im  folgenden  Abschnitte  die  Wichtigkeit  der  in  der 
vorhergehenden  Nummer  angedeuteten  Resultate  für  das  tiefere  Studium 
der  Natur  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  vom  Range  Eins 
erörtern,  indem  wir  von  Differentialgleichungen  handeln  werden,  deren 
Coefficienten  nicht  nur,  wie  bisher  angenommen  wurde,  in  der  Umge- 
bung von  X  =  (x>  den  Charakter  rationaler  Functionen  haben,  sondern 
wirklich  rationale  Functionen  von  x  sind. 

Wenn  wir  nämlich  in  unseren  bisherigen  Betrachtungen  meist  nur 
über  das  Verhalten  der  Coefficienten  der  vorgelegten  Differentialglei- 
chung in  der  Umgebung  einer  Stelle  besondere  Annahmen  gemacht 
haben,  so  geschah  dies,  weil  wir  auch  fast  ausschliesslich  das  analy- 
tische Verhalten  der  Integrale  in  der  Umgebung  einer  Stelle  studirt 
haben.  Allerdings  haben  wir  nicht  dies  allein  gethan.  Abgesehen  von 
den  auf  die  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe  bezüglichen 
Untersuchungen  sind  wir  auch  in  den  Besitz  von  Methoden  gelangt, 
die  uns  das  Verhalten  der  Integrale  innerhalb  eines  Kreisringes  kennen 
lehren,  wenn  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  sich  in  der  Um- 
gebung jeder  Stelle  dieses  Kreisringes  regulär  und  innerhalb  desselben 
eindeutig  verhalten.  Wir  werden  nun  dazu  übergehen,  die  bisher  ge- 
wonnenen Ergebnisse  für  das  Studium  der  Integralfunction  in  der  ganzen 
Ebene  zu  verwerthen. 

Da  es  sich  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  wesentlich 
darum  handelt,  mit  Hülfe  einer  vorgelegten  Differentialgleichung  neue 
Transcendenten  zu  definiren,  so  wird  es  von  vorneherein  geboten  sein,  sich 
im  Allgemeinen  auf  die  Untersuchung  von  Differentialgleichungen  mit 
algebraischen  Coefficienten  zu  beschränken.  Wenn  über  die  Ordnung 
der  zu  untersuchenden  Differentialgleichung  keine  besondere  Annahme 
gemacht  wird,  so  lässt  sich  aber,  wie  oben  in  der  Nr.  61  (S.  218  ff.) 
gezeigt  worden  ist,  die  Untersuchung  einer  Differentialgleichung  mit 
algebraischen  Coefficienten  auf  die  einer  Differentialgleichung  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  zurückführen;  wir  legen  darum  den  folgenden  Be- 
trachtungen eine  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  zu 
Grunde. 

Fassen  wir,  ehe  wir  an  die  Formulirung  der  für  solche  Differen- 
tialgleichungen noch  zu  erledigenden  Probleme  gehen,  kurz  die  Er- 
gebnisse zusammen,  die  aus  den  bisher  vorgeführten  Untersuchungen 
fliessen. 

Wenn  sich  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung,  in  der  wir 


.1 
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den  Coefficienten  der  liöchsten  Ableitung  gleich  Eins  gemacht  haben, 
in  der  Umgebung  einer  Stelle  x  =  a  regulär  verhalten,  so  gilt  das 
Gleiche  für  das  allgemeine  Integral.  Werden  die  Coefficienten  an  der 
Stelle  X  =  a,  in  deren  Umgebung  sie  eindeutig  sind,  von  endlicher 
ganzzahliger  Ordnung  unendlich,  so  sind  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  nämlich  diese  Stelle  für  das  allge- 
meine Integral  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist  oder  nicht. 

Im  ersteren  Falle,  für  dessen  Eintreten  die  Form  (D)  (Nr.  43, 
S.  152)  der  Coefficienten  als  nothwendig  und  hinreichend  erkannt  wurde, 
lässt  sich  mit  rein  algebraischen  Hülfsmitteln  ein  canonisches  Funda- 
mentals vstem  herstellen,  dessen  Verhalten  bei  einem  Umlaufe  der  un- 
abhängigen Yariabeln  um  diesen  Punkt  vollkommen  beschrieben  werden 
kann.  Haben  dagegen  die  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
nicht  die  Form  (D),  so  ist  die  Stelle  x  =  a  für  das  allgemeine  Integral 
ein  Punkt  der  Unbestimmtheit.  Die  Behandlung  dieses  Falles  erfordert 
im  Allgemeinen  dieselben  Hülfsmittel  wie  die  Untersuchung  eines  Kreis- 
ringes E,  innerhalb  dessen  die  Coefficienten  eindeutig  und  an  jeder 
Stelle  regulär  sind. 

Die  Aufstellung  des  zu  einem  solchen  Bereiche  E  gehörigen  cano- 
nischen Fundamentalsystems  ist  nur  mit  Hülfe  transcendenter  Processe 
möglich,  und  diese  gestatten  zwar  eine  Berechnung  der  Entwickelungen 
der  Elemente  jenes  Fundamentalsystems  mit  beliebiger  Annäherung, 
gewähren  aber  keinen  vollständigen  Einblick  in  das  Verhalten  dieser 
Integrale  bei  einem  Umlaufe  innerhalb  E.  Nur  in  einigen  besonderen 
FäUen  kann  dieses  Verhalten  entweder  für  alle  oder  doch  wenigstens 
für  einige  Elemente  des  Fundamentalsystems,  das  zu  einem  Punkte 
X  =  a  gehört,  der  für  die  Coefficienten  ein  algebraischer  Unendlichkeits- 
punkt, für  das  allgemeine  Integral  aber  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
ist,  genau  angegeben  werden,  in  denjenigen  Fällen  nämlich,  wo  entweder 
einige  Integrale  sich  in  x  =  a  bestimmt  verhalten,  oder  wo  einige  oder 
n  linear  unabhängige  Normalintegrale  vorhanden  sind. 

Ueber  das  Eintreten  dieses  Umstandes  kann  nur  durch  besondere  Con- 
vergenzbetrachtungen  entschieden  werden,  die  für  die  formal  hergestellten 
Normalreihen  vorzunehmen  sind.  Da  diese  letzteren  durch  rein  alge- 
braische Processe  gewonnen  werden,  so  geben  sie,  falls  sie  convergiren, 
über  das  Verhalten  der  durch  sie  dargestellten  Integrale  vollständigen 
Aufschluss;  auf  die  Bedeutung,  welche  diese  merkwürdigen  Entwicke- 
lungen auch  im  Falle,  wo  sie  divergent  sind,  für  die  Integrale  der 
Differentialgleichung  besitzen,  hat  Herr  Poincare  zuerst  aufmerksam 
gemacht;  wir  werden  im  folgenden  Abschnitte  das  Ergebniss  der  hierauf 
bezüglichen  Untersuchungen  kurz  angeben,   ohne  jedoch  auf  die  Her- 
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leitimg  desselben  genauer  einzugehen.  Wir  bemerken  aber  gleich  hier, 
dass  die  auf  Stellen  der  Unbestimmtheit  bezüglichen  Untersuchungen 
der  Forschung  noch  ein  weites  Feld  darbieten,  und  dass  wohl  erst  noch 
die  Ausbildung  neuer,  oder  eine  wesentliche  Vertiefung  der  bisher  ent- 
wickelten Methoden  erforderlich  sein  dürfte,  um  über  das  Verhalten 
der  Integrale  in  der  Umgebung  einer  solchen  Stelle  ebenso  befriedigende 
•Ergebnisse  zu  erlangen,  wie  sie  die  Methoden  des  Herrn  Fuchs  für 
den  Fall  einer  Stelle  der  Bestimmtheit  geliefert  haben. 


Siebenter  Abschnitt. 

Allgemeingültige  Darstellungen  der  Integrale  von  Differential- 
gleiclinngen  mit  rationalen  Coefflcienten. 

Erstes  Kapitel. 

102.    Das  Integrationsproblem  für  eine  Differentialgleichung  mit 
rationalen  Coefflcienten.     Querschnitte. 

Den  folgenden  Betraclitiingen  legen  wir  die  Annahme  zu  Grunde, 
dass  die  Coefflcienten  der  Differentialgleicliung 

(A)  pj"  +i\y"'~''  +  --'-\-i\y  =  ^ 

rationale  Functionen  von  x  sind  und  dass  insbesondere  der  Coefficieut  der 
höchsten  Ableitung  p^^  eine  Constante  ist. 

Seien  a^,  a^,  •  •  •  a^  die  im  Endlichen  gelegenen  Stellen,  wo  eine 
oder  mehrere  der  rationalen  Functionen  p^,  p^,  •  •  •  p^^  unendlich  werden, 
dann  umfasst  also  der  Bereich  T,  der  aus  der  Gesammtheit  aller  Stellen 
besteht,  in  deren  Umgebung  sich  die  p^,  p^,  •  •  •  p^^  regulär  verhalten, 
die  Gesammtheit  aller  endlichen  Werthe  von  x  mit  Ausschluss  der 
a^,  «2,  •••  a^-,  dieser  Bereich  ist  also  ein  ((>  +  l)-fach  zusammen- 
hängender und  da  innerhalb  desselben  die  p^,  p^,  '  '  '  Pn  ^^^^  eindeutig, 
d.  h.  unabhängig  vom  Fortsetzungswege  sind,  so  ist  T  mit  dem  in  der 
Nr.  11  definirten  Bereiche  E  identisch.  Denken  wir  uns  T  dadurch  in 
einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  T  verwandelt,  dass  wir  von 
«j,  «2?  '  '  '  ^a  ^^^  nQ.ch.  dem  Unendlichen  hin  Querschnitte  legen,  die 
weder  sich  selbst  noch  einander  gegenseitig  durchkreuzen;  nennen  wir 
den  von  a  ausgehenden  Querschnitt  l.^,  so  ist  das  allgemeine  Integral 
von  (A)  innerhalb  T  eindeutig,  und  kann  bei  Fortsetzungen  auf  inner- 
halb T  verlaufenden  geschlossenen  Wegen  nur  dann  eine  Werthände- 
rung  erfahren,  wenn  diese  Wege  einen  oder  mehrere  der  Querschnitte  l_^ 
überschreiten. 

Sei  a;  =  I  ein  von  den  a^,  a,^,  ■  ■  ■  a^,  oo  verschiedener  Punkt, 
und  denken  wir  uns  ein  Fundamentalsystem  y^,  y,^,  •  •  •  y^^  durch  seine 
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Anfangswerthe  in  x  =  |  definirt,  so  ergeben  sich  für  die  Elemente 
desselben  Darstellungen  in  der  Form  von  Potenzreihen,  die  für  alle 
Werthe  von  x,  die  der  Ungleichung 

genügen,  convergent  sind,  wo  jR^  die  kleinste  unter  den  Grössen 

II  —  a j ,  II  —  «2 : ,  •  • .  II  —  a.^ ; 

bedeutet,  und  die  Coefficienten  dieser  Reihenentwickelungen  bestimmen 
sich,  mit  Hülfe  der  durch  die  Anfangsbedingungen  festgelegten  it 
ersten  Coefficienten,  aus  der  zu  x  =  ^  gehörigen  Recursionsformel. 

Die  Integration  der  Differentialgleichung  (A)  wird  ge- 
leistet sein,  sofern  es  gelingt,  die  Werthe  der  so  innerhalb  T 
eindeutig  bestimmten  Integrale  ?/^,  y.^,  •  •  •  y^^  an  irgend  einer 
Stelle  X  des  Bereiches  T  zu  bestimmen,  wenn  überdies  der 
Weg  W  vorgeschrieben  wird,  auf  welchem  die  unabhängige 
Variable,  von  |  ausgehend,  nach  jener  Stelle  x  hin  gelangt  ist. 

Jeder  solche  Weg  lässt  sich  aus  zwei  Theilen  zusammensetzen; 
einem  innerhalb  T  verlaufenden,  wir  sagen  directen  Wege  von  | 
nach  X,  und  einem  die  Querschnitte  l^,  •  •  •  l^  überschreitenden  von  x 
ausgehenden  geschlossenen  Wege  U.  Bezeichnen  wir  die  Werthe  der 
y-^^,  y.2,  ■  ■  ■  y„  ™  Punkte  x  für  den  directen  Weg  durch 
y^,  y.^(x),  -■■  y^{x), 

die  Werthe,  welche  diese  Integi-ale  annehmen,  nachdem  die  unab- 
hängige Variable  von  x  ausgehend  den  geschlossenen  Weg  U  voll- 
zogen hat,  durch 

®y^{x),  &y^(x),  •  • .  ®yS^), 
so  ist: 

[&y,{x)\  =  Siy.^{x)\        (.=1,2,...«), 

wo 

'^=(^/x)  {','«  =  1,2,...») 

eine  wohlbestimmte  lineare  Substitution  bedeutet. 

Da  zwei  Wege,  die  zusammengenommen  die  vollständige  Be- 
grenzung eines  Theiles  von  T  ausmachen,  dieselben  Functions  werthe  der 
yv  '  ' '  Vn  lißf^rn,  so  hängt  die  Substitution  S  offenbar  nur  von  der 
Anzahl,  der  Richtung  und  der  Aufeinanderfolge  der  Ueberschreitungen 
ab,  die  der  Weg  U  über  die  Querschnitte  l^,  •  •  •  l^  vollzieht.  Wir 
bezeichnen  die  Richtung,  in  der  ein  unendlich  kleiner  im  positiven 
Sinne  beschriebener  Umlauf  um  den  Punkt  a^  den  Querschnitt  l^  über- 
schreitet,   als   die  positive,   die   entgegengesetzte  als  die  negative  und 
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sagen,  ein  Weg  habe  den  Querschnitt  l_^  2-mal  überschritten,  wenn 
er  ihn,  falls  A  >  0  ist,  A-mal  in  positiver  Richtung,  oder  falls  A  <  0 
ist,  —  A-mal  in  negativer  Richtung  überschritten  hat.  Dann  ist  also  S 
vollkommen  bestimmt,  wenn  wir  angeben,  der  Weg  U  überschreite 
zuerst  A^-mal  den  Querschnitt  l.  ,  dann  A.^-mal  den  Querschnitt  l.^  u.  s.  w., 
endlich  A^^-mal  den  Querschnitt  l.  ,  wo 

^1 1  i^,  ■  ■  •  * 
eine  Combination   mit  beliebiger  Wiederholung  der  Zahlen  1,  2,  ■  •  •  ö, 

A^,  A,,  •  •  •  A^ 

positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten.  Bezeichnen  wir  nämlich 
durch  Ä_,  diejenige  lineare  Substitution,  welche  die,  innerhalb  T  ein- 
deutigen particulären  Integrale  ij^,  y^,  ■  ■  ■  y^^  erfahren,  wenn  die  unab- 
hängige Variable  einen  beliebig  kleinen  positiven  Umlauf  um  den 
Punkt  «^  vollzieht,  so  ist  (vergl.  Nr.  30,  S.  95,  96)  die  dem  Umlaufe  U 
entsprechende  Substitution  S  in  der  Form 


darstellbar. 

Das  Integrationsgeschäft  zerfällt  also  in  zwei  wesentlich  zu  unter- 
scheidende Aufgaben.  Die  erste  besteht  darin,  die  Werthe  des  durch 
gewisse  Anfangsbedingungen  im  Punkte  x  ==  ^  definirten  Fundamental- 
systems \y^  in  irgend  einem  Punkte  x  bei  Fortsetzung  auf  directem 
Wege  zu  ermitteln;  die  andere  darin,  die  Substitutionen  aufzufinden, 
die  dieses  Fundamentalsystem  erfährt,  wenn  die  ui^abhängige  Variable 
positive  Umläufe  um  die  einzelnen  im  Endlichen  gelegenen  singulären 
Punkte  a^,  ct.,,  ■  •  •  a^  ausführt.  Beide  Aufgaben  lassen  sich  theoretisch 
durch  sueeessive  Fortsetzung  der  Potenzreihen  lösen,  die  in  der  Um- 
gebung von  X  =  i,  zur  Darstellung  von  y^,  •  •  •  y^^  dienen;  ijraktisch 
ist  dieses  Verfahren  nicht  allein  äusserst  mühsam,  sondern  rechnerisch 
auch  fast  undurchführbar.  Denn  wenn  man  für  eine  Stelle  |'  der 
Umgebung  von  ^  die  Werthe  der  y^,  ■  ■  •  y^^  und  ihrer  n  —  1  ersten 
Ableitungen  berechnen  will,  um  dann  mit  Hülfe  derselben  die  Ent- 
wickelungen  dieser  Integrale  in  der  Umgebung  von  |'  herzustellen,  so 
ergeben  sich  diese  Werthe  selbst  schon  in  der  Form  von  unendlichen 
Reihen,  und  je  öfter  man  das  Fortsetzungsverfahren  anzuwenden,  d.  h. 
je  mehr  Z wisch enwerthe  |',  |",  •  •  •  ^^"^  man  zwischen  |  und  x  einzu- 
schalten hat,  damit  jeder  dieser  Werthe  ^'''"'^  in  der  Umgebung  des 
vorhergehenden  und  der  letzte  |'"^  in  der  Umgebung  von  x  gelegen 
sei  (wobei   diese  Werthe  überdies  auch  noch  so  zu  wählen  sind,   dass 

Schlesin  ger,  Differentialgleichungen.  I.  24 
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sie  auf  dem  vorgeschriebenen,  von  |  nach  x  hinführenden  Wege  liegen), 
um  so  mehr  häufen  sich  die  in  die  Rechnung  eintretenden  unendlichen 
Reihen  und  damit  die  Schwierigkeiten  der  Ausführung  dieser  Rechnung. 
Am  einfachsten  lassen  sich  diese  Schwierigkeiten  beseitigen,  wenn  es 
gelingt,  eine  Darstellung  für  die  Integrale  y^,  y,^,  ■  •  •  y^  zu  finden,  die 
füi-  den  ganzen  Bereich  T  unbeschränkte  Gültigkeit  hat,  die  also  nicht 
nur  die  Werthbestimmung  bei  Fortsetzung  auf  directem  Wege,  sondern 
auch  bei  Fortsetzung  auf  beliebigem  die  Querschnitte  überschreitendem 
Wege  gestattet.  Solche  Darstellungen  sind  nun  in  der  That  von  Herrn 
Fuchs  gegeben  worden;  dieselben  liefern  zugleich  eine  Bestimmung  der 
Substitutionen  A,,  Ä-,,  •  •  •  A  .  Wir  wollen  die  eine  dieser  Darstel- 
lungen  jetzt  vorführen,  bemerken  aber,  dass  wir  später  für  die  Lösung 
der  erwähnten  beiden  Aufgaben  noch  andere  Methoden  entwickeln 
werden,  die  besonderen  Zwecken  zu  dienen  geeignet  sind. 

103.    Darstellung  eines  Particularintegrals  in  Perm  einer  Reihe. 

Da  diese  Darstellung  auch  ohne  weiteres  auf  eine  nicht  homogene 
Differentialgleichung  anwendbar  bleibt,  so  betrachten  wir  gleich  die 
complette  Differentialgleichung 

(1)  D(y)  =  y^"^  -  l\(x)y'''-'' pS^)y  =  p{x\  . 

wo  nun  auch  p{x)  eine  rationale  Function  bedeuten  soll. 

Wir  denken  uns  den  Differentialausdruck  B{y)  als  Differenz  zweier 
Differentialausdrücke 

i^iif)  =  DM  -  DM 

dargestellt,  so  dass  I)-^(y)  die  n^^  Ableitung  von  y  enthält,  I)^(y)  aber 
höchstens  bis  zur  (n  —  l)*""^  Ableitung  ansteig-t;  dann  hat  (1)  die  Form 

D^{y)^D,Sy)+Pi^)- 
Sei  y(x)  ein  Integral  von  (1),  welches  für  den  regiüären  Werth  a:  =  | 
mit    seinen   (ii  —  1)   ersten  Ableitungen  die  vorgeschriebenen  Anfangs- 
werthe 

(2)  2/(1)  =  V,   y\i)  -  vv  ■  ■  ■  i'-'\l)  =  ^_x 

annimmt,    und    bedeute    i(^    ein   Integral    der    homogenen    Differential- 
gleichung 

(3)  DM  =  0, 

welches  den  für  y(x)  vorgeschriebenen  Anfangsbedingungen  (2)  genügt. 
Ein  solches  Integral  u^^  ist  stets .  angebbar,  wenn  DM   ^i'klich  die 
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52*®  Ableitung  enthält  und  überdies  keinen  von  den  singulären  Punkten 
von  (1)  verschiedenen  singulären  Punkt  besitzt. 
Setzen  wir  dann 

.y  =  %  +  'S 

so  genüg-t  n.  der  Differentialgleichung 

D,(«„  +  «)  =  D,Oi,  +  «)+p(^), 

oder  wenn  wir  die  bekannte  Function 

setzen,  so  muss  u  ein  Integral  der  Differentialgleichung 

und  zwar,  da  u  mit  seinen  («  —  1)  ersten  Ableitungen  für  x  =  ^  ver- 
schwindet, das  zu  X  =  ^  gehörige  Hauptintegral  (vergl.  S.  78)  der- 
selben sein.    Sei  ebenso  ii^  das  Hauptintegral  der  Differentialgleichung 

D,{u)  =  F^{x), 

und  setzen  wir 

n  =  u^  -\-  V, 

so  hat  r  das  Hauptintegral  zu  sein  von 

D^{t)=^D^X^)  +  F^{x), 
wo 

gesetzt  wurde.     Sei  allgemein  a_^  das  Hauptintegral  von 

(4)  D,{y)  =  F^_^{x), 
v_  _  j  das  Hauptintegi'al  von 

(5)  DM  ==  B,{y)  +  F^{x), 
wo 

gesetzt  wurde,  und  x  die  Werthe  2,  3,  •  •  •  r  durchläuft,  so  ist 

(6)  y  =  %  +  ^*i  +  *''2  H ^  ^^-  +  ^v-i  • 

Wir   werden    diesen   Process    ins    Unendliche    fortsetzen    und    auf 
diese  Weise  eine  unendliche  Reihe 

^^0  +  ^<i  +  ^h-\ 

erhalten;  von  dieser  wird  gezeigt  werden,  dass  sie  couvergirt  und  das 
Integral  y  darstellt.  Ehe  wir  aber  auf  diesen  Convergeuzbeweis  ein- 
gehen, haben  wir  die  Beschaffenheit  der  u_^  noch  genauer  zu  untersuchen. 

24* 
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104.    Untersuchung  der  einzelnen  Glieder  der  Reihe,  allgemein  und 
unter  einer  besonderen  Annahme. 

Bedeute    y^,  y^,   •  •  •  y^^    ein    Fundanrentalsystem    der    homogenen 
Differentialgleicliung  (3),  so  ist  u^,  das  Hauptintegral  von  (4),  in  der  Form 

darstellbar  (vergl.  Nr.  26,  S.  78),  wo 

A(^)  =  B{y^,  y,^,  ■■■  y,)=^'±  y,  yi^ 


y"r\ 


dA{x) 
o-esetzt  wurde.     Setzt  man 


^«  =  a[#-.] 


X 

=  1  F     Jx)^, 

'■'■  J  Z  —  1  V      /    ^  ( 


7"^  dx, 


so  sind  dies  die  bei  der  Lagrange'schen  Methode  variirten  Con- 
stanten, und  es  ist  demnach  (vergl.  Nr.  26,  S.  77) 

«A'^Vc    AJ'^  (0  =  0,1,...  «-1). 

i  =  l 

Setzen  wir 

A(^)  =  ^«-i/"''  +  ^„-./'"'^  +  •  •  •  +  %y, 

so  ist 
also 

/•=x  y 

wo  wir  der  bequemeren  Rechnung  wegen  jetzt  die  Integrationsvariable 
durch  t  bezeichnet  haben.  Nun  ist  aber  D,  (jj-(x))  von  t  unabhängig 
und  kann  folglich  unter  das  Integralzeichen  genommen  werden;  wenn 
wir  also 

setzen,  d.  h. 


104.  Eigenschaften  der  u       Besonderer  Fall. 
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A(^^)  = 


so  ist 

0) 


y.(S)       y-ß)       ■  ■  ■  yß)       \ 
//i  (0        y,(t)       ■  ■  ■  yß)       ! 

A(f,  x) 


^.w=/^^«-.(«)* 


Wir  haben  auf  diese  Weise  eine  Recursionsformel  für  die  F_^_{x),  die 
uns  diese  Grössen  für  jc  =  1,  2,  3,  •  •  •  liefert,  wenn  das  Fundamental- 
system  y^,y.2,---y„  und  F^^{x)  bekannt  sind.    Analog  ergiebt  sich,  wenn 

yß)       yß)      •••!/«(0 
1 2/i(^)       y^2^^)      •  ■  •  yni^) 

gesetzt  wird, 

(8)  \-fK.-i(i) 


dt 


Wir  wollen  nun  die  eben  erhaltenen  Formeln  unter  der  besonderen 
Annahme 

C9)  B^{y)  =  ?/^     D^iy)  -- p,{x)y'"-''  +  ■■■  ^P^V 

weiter  ausrechnen.    Zu  dem  Ende  beachten  wir  zunächst,  dass  allgemein 

und  andererseits 

I  y^(i)       yß)      ■  ■  ■  yß)      1 

I  y'fix)       i^{£)      ■  ■  ■  y':\x)      j 


d.  h.  also 

(10) 


gefunden  wird,  während  sich 


(11) 


aAi(^,  x) 

dt 
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y.(t)      ■■■yA*) 
y'r^t)  ■  ■  ■  y'r\t) 

y^i^)      ■  ■  ■  yni^) 

ergiebt.    Ein  Fnndamentalsystem  der  Differentialgleichung  (3)  ist,  unter 
der  Annahme  (9)  z.  B. 

1,     x  —  ^,     {x  —  if,  •  •  •  (x  —  |)"~'; 

mit  Hülfe   desselben   stellt  sich   das   den  Anfangsbedingungen   (2)  ge- 
nügende Integral  u^^  von  (3)  in  der  Foitü 

(12)       u^  =  ^  +  ^^  — -  +  n^  L__  +  .  .  .  +  rj^^_^  \n-iy. 

dar.     Für   ^^(x),  y.^{x),  ■  ■  •  y^x)   wählen  wir  das  Fnndamentalsystem 

dann  ergiebt  sich  durch  einfache  Rechnung 

A(:^')  =  l!  2!  •■•  ('«—  1)!, 


1    t    r 


e~' 


\(t,x)  =  \^  1   2^.--  {H-\)r 


12  n 

X       X      •  '  •  X 

und  hieraus  folgt  leicht  die  Gleichung 

gAi(<,  x)  aAj(f,  X) 


dt 


dx 


Demnach  ist  in  diesem  Falle  A^(t,  x)  eine  blosse  Function  von  t  —  x, 
und  zwar  offenbar  eine  ganze  Function  (n  —  1)'®"  Grades.  Da  aber 
die  Ausdrücke 


A(t,x), 


dAj^{t,x)  o"    ^A^{t,x) 


für  t  =  X  identisch  verschwinden,  und 

[q^]      =A(0 

L      dx  J/=x 

ist,  so  erhalten  wir  einfach 

Hiernach  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (10): 


105.  Untersuchung  des  Restgliedes  und  Convergenzbeweis. 


375 


Setzen  wir  diesen  Ausdruck  gleich  fix,  t),   so  erhalten  wir  also  unter 
der  Annahme  (9)  die  Formeln 

y.=l 

denen  noch  die  Gleichung  (12)  hinzuzufügen  wäre. 


(13) 


105.    Untersuchung  des  Restgliedes  und  Convergenzbeweis. 

Wir  wenden  uns  nun  im  allgemeinen  Falle  zur  Convergenzunter- 
suchung,  und  beachten  dabei  zuvörderst,  dass  das  Restglied  v^_^  der 
Reihe  (6)  als  Hauptintegral  der  Differentialgleichung  (5)  für  x  =  r 
leicht  dargestellt  werden  kann,  wenn  wir  ein  Fundamentalsystem 
w^,  IV ^,  •  •  •  lü^  der  reducirten  Differentialgleichung 

(14)  D^(^)_i)^(^)  =  0 

kennen.     Setzen  wir  nämlich 

E(ic)  =  JK^u  ^2'  *  ■  '  ^Jj 

d£{x) 


E(^) 


^K"~T 


so  ergiebt  sich 
(16) 


In  Bezug  auf  die  in  den  entwickelten  Formeln  auftretenden  von 
I  nach  X  erstreckten  Integrale  bemerken  wir  ferner,  dass  wir  uns  die 
Integration  auf  einem  beliebigen  innerhalb  T  verlaufenden,  d.  h.  die 
singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  nicht  berührenden  endlichen 
Wege  L  vollzogen  denken  können.  Dann  bleiben,  wenn,  wie  schon 
hervorgehoben,   die  Theilung  von  Di^y)   so  eingerichtet  wird,   dass  die 
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Coefficienten  von  I)^(ij)  an  keiner,  von  den  singulären  Stellen  der 
Differentialgleicliung  (1)  Terschiedeneu  Stelle  unendlich  werden,  die 
y  y  y^y  ■  ■  ■  y  während  des  Verlaufes  der  Integration  endlich  und  stetig, 
es  behält  folglich  auch  der  Ausdruck 

A{t,  x) 

stets  einen  endlichen  Werth.  Sei  der  Maximalwerth  des  absoluten 
Betrages  von 

FJx)  =  D.^(ii^) -\- Pix) 

auf  dem  Integrationswege  L^  gleich  N,  der  Maximalwerth  von 

A{t,x) 

A{t) 

auf  demselben  Wege  gleich  M,  so  folgt,  wenn  wir  die  Länge  des 
Weges  L    gleich  S^  setzen,  also  S^  durch  die  Gleichung 


X 

f 


dt 


erklären,  aus  der  Gleichung  (7)  für  j£  =  1,  2, 


^2  A7.C'2 


\FXx)\^^,M'-NS:, 
und  da  die  Reihe 

(16)  -M^IT"^ 2! 1 3l ^ J 

für  jeden  endlichen  Werth  von  S^  convergirt,  so  schliessen  wir  hieraus, 
dass  die  Reihe 

m  FJx)  +  F^(x)-{-F.^{x)  +  --- 

innerhalb  T  unbedingt  und  gleichmässig  convergent  ist.    Da  ferner  auch 

I  \it,  X)  I        I  E^)  j 

'      A(f)      !'      I    Eit)    I 
unterhalb    einer    bestimmten    Grenze    bleiben,    wenn    f    den    Weg    L 
durchläuft,  so  folgt  nunmehr  aus  der  Convergenz  der  Reihen  (16),  (17) 
einerseits  die  imbedingte  und  gleichmässige  Convergenz  der  Reihe 

%  +  ^*i  +  «<2  H 

und  andererseits  die  Gleichung 


105.  Convergenzbeweis.    Form  der  u  . 
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lim  ü^_j  =  0, 
so  dass  sieh  also  aus  (6)  die  Darstellung 

(18)  y=^''^ 

z=0 

ergiebt. 

Für  die  diircli  die  Gleichungen  (9)  charakterisirte  Form  der  Zer- 
legung von  D{y)  kann  noch  eine  weitere  Umformung  der  u_  vor- 
genommen werden.  Die  Differentiation  des  Ausdruckes  von  w.  in  den 
Gleichungen  (13)  nach  x  ergiebt 


(«"m 


clx 


i  =  K-M: 


also^  da  ii^  mit  seinen  n  —  1  ersten  Ableitungen  für  ä;  =  |  verschwindet, 


".  =  /""^._x(-^)(^^)% 


wo  durch  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  das  «-fach  iterirte 
Integral  nach  x  angedeutet  wird.  Setzen  wir  nun  noch  für  F_^_^  (x) 
seinen  Werth 

J^,_A^)  =  AK-l)  (-  =  2,3,...), 

F,{x)       =D,(u,)+p(x), 
so  erhalten  wir  die  Recursionsformel 


(19) 


{y.  =  2,3,  ■■■»), 


während  u^  durch  die  Gleichung  (12)  gegeben  ist. 


Zweites   Kapitel. 

106.    Untersuchung  der  Integrale  als  Functionen  der  in  den 

Coefücienten  auftretenden  Parameter.    Darstellung  der  Substitutions- 

coefficienten. 

Wenn  die  p^ipi-^,  ■  ■  •  P,X^),  pipo)  rationale  Functionen  von  x  sind, 
so  ist  jedes  der  u^  eine  Function,  die  durch  iterirte  Integration 
rationaler  Ausdrücke  entstellt.  Die  Darstellung  (18)  von  y  gestattet 
uns  dann  den  Werth  von  y  zvi  berechnen  an  irgend  einer  Stelle  x, 
die  nicht  zu  den  singulären  Punkten  gehört,  wenn  der  Weg  vor- 
geschrieben wird,  auf  welchem  die  Variable  von  t,  aus  nach  jener 
Stelle  X  gelangt;  über  diesen  Weg  ist  dann  immer  die  letzte  der  bei  Bil- 
dung der  u  erforderlichen  Integrationen  zu  erstrecken.  Die  Werthe  der 
successiven  Ableitungen  von  y  erhalten  wir  zufolge  der  über  die  Reihe 
(18)  gefundenen  Ergebnisse  durch  gliedweise  Differentiation  dieser  Reihe, 
also  ist  insbesondere 

(20)  7/*"-")  =  V^l"""'  (a  =  l,2,--n-l), 

wo 

X 

(21)  u[^-^'^=P"\p^{x)it^;Z^^  +  •  •  •  +  PMK-^)  (<l^T  ■ 

Diese  Darstellung  ist  nun  in  hervorragender  Weise  dazu  geeignet,  um  daran 
die  Art  der  Abhängigkeit  eines  Integrals  von  den  in  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  auftretenden  Parametern  zu  studiren,  wobei  in- 
dessen bemerkt  werden  muss,  dass  je  nach  der  Art,  wie  diese  Para- 
meter in  die  Differentialgleichung  eingehen,  nicht  gerade  die  Zerlegung 
(9)  von  D{jj)  die  zweckmässigste  sein  wird,  vielmehr  wird  man  die 
Zerlegung  dem  besonderen  vorliegenden  Falle  anzupassen  haben.  Man  hat 
nur  immer  dafür  zu  sorgen,  dass  die  Integrale  der  Differentialgleichung 
(3)  in  einfacher  Weise  angebbar  seien,  damit  sich  u^  in  einer  für  die 
Untersuchung  brauchbaren  Form  darstellt. 

Wir  nehmen  im  Folgenden  p(x)  =  0,  d.  h.  die  Differentialglei- 
chung (1)  homogen;  überdies  können  wir  uns  vorstellen,  dass  der 
Punkt  X  =  CO  eine  reguläre  Stelle  oder  doch  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
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heit  für  die  Differentialgleichung  ist,  denn  sollte  dies  nicht  von  vorne- 
herein der  Fall  sein,  so  wäre  nur  an  Stelle  von  x  etwa 

1 
X  —  a 
als  neue  unabhängige  Variable  einzuführen,  wo  a  eine  Stelle  der  Be- 
stimmtheit (reguläre  oder  singulare)  bedeutet.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung folgt  aus  der  Gestalt  der  Coefficienten  in  der  Umgebung  von 
x  =  <X),  wie  wir  sie  in  der  Nr.  59  (S.  211)  festgestellt  hatten,  dass  die 
rationalen  Functionen  p^ix),  ■  ■  ■  p^^ipc),  in  Partialbrüche  zerlegt,  die  Form 

(22)  P>i-)-^±~^        <—•■•"> 

haben  müssen,  wo  die  A^^.^.  Constanten,  rt^,  a^?  "  •  •  «„  die  im  End- 
lichen gelegenen  singulären  Punkte  von  (1)  bedeuten. 

Denken  wir  uns  diese  Werthe  in  die  Ausdrücke  (19),  (21)  ein- 
gesetzt, so  ersehen  wir  zunächst,  dass  sich  jedes  ii,^  als  ganze  rationale 
Function  der  A^^^.  darstellt.  Da  die  Entwickelungen  (18),  (20)  für 
alle  endlichen  Werthe  der  A^^^.^  unbedingt  convergent  sind,  so  können 
wir  uns  nach  Potenzen  dieser  Grössen  geordnet  denken  und  erhalten 
auf  diese  Weise  y  mit  seinen  successiven  Ableitungen  in  der  Form 
beständig  convergenter  Potenzreihen  dieser  A^^.. 

Es  sind  also  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (1) 
ganze  transcendente  Functionen  der  A,,.. 

Die  Coefficienten  C  dieser  Entwickelungen 

(23)  y  =  ycA';\  .  A';\  .  ■■•  A';\  . 

erscheinen  in  der  Form  iterirter  Integrale  rationaler  Functionen,  in 
deren  Nenner  nur  die  Linearfactoren 

X  —  a^     X  —  «2 ,  •  •  •  X'  —  a^ 

auftreten  können.  Solche  iterirte  Integrale  lassen  sich  nun  offenbar 
mit  Hülfe  von  Transcendenten   darstellen,   die   durch   die   Gleichungen 

.T 

äx 


h{x,l',  «i)  =  /^ 

X 


A(x,  I;  (Xj)dx 


.  /      5,  .  C    dx        r      dx  r   dx 
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definirt  werden,  und  wo  die  a^,  a^,  •  ■  •  a^^^  irgend  welche  der  Grössen 
a^,  «2,  •  •  •  a^  in  bestimmter  Aufeinanderfolge  und  mit  unbeschränkter 
Wiederholung  bedeuten.  Die  gedachten  iterirten  Integrale  ergeben 
sich  nämlich  als  lineare  Functionen  dieser  A  mit  in  x  rationalen  Coeffi- 
cienten.  In  dieser  Form  sind  also  die  Coefficienten  C  der 
Entwickelung  (23)  darstellbar,  und  diese  Darstellung  lässt 
zugleich  die  Art  der  Abhängigkeit  des  Integrals  y  von  den 
singulären  Punkten  der  Differentialgleichung  hervortreten. 
Wie  wir  sehen  ist  diese  Abhängigkeit  von  wesentlich  anderer  Natur 
als  die  von  den  A^^.^..  Wir  wollen  dieselbe  nunmehr  in  dem  Falle 
genauer  studiren,  wo  der  Fortsetzungsweg  ein  geschlossener  ist,  wo 
also  die  Reihen  (18),  (20)  constante,  d.  h.  von  x  unabhängige  Wei-the 
darstellen. 

Die  Bedeutung  dieser  geschlossenen  Integrale  ist  leicht  zu  über- 
sehen. Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Werthe,  welche  die  y,  y',  y",  ••• 
annehmen,  wenn  wir  dieselben  von  einer  Stelle  x  ausgehend  auf  einem 
zu  X  zurückkehrenden  geschlossenen  Wege  ü^  fortsetzen,  offenbar  nur 
davon  abhängen,  Avie  oft  und  in  welcher  Aufeinanderfolge  dieser  Weg 
die  Querschnitte  l^,  /,,  •  •  •  ^^  der  in  der  Nr.  102  (S.  367)  definirten  Fläche  T 
überschreitet.  Sei  y^,  i/^,  •  •  •  y^  ein  Fundamentalsystem  der  Differential- 
gleichung (1),  y^  definirt  durch  die  Anfangsbedingungen 

,y^  =  0,     X=^n  —  a,     %  =  i], 

und  bezeichnen  wir  die  diesen  Anfangsbedingungen  gemäss  gebildeten 
Grössen  u_^  durch  u_^^,  so  dass  also  nach  Gleichung  (12) 


0  «  (^n  —  k)  ! 

zu  nehmen  ist.  Bezeichnen  wir  ferner,  wie  in  der  Nr.  102  (S.  368)  durch 

dasjenige,  was  aus  yy  wird,  wenn  x  den  Umlauf  U ,  /l-mal  vollzogen  hat, 
einen  Umlauf,  der  sich  durch  stetige  Deformation  innerhalb  T  in  einen 
Weg  überführen  lassen  möge,  der  zunächst  in  T  von  x  nach  |,  dann 
auf  einem  Wege  U,  der  gewisse  4er  Querschnitte  7^,^27  ■■"  K  über- 
schreitet, nach  ^  zurück,  und  endlich  von  |  wieder  auf  einem  inner- 
halb  T  verlaufenden  Wege  nach  x  geht.     Dann  ist 
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wo  die  a^  n  Constauten  bedeuten,  deren  Determinante  nicht  ver- 
schwindet, und  für  x  =  |  ist  insbesondere  zufolge  der  für  die  y^^  fest- 
gesetzten Anfangsbedingungen  (vergl.  S.  o20) 

(24)  a^.^=^&y^:-^\^)- 

diese  Constanten,  die  Coefficienten  der  Substitution  S,  die  das  Funda- 
mentalsystem ij^,  ■  ■  ■  y^^  bei  dem  Umlaufe  ü^  erfährt,  hängen  noch  von 
^  ab.  Bilden  wir  die  Ausdrücke  der  y^\x)  gemäss  den  Grleichungen 
(18),  (20)  mit  Hülfe  der  u^J^  und  erstrecken  diese  iterirten  Integrale, 
d.  h.  die  letzte  von  den  bei  Bildung  derselben  auszuführenden  Integrationen 
über  den  geschlossenen  Weg  TJ,  so  erhalten  wir  nichts  anderes  als  die 

8</f(S); 

diese  und  somit  die  a  stellen  sich  demnach  dar  als  g-anze 
transcendente  Functionen  der  A, , .  mit  Coefficienten,  die  durch 
auf  dem  Wege  U  erstreckte  geschlossene  iterirte  Integrale 
rationaler  Functionen  gegeben  werden.     Die  Gleichung 

I  a^.^  —  C3^^y-!  =  0  («,y  =  l,2,.«) 

ist  die  zum  Umlaufe  U  gehörige  Fundamentalgleichung,  ihre 
Coefficienten  und  Wurzeln  sind  folglich  unabhängig  von  |;  diese 
Coefficienten  erscheinen  gleichfalls  als  ganze  transcendente 
Functionen  der  A,..,  und  die  in  den  Entwickelungen  dieser 
Functionen  nach  Potenzen  der  A^,.  als  Coefficienten  auf- 
tretenden  Combinationen  geschlossener  iterirter  Integrale 
geniessen  die  besondere  Eigenschaft,  von  |  unabhängig  zu  sein. 
Der  erste  Theil  dieses  Ergebnisses  stimmt  mit  dem  in  der  Nr.  85 
(S.  306)  gefundenen  Resultate  überein;  für  die  wirkliche  Berechnung 
der  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  wird  es  aber,  wie  auch  in 
der  Nr.  80,  zweckmässiger  sein,  dieselben  nicht  direct,  sondern  erst  die 
Potenzsummen  der  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  zu  berechnen. 
Wir  finden  diese  (vergl.  Nr.  89,  S.  321),  indem  wir  die  Ausdrücke  der 

durch  die  w'''''  herstellen,  wobei  dann  die  zur  Bildung  dieser  Grössen 
erforderlichen  iterirten  Integrale  über  den  A-mal  zu  durchlaufenden  ge- 
schlossenen Weg   ü  zu  erstrecken  sind,  in  der  Form 


die  Wurzeln    der  Fundamentalgleichung  bedeuten. 
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107.    Die  Günther'sehe  Entwickelung  der  Coefficienten  der  zu 
einem  Kreisringe    gehörigen  Fundamentalgleichung   für  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung, 

Es  sollen  nun  diese  Ausdrücke  für  den  Fall  wirklich  berechnet 
werden,  wo  der  geschlossene  Weg  U  innerhalb  eines  um  den  Punkt 
X  =  0  bIs  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreisringes  E  verläuft,  der  keinen 
der  singulären  Punkte  enthält  und  dessen  innerer  Kreis  gewisse 
a^,  a^,  •  •  •  a^  einschliesst,  während  der  äussere  Kreis  die  übrigen 
a  ,  , ,  •  •  •  a  ausschliesst.  Wir  beschränken  uns  dabei,  um  allzu  weit- 
läufige  Rechnungen  zu  vermeiden,  auf  die  Betrachtung  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  in  der  wir  überdies  den  Coeffi- 
cienten der  ersten  Ableitung  gleich  Null  annehmen  (vergl.  Nr.  81), 
und  legen   also   den  folgenden  Betrachtungen  die  Differentialgleichung 

(25)  ^r  =  p,{x)y 

zu  Grunde.    Für  dieselbe  lautet  die  Darstellung  (18)  eines  durch  seine 
Anfangswerthe  ?/,  7^^  bei  x  =  i,  gegebenen  Integrals: 

WO  jetzt  nach  (19) 

X  X 

und  nach  (12) 

%  =  n-\-  Vii^  —  I) 

zu  nehmen  ist.     Für  das  Fundamentalsystem 
Vi,     V  =  0,     >/i  =  l, 


ist  demzufolge 
also  haben  wir 


CO  00 


und  es  sind 
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XX  XXX 

%i  =  I  dx  I  p^(x)dx  I  ■  •  ■  I  dx  I  {x  —  ^)p.^(x)dx, 

X  X  XXX 

^K.-2  =  j  '^^  1  P^(x)dx  I  ■  •  •  I  dx  ip.^{x)dx 
2 x-fach  iterirte  Integrale, 

X  XXX 

Kx  =  ^'P^{x)dxi  .  .  .Cdx  Ux~  l)p^^{x)dx, 

X  XXX 

K2  =  I P2(x)dx  I  •  ■  ■  1  dx  lp^{x)dx 

(2x  —  l)-facli  iterirte  Integrale.     Die  dem  Umlaufe   f/.    entsprechende 
Substitution 


V^21     «22/ 


ist  nach  Nr.  81  (S.  288)  eine  unimodulare,  d.  h.  es  ist 

«ll«22-«12»21=l5 

die  Fundamentalgleichung  lautet  also 

=?a   —  (ff.j^  +  a,^)a)  +  1=0, 
und  der  einzige  zu  berechnende  Coefficient  ist  folglich 

D.  h.  aber,  es  ist 

«n  +  «..  =  2'(s;,  +  ii^,)  =  _2'c^, 

wo  ü  .,  ii'.  die  Werthe  von  u^.,  u'.  bedeuten,  wenn  wir  uns  diese 
iterirten  Integrale  über  den  geschlossenen  Weg  U  erstreckt  denken.  Durch 
partielle  Integration  lässt  sich  dann  0^  in  die  Form  setzen 

i  X  X  X  X 

(26)  C  =  ßj^-^dx  Cdx  f  ■  ■  Cdx  Cxp.ßx 

^  X  X  X  X 

—  /  xp^dx  j  dx  j  •  •  •  I  dx  jp. 


,dx, 
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WO   die  letzte  Integration  von  ^  nach  diesem  Punkte  zurück  über  den 
Weg  U  zu  erstrecken  ist. 

Sei  die  rationale  Function 

A,. 


(27)  i'.W  =  ^2'^ 


innerhalb  des  Kreisringes  E  entwickelt: 

(28)  p,{x)  =  ^a^x% 
und  setzen  wir  allgemein 

X  X  XX 

(29)  J{x,  I;  11^,  ii,,  ■■■  iij  =  l^'^dx  l'af'"^-hlx  /  •  •  •  jV^dx, 
so  istj  wenn  wir  mit 

dasjenige  bezeichnen,  was  aus  diesem  w-fach  iterirten  Integrale  wird, 
wenn  wir  die  letzte  Integration  über  den  geschlossenen  Weg  U  er- 
strecken^ nach  (26) 

(30)         c,  =  2«,^  •  •  •  aj^j(i^  +  1,  0, .;,  0,  •  •  •  g 

Machen  wir  in  (29)  die  Substitution 

x  =  ^t, 
so  wird 

(31)  J(x,  I:  ^^,  ^,,  •  ■  •  ^J  =  l''J(t,  1;  a^,  ^.^,  ■  ■  ■  ^J, 

wo 

Qi  =  ^i  +  ^-2-1 h  l^,„  +  w 

ist,  und  wir  haben  nun,  um  J(^^,  ^.,,  ■  ■  ■  ^i^J  zu  bestimmen,  t  einen  ge- 
wissen von  t  =  1  ausgehenden  Umlauf"  um  ^  =  0  beschreiben  zu  lassen. 
Zufolge  der  Gleichung  (31)  erscheint  C^  in  (30)  als  ganze  rationale 
Function  von  ^  und  ^~  ,  also  a^^  -\-  rt^.,  in  Form  einer  nach  ganzen 
Potenzen  von  |  fortschreitenden  Reihe.  Da  dieser  Ausdruck  aber  von  | 
unabhängig  sein  muss,  so  haben  wir  bei  der  Berechnung  nur  die  von  ^ 
unabhängigen  Glieder  beizubehalten,  d.  h.  nur  diejenigen  Glieder  in 
(30),  die  der  Wahl  ^^  =  0  in  (31)  entsprechen;  die  Summation  in  (30) 
hat  sich  also  nur  auf  diejenigen  Werthsysteme  i^,  i^,  ■  ■  •  i^  zu  er- 
strecken, für  welche 
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(32)  2"''  — 2" 

ist.  Wenn  innerhalb  des  inneren  Kreises  von  E  nnr  der  einzige  singulare 
Punkt  X  =  0  gelegen  ist^  so  enthält  die  Entwickelung  (28)  nur  eine 
endliche  Anzahl  negativer  Potenzen;  in  diesem  Falle  wird  die  Glei- 
chung (32)  nur  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Werthsystemen 
i^,  i^,  ■  ■  '  iy  befriedigt,  d.  h.  C^  setzt  sich  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Gliedern  zusammen;  in  jedem  anderen  Falle  dagegen  er- 
scheint C^  in  Form  einer  unendlichen  Reihe. 
Die  Function 

t  f  t         t 

(33)  Jit,  1;  ^^,  ft,,  .  .  .  ^J  =  ff"'dtjr''^-'dtp  .  .J^dt 

11  11 

bildet  mit  1  und  den  Ausdrücken 


fi'-dtfi'"-\up..ri'% 


'dt  (a  =  2,  ; 

11  i  ' 

zusammen  nach  Nr.  19  ein  Fundamentalsystem  der  linearen  Differential- 
gleichung (^m  -\-  1)*®''  Ordnung 

7'iH \-f'M  _^  ^"-"1  A  /~'"2  j^   .  .  .  JL  f~^"^  ^ 0 

dt  dt  dt  dt  dt 


oder 


^(-+1)  _,_  fi  ^(-)  +  ^2  ^(.-1)  ^  ..._{_  ^  ^  _  0, 


t' 
deren  determinirende  Fundamentalgleichung 

in 

(34)     cp(Q)  =  Q^Ä,{Q-l)^--iQ-m-\-l)=^0,     Ä^=l, 
nebst  Q  =  0  die  Wurzeln 

^a  =  i^m  H h  ^«  +  «*  —  a  +  1  («  =  1,2. ..m) 

besitzen  muss.     Durch  die  Substitution 

t  =  log  t 

verwandelt  sich  diese  Differentialgleichung  (vergl.  Nr.  69)  in  eine  Diffe- 
rentialgleichung mit  Constanten  Coefficienten,  imd  der  Ausdruck  (33) 
ist  dasjenige  Integral  derselben,  welches  mit  seinen  (m  —  1)  ersten 
Ableitungen  für  r  =  0  verschwindet  und  dessen  m**"  Ableitung  für 
r  =  0  den  Werth  Eins  annimmt.  Nach  der  Cauchy 'sehen  Integrations- 
methode ergiebt  sich  demnach  (Nr.  GO,  S.  247) 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    I.  25 
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das  Integral  erstreckt  über  eine  geschlossene  Curve,  welche  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  0,  q^,  q.^,  •  •  •  q^^^  der  charakteristischen  Gleichung  (34) 
einschliesst. 

Wenn  nun  der  geschlossene  Weg  U  ein  einfacher  Umlauf  inner- 
halb des  Kreisringes  E  ist,  so  ist  der  entsprechende  Umlauf  der 
Variabein  t  ein  von  t=  1  ausgehender  einfacher  Umgang  um  ^=0; 
wir  erhalten  also 

Wir  wollen  den  zur  Bildung  dieses  Integrals  erforderlichen  Integrations- 
weg   zusammensetzen    aus    einzelnen   Umläufen   um    die    von    einander 
verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  (34).    Seien  diese  q^,  q^,  ■  ■  ■  q^, 
und  zwar  sei  q    eine  A  -fache  Wurzel,  also 
1  1 


9^a(9l 


wo  9?  {q)  in  der  Umgebung  von  q  =  q^  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
entwickelbar  ist.  Denken  wir  uns  dann  auch  e  '^'^  nach  Potenzen  von 
Q  —  Q^  entwickelt,  so  finden  wir 


(35) 

,"K.uC^^if 

hl      ' 

a  =  lA=0 

wo 

^^„- 

1  =  "Pai&a) 

K,. 

3          /,_1 
1                    (^                       •J'aCe«) 

/«  =  1,2 
[l,  =  0,  1, 

-i.K-h-iy.     a,y"' 

(^«-2), 


Um  nun  den  Ausdruck  für  C,  zu  bilden,  bemerken  wir  zunächst,  dass 
nach  (26)  und  (30)  C^  =  2  ist;  für  Jt  ^  1  hat  man  für  die  beiden  auf 
der  rechten  Seite  von  (30)  unter  dem  Summenzeichen  auftretenden 
J- Functionen  die  Darstellung  (35)  aufzusuchen.     Setzt  man 

li  =  a 

so  ist  für  die  beiden  mit  a.     •  •  •   a.    multiplicirten  J^- Functionen 

m  =  2k,     und  zufolge  der  Gleichung  (32),    q^  =  0. 
Ferner  ist  für 

J(:h  +  1,  a  •  •  •  i), 

?2  =  ^2;    ?3  =  *'2  —   1^    •  ■  •    Q2y.-1  =^y.—  ^y    ^2.  =  ^' 
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dagegen  für 

Jij^,  (),■■■  i^  +  l), 

Daclureli  sind  die  bei  der  Darstellung  (35)  anzuwendenden  h^,^  be- 
stimmt, und  man  erkennt  nun  leicht,  dass  sich  C^  in  die  Form 
setzen  lässt: 

(36)         C  =  2^«.^.,^   .  .  .  .  2^       2-^"^  ^^^^)"' 

WO  /3^,  /Sg,  •  •  •  /3^  eine  Permutation  der  i^,  i^?  *  •  "  ^;,  bedeutet,  und  die 
zweite  Summation  sich  über  alle  möglichen  dieser  Pennutationen  er- 
streckt; die  dritte  Summation  bezieht  sich  nur  auf  gerade  Werthe  von 
h,  und  die  h^^ ' '  '  ^'  sind  durch  die  Gleichungen 

j{i\  +  1,  0,  . . .  /3j  =2^r-  ^^^^■)' 

erklärt.  Dass  der  Ausdruck  für  C.  nur  gerade  Potenzen  von  2ni 
enthalten  kann,  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  zu  dem  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  vollzogenen  Umlaufe  TJ~^  die  Substitution 

und  daher  die  Fundamentalgleichung 

«'  —  («u  +  «22)  0  +  1=0 
gehört,  d.  h.  dieselbe  Fundamentalgleichung  wie  zum  Umlaufe   U. 

Berücksichtigt  man  nun  die  Ai-t,  wie  sich  die  Coefficienten  a_^  der 
Entwickelung  (28)  aus  den  Grössen  A^^.,  a.  in  (27)  zusammensetzen, 
so  erkennt  man  unmittelbar  aus  der  Darstellung  (36),  dass  Ci-^^-\-  «22 
als  (beständig  convergente)  Potenzreihe  der  A^^^  erscheint  mit 
Coefficienten,  die  sich  als  Summen  unendlich  vieler  rationaler 
Functionen  der  a^,  a^,  •  ■  ■  a^  darstellen  lassen.  Analoges  gilt 
für  die  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  einer  Diffe- 
rentialgleichung beliebig  hoher  Ordnung. 


108.    Entwickelung  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  vom 
Range  Eins. 

Um    auch    für    eine   Theiluug  von  B(if),    die  von   der   durch   die 
Gleichungen  (9)  charakterisirten  Form  der  Zerlegung  verschieden  ist,  ein 
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Beispiel  zu  geben,  wollen  wir  annehmen,  D{y)  sei  die  linke  Seite  einer 
Differentialgleichung  vom  Range  Eins,  also  (vergl.  S.  360) 

D«  =  ,'»'  +  (a._.  -  «._,  (i)) !/"-"  +  •  •  ■  +  (A  -  «0  {-))  V- 
Wir  nehmen  dann 

so  dass 

ist.  Unter  Festhaltung  der  im  vorigen  Abschnitte  (Nr.  100)  benutzten  Be- 
zeichnungen kann  dann  u^  nach  der  Cauchy 'sehen  Methode  für  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten  dar- 
gestellt werden  als  lineare  homogene  Function  von 

C^X  CaX  C„X 

e^  ,  e^  ,  ■  ■  ■  e"  . 
Diese  letzteren  Ausdrücke  wählen  wir  nun  auch  als  das  Fundamental- 
system i/j^j  ■  •  ■  y^^,  d.  h.  wir  setzen 


dann  ist: 


und 


also 


yo;x 
A(a;)  ^  qp'(0  ' 


genommen  wird.     Wir  erhalten  demnach  (vergl.  Nr.  104) 


"«-5^"'A-(^)Ä 


,  fZa;         (>^  = 


+  •  •  •  +  ÖO 

ist,  wenn  die  Constanten  A^,  •  •  •  A^^  durch  die  Gleichung 
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«0  =  2'-'''''' 


definirt  werden,  und  wo  ferner 

K-.(^')  =  «.-.(i)'C/'+  •  •  +  eo(^) «.-. 

gefunden  wird.     Die  Recursionsformel  für  u^  lautet  demnach 

(x  =  l,2,  ••  ). 

Die  Darstellung 

y  =  Wo  +  «1  +  «2  H — 
kann    dann   auch  mit  Vortheil  zur  Untersuchung  von  y  in   der  Um- 
gebung von  X  =  oo  benutzt  werden. 


Drittes  Kapitel. 

109.    Herstellung  einer  Differentialgleicliung  und  ihrer  adjungirten 
aus  der  Recursionsformel. 

Wir  fahren  nun  in  der  Untersuchung  einer  Differentialgleichung 
mit  rationalen  Coefficienten  fort  und  beginnen  mit  einigen  Bemerkungen 
über  die  Recursionsformel  einer  solchen  Differentialgleichung  für  'eine 
Stelle  der  Bestimmtheit,  als  welche  wir  wie  gewöhnlich  x  =  0  wählen 
wollen.  Denken  wir  uns  die  Differentialgleichung  durch  Multiplication 
mit  einer  geeigneten  Potenz  von  x  auf  die  Form  gebracht 

(1)  F{y)  =  ^>„(*0!/''  +  x'~'^p^^_^(oc^i/-''  +  •  •  •  +  i^,{:x)y  =  0, 

wo  il)^^,  ^„  —  17  ■  ■  ■  ''/'ü  g^ii^ö  rationale  Functionen  bedeuten  und  '^^(pc) 
für  X  =  0  nicht  verschwinden  darf  Wenn  x  =  0  eine  Stelle  der  Be- 
stimmtheit sein  soll,  so  lautet  die  Recursionsformel  für  eine  der  Diffe- 
rentialgleichung genügende  Reihe  von  der  Form 

*        cc 
r  =  0 

nach  den  in  der  Nr.  63  (S.  221  ff.)  erlangten  Ergebnissen: 

(2)  9M)f.{Q  +  ^)  +  //.-i(9)/"x(?  +  v-l)  +  ..- 

+  ^,_,„  (?)/;„(?  +  ^•'  —  ^^0  =  0     (.■ = 0, 1, 2, . . .), 

wo  m  den  Grad  der  ganzen  Functionen  tl^^^ipc),  '4^^^_-y{pc),  ■  ■  ■  i^^^(so)  be- 
deutet, und  die  f^^o)  als  Entwickelungscoefficienten  der  charakteristischen 
Function 

X'^fix,  q)  =  X^^q{q  -  1)  .  .  .  (^  _  X  +  1)  ^^{X)  =  X^  ^  f,iQ)x' 

definirt  sind.     Die  Recursionsformel  für  das  adjungirte  Integral 

OD 

r==0 
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der  zu  (1)  adjungirten  DifFerentialgleicliung 

(3)  (-  1)"  F\z)  =  -^  (a;>,X^)^) ±  U^>  =  0 

lautet  dann,  wenn  die  charakteristische  Function  derselben 

;i=o 
gesetzt  wird, 

oder  da  nach  Nr.  87  (S.  312) 

a^)=/;(-^-^-i) 

und 

(?  =  —  ?  —  1 
ist, 

(4)  ^:(^)/"o(?  -  ^) + v:.-,w,{q  -v)  +  ---+ ^:_„x^)/;„(9  -v)=o. 

Wir  hatten  schon  in  der  Nr.  44  (S.  157)  allgemein  bemerkt,  dass 
durch  Angabe  der  charakteristischen  Function  auch  umgekehrt  die  Dif- 
ferentialgleichung vollkommen  bestimmt  ist;  es  folgt  hieraus,  dass  aus 
der  Recursionsformel  ebenfalls  stets  die  Differentialgleichung  hergestellt 
werden  kann.  Wir  wollen  dies  für  den  jetzt  zu  behandelnden  Fall 
rationaler  Coefficienten  explicite  durchführen. 

Sei  also  eine  Reihe  vorgelegt: 

r  =  0 

deren  Coefficienten  der  w^-gliedrigen  linearen  Recursionsformel 

(6)     9M^'  +  v)  +  9.^,ar^v-\)  +  •  •  •  +  g^_JSr  +  v-m)  =  0 

genügen,  in  welcher  die  /"^(r  -\-  v  —  A)  gegebene  ganze  rationale  Func- 
tionen n^^^  Grades  von  v  —  l  bedeuten.  Wir  wollen  zeigen,  dass  diese 
Reihe  stets  formell  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
j^ter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  Genüge  leistet,  und  dass  sie 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  0  convergirt,  wenn  /"^(^  -f-  v) 
nicht  von  niedrigerem  als  dem  n^""^  Grade  ist. 

Da  die  Recursionsformel  (6)  auch  für  v  ==  0  gelten  soll,  so  muss 
zunächst 

sein;  daraus  folgt,  dass  fjj'  +  v)  keine  von  v  unabhängige  Constante 
sein  darf  Dies  vorausgesetzt,  denken  wir  uns  f^{v)  nach  den  Regeln 
der  Differenzenrechnung  entwickelt,  d.  h.  in  der  Form 
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/i«  =  fM  +  V  A/,(0)  +  ^^  aV,(0)  +  ■  •  • 

geschrieben,  wo  wie  gewöhnlich. 

AY,(a.)  =  ^'-'f,{v  +  1)  -  l^-'av)         (/  =  i,2,...«) 
gesetzt  wurde.     Wenn  wir  dann  noch 

setzen,  so  lautet  die  Recursionsformel  (6) 

VI  n 

,1  =  0  /<  =  0 

Multipliciren    wir  diese   Gleichung  mit  x'^'''  und  summiren  in  Bezug 
auf  V  von  0  bis  oo,  so  kommt: 

2"  J;  ■'^'+"«,,  2"  !/,+,.('■ + .-  + 1)  ■  ■  ■  (^ + .' + ,.)^'+- = 0. 

/(=0A  =  0  r=0 

Durch  formale  Differentiation  der  Reihe  (5)  nach  x  folgt  aber 


die  Reihe  g{x,  r)  genügt  folglich  der  Differentialgleichung  w*®'  Ordnung: 

^  =  0  -1  =  0 

Die    determinirende  Fundamentalgleichung   dieser  Differentialgleichung 
bei  X  ==  0  lautet 

(8)  J;^^  -  1)  .  .  •  (9  -  f.  +  1)«,_^  =  //?)  =  0; 

^=u 
wenn  dieselbe  vom  v}'''^  Grade  in  q  ist,  so  ist  a;  =  0  eine  Stelle  der 
Bestimmtheit,  und  daraus  folgt  sofort  die  Convergenz  der  Reihe  g(x,  r) 
nach  dem  Convergenzbeweise  von  Herrn  Frobenius  (Nr.  47).  Und 
zwar  erstreckt  sich  der  Convergenzkreis  dieser  Reihe  jedenfalls  bis  zu 
dem  dem  Punkte  x  =  0  zunächst  gelegenen  singulären  Punkte  der 
Differentialgleichung  (7),  d.  h.  wenn  a  die  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleinste  Wurzel  der  Gleichung 


2!v=^ 
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bezeichnet,  so  convergirt  die  Reihe  (j{x,  r),  wenn 

Aus  der  Recursionsformel  (6)  folgt  ferner  die  Recursionsformel 

(^)   o'M-  -  ^) + ^:-i/;(»'  -  ^)  +  •  •  • + y:._,Mr  -v)  =  o 

für  die  der  adjungirten  DiflFerentialgleichung  von  (7)  genügende  Reihe 
^9:x+\        s  =  -r-l, 

r==0 

die,  falls  /!,(())  vom  n*^"^  Grade  ist,  gleichfalls  convergirt  und  das  zu 
g{x,  r)  adjungirte  Integral  darstellt.  Man  kann  also  mit  Hülfe  der 
Recursionsformel  (9)  auch  die  adjungirte  Differentialgleichung  derjenigen, 
welcher  g  (x,  r)  genügt,  unmittelbar  hinschreiben. 


110.    Differentialgleichungen  vom  Range  Eins.     Recursionsformel 
für  die  Normalreihen. 

Denken  wir  uns  die  vorgelegte  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  durch  Multiplication  mit  einer  geeigneten  ganzen  Function 
auf  die  Form  gebracht 

(A)  P  C^)!/^"^  +  P  _,(^)!/^"-^'  +  •  •  •  +  Po(^)y  =  0, 

wo  Pp  -^,1—17  '  '  '  ^0  g^iize  rationale  Functionen  ohne  gemeinsamen 
Theiler  bedeuten,  und  wo  überdies  P^^  für  x  =  0  nicht  verschwinden 
möge,  was  durch  eine  einfache  Substitution  stets  zu  erreichen  ist.  — 
Sei  M^  der  Grad  von  P^{x).  Multipliciren  wir  die  Gleichung  (A)  mit 
x^,  so  haben  nach  Division  durch  P^  (x)  die  Zahlen 

X  4-  31       —  M  =  n  (x  =  1, 2,  • . .  n) 

>  n  —  y.  II  II  —  y. 

genau  dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  Nr.  94  (S.  337);  bezeichnet  also 
n  —  (i  den  charakteristischen  Index  für  x  =  (X>,  so  ist: 

und  wir  haben  demnach 

Der  Punkt  x  =  cx)  ist  dann  und  nur  dann  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit, wenn  u  =  (i  ist;  in  diesem  FaUe  ist  also 
31       <M  —X, 
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d.  h.  die  Grade  der  ganzen  Functionen  P^,  ^n—v  '  '  '  -^o  ^^^^^^ 
ab.  Wenn  x  =  oo  niclit  Stelle  der  Bestimmtheit  ist,  so  kann  der 
charakteristisclie  Index  n  —  ^  =  i  einen  positiven  Werth  haben,  der 
kleiner  ist  als  w;  dann  ist 

M^<M^_.-\- K  — n -\- i    für    K>n  —  i, 

M^_^M^^_.-\-  X  —  n -{- i     für     ic<n  —  i, 

d.  h.  die  Grade  der  ganzen  Functionen  P^^,  P„_i,  '  Pq  nehmen 
zwar  nicht  immer  ab,  sie  nehmen  aber  keinesfalls  zu,  und  der 
Grad  von  P^^  übertrifft  den  Grad  von  P^. 

Wenn  die  Grade  von  P^,  P„_i,  •  •  •  Pq  nicht  abnehmen,  und  31^ 
auch  Mq  nicht  übertrifft,  so  werde 


^;. 


gesetzt;  bedeutet  dann  k  diejenige  ganze  Zahl,  die  nicht  kleiner  ist  als 
alle  N^,  die  aber  jedes  der  N^  nur  um  einen  echten  Bruch  oder  Null 
übertrifft,  so  hat  die  Differentialgleichung  (A)  nach  Division  durch 
P^(x)  die  Form 

2/'"  +  {^M  +  Q.-.  (i))  !/'■-"'  +  (^.M  +  «,.-.  (-^)) '}'-''  +  ■■■ 

+  (')"„(^) +  <?„('))  !/  =  o', 

wo  9?^^(^)  eine  ganze  rationale  Function  vom  höchstens  Ax*°"  Grade 
bedeutet;  die  Gleichung  (A)  ist  also  vom  Range  %  -\-  1. 

Zufolge  des  in  der  Nr.  99  erlangten  Resultates  können  wir  uns  auf 
die  Betrachtung  der  Gleichungen  vom  Range  Eins  beschränken,  d.  h. 
auf  den  Fall  wo  x  =  0  ist,  wo  also  die  Grade  der  ganzen  Functionen 
P^_^,  P„_2?  •  •  •  ^0  ^^^  Grad  von  P^  nicht  übertreffen;  dieser  begreift 
dann  die  Fälle,  wo  der  charakteristische  Index  kleiner  als  n  ist,  mit 
unter  sich.     Sei  P^{x)  vom  _p'^^  Grade  und  setzen  wir 

I'M-^G.J         (-0,1,....), 

2=0 

dann  lautet  also  unsere  Differentialgleichung 

(A)         ^w=^i:c,,.'S=o 

x  =  0  f  =  0 

und  die  charakteristische  Gleichung  derselben  ist 
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(10)  ,pJo)  =  <,•••  +  C , „_,c»-'  +  ..  .  +  (,;„  =  0, 

indem  nämlicli,  um  Uebereinstimmung  mit  den  früheren  in  der  Ni*.  95 
(S.  339  ff.)  benutzten  Bezeichnungen  zu  erzielen,  nur 

zu  setzen  ist.  Der  Einfachheit  wegen  werde  vorausgesetzt,  dass  alle 
n  Wurzeln  c^,  c.,,  •  ■  ■  c^  der  Gleichung  (10)  von  einander  verschieden 
sind,  dann  haben  wir  die  n  fundamentalen   determinirenden  Factoren 

denen  die  n  Normalreihen 

(11)  e'^''x'-''-i'.^{^^)  (x  =  l,2....n) 

entsprechen,  welche  der  Differentialgleichung  (A)  formell  Genüge  leisten. 
Wir  wollen  die  Recursionsformeln  für  die  Coefficienten  dieser  Normal- 
reihen aufstellen,  um  dann  eine  merkwürdige  Eigenschaft  derselben 
abzuleiten. 

Machen  wir  in  (A)  die  Substitution 

C..X 

so  ergiebt  sich  (vergl.  S.  343)  für  u  die  Differentialgleichung: 

K^^^'  +  ^  (^hiP.  +  0^  - 1).-/^'  ^«-1  +  •  •  •  +  Pn-^)  ^^^""''  =  0. 

oder  nach  Multiplication  mit  x" 

(12)  x'^R^X^yu^"^  +  x'-'R,^_^ix)n^''~''^  -\ h  R^{x)u  =  0, 

wo 

J2„_,(^)  =  xHn.clP,^  +  {n  -  1\^/-'P„_,  +  •  •  •  +  i^.„_,) 

p+^ 

=  ^  a        .x"        {X  =  o,i,---n-i), 

^o(^-)  =  ^Pn  +  C'Pn-.  +  •  •  •  +  ^0  =  '2  '^0^'" 

y  =  n 

gesetzt  wurde.     Es  ist  also 


(13) 


«v,.  =  »^.C^U.  +  .,n   +   (^-l).<      '      '<^.-„  +  V.-i  + 


(n  —  X^y<pJ^n  —  l\    2  =  l,2,-n), 


»— n,0* 
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Die  cliarakteristische  Function  von  (12)  lautet 

X-^fix,  Q)  =  X^^QiQ  _  1)  .  .  .  (^O  -  A  +  l)i?,  =  ^'^fM)^'': 

und  wir  erhalten  folglich 

(14)  /;,((,)  =^9{q  -  1) . . .  r^  -  A  +  l)r.,_,       :;.=o.v. .(,+„- 

;.=o 

insbesondere  ist,  wegen  P^  (0)  =|=  0, 

/^  +  „_l(?)  =  ^^,.  +  „-1,1?  +  «,  +  „_i,o^ 

fp  +  n-2(Q)  =  f';  +  n-2,29iQ  "   1)  +  ^^  +  «-2,1?  +  «,  +  „-2,0^ 

u.  s.  w. 

Für  die  Reihe 

(15)  x-^rl..^^  (i)  =  K^,  (>)  =  ^9M>'~" 

1=0 

erhalten  wir  demnach  die  Recursionsformel 
9o(Q)f,+n-ii9)  =  ^, 


(16) 


ffMfp+n-i(Q  —  v)  +  i/„_i((>)/;,+„_2(?  —  ^  +  ij  H — 

+  <7,_(^+„_i)(?)/o(?  —  V  +iJ  +  Ji  —  1)  =  0, 
wo  ()  =  r^  als  Wurzel  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 


p  +  n-1,0  ^lßp-l,n  +  K.         <^/>-l,n— 1  +  •■■  +   ^/>-l,0 


durch  den  Ausdruck 

gegeben  wird. 

111.    AufsteUung  der  Laplace 'sehen  Transformirten  und  der  ihr 
adjungirten  Differentialgleichung. 

Die  Reihe  (15)  ist  im  Allgemeinen  divergent,  wir  können  aber, 
indem  wir  jeden  Coefficienten  derselben  mit  einem  geeigneten  Factor 
multipliciren,  eine  convergente  Reihe  erhalten. 

Zu  diesem  Ende  setzen  wir 
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(18)  g^{Q)  =  (-  iyr(—  Q  +  v)G^{ö)         (.=0,1,2,...), 

wo 

(19)  e==-p-^^ 

und  die  Function  r(x)  mit  dem  Gauss 'scheu  11  (x)  durch  die  Gleichung 

n(x)  =  r{x  +  1) 

verbunden  ist.  Die  Gleichung  (18)  kann  dann,  zufolge  bekannter  Eigen- 
schaften der  F- Function  (vergl.  Nr.  75),  auch  in  der  Form 

(20)  gXQ)  =-r(-^)Q(Q-l)-.-{^-v  +  l)  ~G,(^) 

geschrieben  werden.  Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Recursions- 
formel  (IG)  ein,  so  erhalten  wir 

(-  iyr(-  ^  +  a^)4+„_,(9  -  v)  G^a)  +  .  .  . 

+  (-  ly-'n-  ^  +  v-  A)4^„_,_,(^  -  V  +  ^)G^_,{ö)  +  . . . 

+  (_l)-(i^+-l)r(_^+X;-^,_,,+  l)/'^(^_V+^  +  ,,_l)^^,_^^^^^_^^((y) 

=  0. 
Diese  Gleichung  erscheint,  wenn  wir 

(21)  (-  lfr(-  Q  +  v-  A)4^_,_,(^  -  ^  +  A)  =  F.iö+v-X) 
setzen,  in  der  Gestalt 

(22)  G^i6)F,{ö  +  v)  +  G^,_,{ö)F^{ö  +  0.  -  1)  +  . . . 

+  ^.-(.+„-i)(^)^,+„-x(^  +  ^  __2,  _  ,,  +  1)  =  0 

als  lineare  (p  -f-  «  —  l)-gliedrige  Recursionsformel  für  die  G^{ö),  und 
wir  könnten  also  von  derselben  direct  zu  einer  linearen  Diiferential- 
gleichung  übergehen,  der  die  Reihe 

(23)  J;G  («)*"+' 

r=0 

Genüge  leistet.  Es  ist  aber  zweckmässiger,  nicht  diese  Differential- 
gleichung selbst,  sondern  zunächst  ihre  adjungirte  aufzustellen,  weil 
sich  die  letztere  in  einer  mehr  übersichtlichen  Form  ergiebt. 

Um  zu  der  der  adjungirten  Differentialgleichung  entsprechenden 
Recursionsformel  überzugehen,  haben  wir  nach  den  Ergebnissen  der 
Nr.  109  (S.  391)  zu  setzen 

s  =  —  ^— l  =  ^-fi)  —  1, 

F^{s  ^-v-X)  =  F,_{6  -v)  =  {-  ifr{-  Q  -  a^)/;.+„_,_,(()  +  vy 
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dann  lautet  diese  Recursionsformel 

(24)  G^,{s)F^(s  +  ,.)  +  ...+  G^._,(s)F,{s  -f  ^  _  A)  +  •  •  • 

+  G^,._(,+„_,)(^)i^^+„_,(5  +  ,,  _p  _  „  +  1)  =  0. 
Es  seien  nun  Grössen  ß^,  ^  durch  die  Gleichungen 

(25)  ^.,, 
definirt,  so  dass  also 

dann  ist  nach  den  Gleichungen  (13),  (14) 

F^(s  -\-v)  =  r(-Q~  V) (ß^jQ  +  v)  +  /3,,,_ J, 

F^(S  +  0.  _   1)  =  _  r(-  9  -  v){ß^^{Q  +  ,;)(p  +  ^  _   1) 

+  /3.,,-l(?  +  ^)  +  ft.,-.}, 

=  (-  iy+-'r{-  Q  -  v)(:r  +  ^)  .  .  .  (r  +  0.  -  ,^  +  l)^^+_,,, 
und  indem  wir  beachten,  dass 

n^x  +  7i)  =  r(x)x(x  -\-i)--'(x-\-u  —  i), 

—  9  =  P  —  s  —  1 
ist,  erhalten  wir  die  Ausdrücke: 

F,{s)={-lY-'ri-s)s(s-l)-(s-p  +  2){ß^^^X^-p-\-^)  +  ß,^^_,}, 
F,(s)  =  {-iy-'r{-s)s(s-l)-(s-p-^3){ß^Js-p  +  2){s-p  +  l) 

+  /5x,.-i(^--i^  +  2)  +  /3,,,_,h 

Setzen  wir  nunmehr 

(26)  0,is)  =  (-  1)^-^  ^  =  2^.s(,_l)  .. .  (s-K+l)ß,.^, 

so  nimmt  die  Recursionsformel  (24)  die  Gestalt  an 

(27)  G^s)  ^,(s  +  v)  +  G^,_^is)  'PXs  +  v-l)  +  ... 

+  ^._(.  +  n_l)(^)^,  +  „-l(^  +  ,  _^,  _  ,,  +  1)  =  0. 
Hierin  ist,  da  q  =  r    zu  nehmen  war,  • 
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ZU  setzen,  und  für  diesen  Werth  verschwindet,  wie  es  sein  niuss,  die 
Function  0^  (s).  Für  die  Wahl  des  Incrementes,  nach  dessen  Potenzen 
die  durch  die  Kecursionsformel  (27)  bestimmte  Reihe  fortschreiten  soll, 
geben  uns  die  Ausdrücke  der  a^  ^  durch  die  Gleichungen  (13)  einen 
Fingerzeig.     Setzen  wir  nämlich 

so  dass  also 

"Ppi^)  =  (^  —  cj  (^  —  c^)  •  •  •  (^  -  cj 

ist,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (13)  in  der  Form  schreiben 


woraus  nach  (25) 

folgt,  wenn 

gesetzt  wird.     Bilden  wir  also  die  Reihe 

v  =  0 

so  genügt  dieselbe  nach  S.  392  der  Differentialgleichung 

E(«)  =  2"  (^  -  oj  2"  ft„„  (^  -  <^./ S:  =  0 , 

/<=o  ;.=ü 

oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 

(28)  E(«)  =  h  -  cf-'  2" ''..(")  'B'  =  °- 

Die  singulären  Stellen  dieser  Differentialgleichung  p^^^  Ordnung,  deren 
Rang,  wie  unmittelbar  zu  ersehen,  auch  gleich  Eins  ist,  sind  die  Wur- 
zeln der  charakteristischen  Gleichung  (10)  von  (A),  d.  h. 

Die  zu  c.   gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  lautet 

^o(^)  =  s(s  -  1)  •  .  •  (s  -  i9  +  2){s  -  sj  =  0, 
sie  besitzt  also  nebst  s  =  s^  noch  die  p  —  1  Wurzeln 
5  =  0,1,-..^)- 2; 
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der  Punkt  ^  =  c_^  ist  also  eine  Stelle  der  Bestimmtheit,  worans  sofort 
die  Convergenz  der  aufgestellten  Reilie  erschlossen  werden  kann.  Das 
Gleiche  gilt  auch  für  die  übrigen  siugulären  Punkte  c.,  i  =^  >c,  allemal 
unter  Festhaltung  der  Annahme,  dass  die  sämmtlichen  Wurzeln  der 
Gleichung  (10)  von  einander  verschieden  sind. 

Die  Difierentialgleichung,  der  die  durch  die  Recursionsformel  (22) 
bestimmte  Reihe 

v  =  Q 

genügt,  ist  die  adjungirte  von  (28),  d.  h. 
oder  wenn  wir 

setzen  und  durch  A'(?;)  den  zu  A(?^)  adjungirten  DifiFerentialausdruck 
bezeichnen, 

E'(tO  =  A'((.-cJ-%.)  =  0. 
Die  Reihe 

(.  - ./-'  j»  G„(0(^  -  o°-+" = J;  ^.■(''')("  -  '''^"^'' 

r  =  0  r  =  0 

wo 

P,  =  <?^  +  i^  —  1  =  —  >;  —  1 

gesetzt  wurde,  genügi  also  der  Differentialgleichung 

,u=0  /=0   z  =  U 

Diese  Differentialgleichung  p^^^  Ordnung  ist  auch  vom  Range  Eins,  und 
ihre  singulären  Punkte  stimmen  mit  denen  der  Gleichung  (28)  überein. 
Beachtet  man,  dass  die  determinirende  Function  von  E'(if)  bei  s  =  c.^ 
durch 

^o(-^-l) 
gegeben  wird,  und  dass 

V  =  {z  —  c_y~^tv 

ist,  so  ergeben  sich  für  die  Wurzeln  der  zum  Punkte  s  =  c.  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  die  Werthe 
0,  1,  ••.i>-2,  Q.^ 

und  zwar  gilt  das,  wie  man  sofort  übersieht,  nicht  nur  für  c  ,  sondern 
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es  lauten  für  jeden  beliebigen  der  singulären  Punkte  c.  die  Wurzeln 
der  zugehörigen  determinirenden  Fundamentalgleicliung 

wo 

(29)  Q.  =  ^^=^  -l=  —  r.-l 

und  r.  der  Exponent  der  zum  fundamentalen  determinirenden  Factor  e''' 
gehörigen  Normalreihe  der  Differentialgleichung  (A)  ist.  Wir  erkennen 
hieraus,  dass  die  Differentialgleichung  (L)  unabhängig  ist  von  der  Wahl 
der  ihrer  Herleitung  zu  Grunde  gelegten  Wurzel  c  der  charakteristi- 
schen Gleichung,  d.  h.  dass  wir  dieselbe  Differentialgleichung  erhalten 
haben  würden,  wenn  wir  statt  von  c^  von  einer  anderen  Wurzel  c.  aus- 
gegangen wären.  Die  Differentialgleichung  (L)  wird  aus  einem  bald 
zu  erörternden  Grunde  die  Laplace'sche  Transformirte  von  (A) 
genannt;  wir  wollen  nun  die  wesentlichsten  Eigenschaften  dieser  be- 
merkenswerthen  Differentialgleichung  darlegen. 
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Eigenschaften  der  Laplace 'sehen  Transformirten. 

Convergenz  der  Normalreihe. 

Unter  beständiger  Festhaltung  der  Annahme,  dass  die  Wurzeln 
c^,  c^,  •  •  •  c^^  der  Gleichung  (10)  sämmtlich  von  einander  verschieden 
sind,  erkennen  wir  zunächst,  dass  der  Coefficient  der  j)*^"  Ableitung 
in  (L)  für  jeden  der  singulären  Punkte  0  =  c.  nur  von  der  ersten 
Ordnung  verschwindet. 

Wenn  eine  lineare  Differentialgleichung 

so  beschaffen  ist,  dass  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  die 
Foi-m  hat 

WO  ^^(^)  eine  in  der  Umgebung  von  2  =  c  reguläre  Function  bedeutet, 
die  für  ^  =  c  nicht  verschwindet,  und  wo  auch 

%^_i(^),   •  •  •  %o(^) 

in  der  Umgebung  von  0  =  c  regulär  sind,  so  sagt  man,  der  Punkt  s  =  e 
sei  ein  einfacher  singulärer  Punkt.  Bringt  man  nämlich  die  Dif- 
ferentialgleichung durch  Multiplicatiou  mit 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    I.  26 
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(^  -  er-' 

auf  die  Normalform 

(30)  (. -oY'{f^  +  (.- cr\_,(.) j^+---  +  *■.««• = 0, 

wo 

ist,  und  setzt 

r=p  —  X  —  1 

SO  lautet  die  charakteristische  Function  von  (30) 

(^  -  c)^  ^  ^  ((,  -  1)  •  •  ■  (?  -  X  +  1)  4^.^)  =  (^  -  cy^a9)i^-c)% 

und  es  ist 

Uq)  =  ?((>-  1)  •••  ((>  -P  +  2)  {y^^^iQ  -p  +  1)  +  ro,,_i}, 

fM  =  K?  -  1)  ■  •  •  (?  -i^  +  3)  {y,,,{Q  -P  +  2)(9  -i)  + 1) 


7) 

allgemein 


/;-2(?)  =  ?i^,.-2,^(^-^Ks«-2)..-(^-i;+lj  +  ..-  +  7^_.,,J: 


a?)=^^(?-i)---(^-^  +  i^^.,. 


(v>p-2). 

Es  ist  folglich  s  =  c  eine  Stelle  der  Bestimmtheit,  und  die  Coefficienten 
der  Reihe 

genügen  der  Recursionsformel 

wo  Q  eine  Wurzel  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  /jj(^)  =  0, 
d.  h.  einen  der  Werthe 

0,  l,...p-2,r=p-l-'f^ 

fO,p 

bedeutet,  und  wo  wie  gewöhnlich 
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gesetzt  wurde.     Nehmen  wir  ^  =  0,  so  ist 

also  haben  wir,  wenn  r  keine  ganze  Zahl  ist, 

«y^  =  0  (r  =  0,  1,  ■•    ja  — 2), 

a^,,,  =j=0  (>■>;> -2), 

und  folglich  bestimmen  sich  die 

eindeutig  durch  g^^  g^,  ■  ■  ■  g^_^.  In  dem  diese  letzteren  Grössen  be- 
stimmenden Gleichungssysteme  sind  aber,  da  nach  (31) 

ist,  alle  Coefficienten  gleich  Null,  d.  h.  die  g^,  g^,  -  ■  ■  g  _^  sind  willkür- 
lich.    Wir  erhalten  demnach  entsprechend  den  Wurzeln 

(,  =  0,  1,  ...i.-2 

p  —  1  linear  unabhängige  gewöhnliche  Potenzreihen,  während  das  p""^ 
Integral,  welches  mit  diesen  zusammen  das  zu  z  =  c  gehörige  cano- 
nische Fundamentalsystem  ausmacht,  sich  an  der  Stelle  s  =  c  verzweigt. 
Das  zu  einem  einfachen  siugulären  Punkte  gehörige  canoni- 
sche Fundamentalsystem  einer  Differentialgleichung  ^*®'  Ord- 
nung besteht  also  im  Allgemeinen  aus  p  —  1  in  der  Umge- 
bung dieses  Punktes  regulären  und  einem  sich  daselbst 
verzweigenden  Elemente.  Die  Modificationen,  die  dieses  Resultat 
erfährt,  wenn  r  eine  ganze  Zahl  ist,  sind  leicht  anzugeben,  wir  lassen 
dieselben  hier  bei  Seite.  Die  Form,  in  welche  wir  in  der  Nr.  70  (S.  249) 
eine  beliebige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  der  Fuchs 'sehen 
Classe  transformirt  haben,  ist  offenbar  dadurch  charakterisirt,  dass  ihre 
sämmtlichen  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  einfache  sind; 
wir  erkennen  hieraus,  dass  eine  ähnliche  Transformation  für  Differen- 
tialgleichungen höherer  Ordnung  nicht  möglich,  diese  Transformation 
also  in  der  That,  wie  a.  a.  0.  heiworgehoben,  für  die  zweite  Ordnung 
charakteristisch  ist. 

Für  die  Laplace'sche  Transformirte  (L)  sind  nun  alle  im  Endlichen 
gelegenen  singulären  Punkte  3  =  c.  einfache;  dagegen  ist  0  =  oo  für  (L) 
ebenso  wie  x  =  00  für  (A)  im  Allgemeinen  keine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit. Wenn  die  durch  die  Gleichung  (29)  definirten  Zahlen  q.  keine 
ganzen  Zahlen  sind,  so  gehört  zu  z  =  c.  eiu  canonisches  Fundamental- 

2G* 
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System,  welches  aus  j)  —  1  in  der  Umgebung  von  s  =  c.  regnilären 
Elementen  und  einei'  zum  Exponenten  q.  gehörigen  Reihe  von  der  Form 

00 

(32)  V.  =  ^  H.X^  —  c.y'+^         («=i,  2, . . . .) 

r  =  0 

besteht.  Es  ist  dann  v,^_,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  nichts 
anderes,  als  die  mit  (0  —  0^~    multiplicirte  Reihe  (23),  worin  noch 

■/■'  y.  -L  y. 

ZU  setzen  ist  (vergl.  S.  397);  also  haben  wir 

und  folglich  nach  Gleichung  (20) 

(20a)  ^/O  =  r(p^  +  ^  +  l)(_  lyH^  ^ , 

d.  h.  die  zum  fundamentalen  determinirenden  Factor  e''-''  gehörige 
Normalreihe  von  (A)  lautet 

(33)  e>'-^x-^^--''2^>'.ri-  1)"^?.  +  ^  +  1)^~% 

r  =  0 

und  dies  gilt  offenbar  nicht  nur  für  i  =  x,  sondern  ebenso  für  jeden 
andern  Werth  i  =  1,  2,  •  •  ■  n.  Wir  können  also,  abgesehen  von 
dem  constanten  Factor  jr(^^.  -f-  1),  die  zum  Factor  e'^^  gehörige 
Normalreihe  in  der  Form  schreiben 

(34)  /'-  J;  (-  1/(9,  +  1)  (?,  +  2)  •  •  •  (q,  +  v)H^^x-^^—' 

dies  ist  die  erste  merkwürdige  Beziehung  zwischen  der  Dif- 
ferentialgleichung (A)  und  ihrer  Laplace'schenTransformirten. 
Wenn  die  Normalreihe  (34)  convergent  ist  für  die  Werthe  von  x  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  00,  d.  h.  wenn  dieselbe  ein  Normal- 
integral darstellt,  so  muss  bekanntlich  der  absolute  Betrag  von 


]/£;,(?,  + 1)(?,  + 2)- ••(9,  +  ^') 

für    alle  v  unterhalb   einer  bestimmten   endlichen   Grrenze   bleiben;    da 
aber  der  absolute  Betrag  von 


m+l)fe:  +  2)--  •((>,  +  ^') 

mit  wachsendem  v  über  alle  Grenzen  wächst,  so  muss,  wenn  die  Reihe 
(34)  convergirt, 
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mit  wachsendem  v  gegen  Null  convergiren.  Daraus  folgt  aber,  dass 
die  Reihe  (32)  beständig,  d.  h.  für  jeden  endlichen  Werth  von  s  —  c. 
convergirt,  d.  h.  wenn  die  Differentialgleichung  (A)  ein  zum 
Factor  e'^  gehöriges  Normalintegral  besitzt,  so  besitzt  ihre 
Laplace'sche  Transformirte  ein  Integral,  welches  abgesehen 
vom  Factor  (z  —  c.)^''  eine  ganze  transcendente  Function  ist. 
Wie  Herr  Poincare  gezeigt  hat,  ist  dieser  Satz  auch  umkehrbar,  wir 
werden  die  Umkehrung  später  mit  Hülfe  anderer  Methoden  beweisen 
(S.  421,  Nr.  116). 

Wenn  wir  die  bisher  gemachten  Voraussetzungen  der  Reihe  nach 
fallen  lassen,  so  kann  es  sich  zunächst  ereignen,  dass,  wenn  einige  der 
Q.  ganzzahlig  sind,  in  den  entsprechenden  Integralen  der  Differential- 
gleichung (L)  Logarithmen  auftreten.  Sind  die  c^,  c^,  ■  ■  ■  c^  nicht 
sämmtlich  von  einander  verschieden  und  bedeutet  etwa  c.  eine 
fc.-fache  Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung,  so  kann  femer  der 
Punkt  s  =  c.  eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  die  Integrale  von  (L) 
sein.  In  diesem  Falle  wird  die  Differentialgleichung  (A)  nicht  durch 
n  Normalreihen  befriedigt,  sondern  es  entsprechen  der  ft^.-fachen  Wurzel 
c.  anormale  Reihen  (vergl.  S.  348).  Es  kann  sich  jedoch  auch  ereignen, 
dass  z  =  c.  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  für  die  Differentialgleichung 
(L)  bleibt,  trotzdem  fi.  >  1  ist;  die  Bedingungen  hierfür  lassen  sich 
sofort  übersehen.  Sind  dieselben  erfüllt  und  ist  etwa  ft .  <  p,  so  besitzt 
die  zu  ^  =  c.  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  die  Wurzeln 

0,  1,  ■•■  p  —  ii.—  l,       Q.,  ?;,  •  •  •  ()f '"'^ 

Man  erkennt  durch  analoge  Schlüsse,  wie  wir  sie  für  den  Fall  eines 
einfachen  singulären  Punktes  angewandt  haben,  dass  alsdann,  wenn 
keine  der  Grössen 

(35)  Q„  (>:,•••  Q^r"" 

eine  positive  ganze  Zahl  und  grösser  als  p  —  (i.  —  1  ist,  in  dem  zu 
z  =  c^  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  p  —  fi.  in  der  Um- 
gebung von  0  =  c.  reguläre  Elemente  vorhanden  sind,  und  dass  den 
übrigen  ^.  Elementen,  die  im  Allgemeinen  die  Form 

(2)  00 

(36)  (^-cf   ^Hl'J(s-c;)"         (a=o,i,...;;t3:i) 

r  =  0 

haben,  genau  ebensoviele  zum  Factor  e'""  gehörige  Normalreihen  der 
Differentialgleichung  (A)  entsprechen,  die  aus  (36)  auf  dieselbe  Weise 
gebildet  werden  können,  wie  im  Falle  ^.  =  1  die  Reihe  (34)  aus  der 
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Entwickelimg  von  v.  hergestellt  werden  konnte.  Wenn  in  den  zu  den 
Ex^ionenten  (35)  gehörigen  Integralen  von  (L)  Logarithmen  auftreten, 
so  werden  die  entsprechenden  Normalreihen  von  (A)  auch  mit  Loga- 
rithmen behaftet  sein.  Wir  haben  auf  diese  Weise  ein  leicht  anwend- 
bares Kriterium  gewonnen,  um  in  dem  Falle,  wo  die  charakteristische 
Grieichung  (10)  einer  Differentialgleichung  (A)  vom  Range  Eins  mehr- 
fache Wurzeln  besitzt,  entscheiden  zu  können,  ob  Noi-malreihen  (ge- 
wöhnliche oder  logarithmische)  vorhanden  sind,  oder  nicht  (vergl.  S.  347). 


Viertes  Kapitel. 

113.    Directe  Herleitung  der  Laplace'sclien  Transformirten. 

Der  Wegj  auf  welchem  wir  zur  Laplace 'sehen  Transformirten 
unserer  Differentialgleichung  (A)  gelangt  sind,  muss  als  ein  indirecter 
bezeichnet  werden,  weil  wir  den  Durchgang  durch  die  Reihe  machen 
mussten  und  von  dieser  erst  zur  Differentialgleichung  aufgestiegen  sind. 
Laplace,  der  die  DiflFerentialgieichung  (L)  zuerst  im  Falle  p=l  aufge- 
stellt hat,  gelangte  zu  derselben  auf  einem  directen  Wege,  indem  er  von 
dem  Bestreben  geleitet,  die  von  ihm  betrachtete  Differentialgleichung 
durch  Quadraturen  zu  integriren,  dieselbe  durch  eine  Integralsub- 
stitution transformirte. 

Im  allgemeinen  Falle  eines  beliebigen  p  wollen  wir  setzen 


f(x,z)  =  I  ve'^dz , 


wo  V  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  s  allein  bedeuten  und 
vorläufig  auch  noch  der  Integrationsweg  unbestimmt  bleiben  möge. 

Bilden    wir    das  Resultat    der  Substitution  von   f(x,  0)    an   Stelle 
von  y  in  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (A),  so  ist 


D(A^,.))=  Vp/^) 


aV(^,  ^) 


Durch  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  folgt  aber 


und  wir  erhalten  also 

-  V.  ^  .   '.        TT    ^^      'v/e^'ds, 
oder 


d.  h.  unter  Anwendung  der  in  der  Nr.  111  (S.  399)  eingeführten  Be- 
zeichnungen 
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/  =  0   *^ 

Durcli  Anwendung  der  partiellen  Integrationsformel  (vergl.  S.  53,  54) 
folgt  nnn 


//    X  8'e^^      7  /    X  j  — 1     ZX 

(p\s)v — -  d0  =  (p\2)vx      e     — 


dicp.{z)v)     ._2 


dz 


X      e     -\- 


4- ( — 1)       r— — e     4- ( — 1)    /   ■ -. —  e    d^. 


und  wir  finden  demnacli  bei  unbestimmter  Integration 
(37)     Dim  ^))  =  ^2  %^  -'-'-'e"(-  1/ 


Denken  wir  uns  nun  v  so  gewählt,  dass  der  Ausdruck  unter  dem 
Integralzeichen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (37)  verschwindet, 
so  haben  wir 

A'(^)  =  0, 

d.  h,  V  als  Lösung  der  Differentialgleichung  (L)  zu  nehmen.  Integriren 
wir  dann  auf  einem  bestimmten  Wege  /,  und  bezeichnen  das  auf  diesem 
Wege  genommene  Integral  f{x,  s)  durch 

so  erhalten  wir: 

(0 
der  Ausdruck  J^ix)   stellt  also   ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (A)  dar,  wenn  der  Integrationsweg  so  gewählt  ist, 
dass    das  Integral    auf  der  rechten   Seite  verschwindet.     Dies 
tritt  ein: 

1)  für  einen  geschlossenen  Weg  ?,  auf  welchem  der  Ausdruck 

1=1  ;.=o 
zu  seinem  Ausgangs werthe  zurückkehrt. 
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2)  für  einen  Weg,  in  dessen  Anfangs-  und  Endpunkte  der  Aus- 
druck  V  verschwindet. 

In  diesem  Resultate  liegt  die  eigentliclie  Bedeutung  der  Laplace- 
schen  Transformirten. 


114.    Die  Laplace'sche  Differentialgleichung.     Integration  derselben 
durch  Quadraturen. 

Wir  wollen  zuvörderst  den  von  Laplace  behandelten  Fall  p  =  1 
genauer  untersuchen.     Die  Differentialgleichung  lautet  dann 

man  nennt  sie  gewöhnlich  die  Laplace'sche  Differentialgleichung. 
Für  dieselbe  ist  nun 

und  die  Laplace'sche  Transformirte  lautet  einfach 
(Li)  JT-  +  9^0^  =  0. 


Es  ist  folglich 


also 


und 


fSPo(f) 


V  =  — ^-^  e 


B{J^{x))  =  CdV. 


Sei  in  Partialbrüche  zerlegt: 


wir  nehmen  also  an,  es  sei  (p^{p)  nur  vom  Grrade  n  —  A  (beschränken 
uns  also  für  diese  specielle  Gleichung  nicht  auf  den  Rang  Eins),  d.  h. 
l    der  Wurzeln    c^,   c.,,  •  •  •  c^^    der    charakteristischen    Gleichung    seien 
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imendlichj  ferner  seien  ^  derselben  gleich  a,  v  derselben  gleich  h,  u.  s.  w., 
so  dass 

2  +  ,a  +  i;  H =  n. 

Dann  ist 


(38) 


■.  +  ZX 

e 


(39)       Tr=-yA — L^__y^ L__^ 

gesetzt  wurde.    Bei  Umlänfen  von  s  um  die  singulären  Punkte  a,  h,  •  •  • 
multiplicirt  sich   V  demnach  mit  den  Factoren 

^  ...         G-=>^). 

Denken  wir  uns  nun  in  der  ^-Ebene  von  einem  willkürlichen 
Punkte  ^  aus  einfache  Schleifen  um  die  Punkte  a,  1),  ■  •  •  gelegt, 
d.  h,  also  Curven  s^,  s^,  •  •  •,  die  von  ^  ausgehend  durch  lauter  regu- 
läre Stellen  hindurch  bis  dicht  an  den  betreffenden  Punkt  a,  h,  •  ■  • 
heran,  dann  in  kleinem  Kreise  um  diesen  in  positiver  Richtung  herum 
und  auf  dem  Hinwege  wieder  nach  ^  zurück  führen.  Dann  bleibt  die 
Function  V  ungeändert,  wenn  wir  die  Variable  z  den  Weg 

a,b  b         a        b    a 

beschreiben  lassen,  und  es  wird  folglich 

ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A^)  darstellen. 
Setzen  wir: 

j  ve''cU  =  A, 

(*a) 

Jve^'cU  =  B, 
i'b) 


wobei    für   v    ein    bestimmter  Ausgaugswerth   r(^)    genommen  werden 
möge,  dann  ist 

'a,b^    '  '  ' 

also 

J.     (X)  =  (1  -  e''"''^)Ä  -  (1  -  e^^'-"05. 
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Bedeutet  m  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  endlichen 
Wurzeln  a,  h,  •  ■  •  der  charakteristischen  Gleichung  cp^iz)  =  0,  so  er- 
halten wir  auf  diese  Weise  m  —  1  linear  unabhängige  Integrale  der 
Differentialgleichung  (A^).  Es  handelt  sich  nun  darum,  noch  n  —  m  -j-  1 
andere  Integrale  aufzufinden,  die  mit  jenen  zusammengenommen  ein 
Fundamentalsystem  constituiren. 

Sei  zunächst  («■  >  1,  d.  h.  a  eine  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung 
q)^{2)  =  0,  dann  setzen  wir 

^_,  ,       ^>0>       0^^<2;r, 

in  die  Ausdrücke  (38),  (39)  ein  und  untersuchen  das  Verhalten  von  V, 
wenn  s  in  den  Punkt  a  einrückt.     Es  ist  offenbar 
F=  F-  r"'(cos  a^d^  +  i  sin«,^)  •  etri-/Mcos(,+iir;:^)  +  .sin(,+r=:i;^)}^ 

wo  V  einen  Ausdruck  darstellt,  der  im  Punkte  s  ==  a  bestimmt  ist  und 
einen  endlichen  Werth  annimmt.  Wir  ersehen  hieraus,  dass  sich  V  für 
0  =  a  dem  Werthe  Null  oder  Unendlich  annähert,  jenachdem  0  in  den 
Punkt  a  so  einrückt,  dass 

cos  (^  +  1  —  fi^) 

negativ  oder  positiv  ist.     Es  seien  nun 

die  aequidistanten  zwischen  0  und  2;r  gelegenen  Werthe  von  -O-,  für 

welche  

cos(7j  +  1  —  fi^)  =  0 

ist,  und  sei  dieser  Cosinus  z.  B.  für 

negativ,  dann  ist  also  allemal 

lim  F  =  0 ,  ^ 

wenn  2  so  in  den  Punkt  a  einrückt,  dass 

W  ^2.  +  l  <  ^  <  ^2,  +  2  (.  =  0,1,...  ^732) 

ist.  Denken  wir  uns  nun  das  Integral  J(x)  erstreckt  über  einen  von 
z  =  a  ausgehenden  geschlossenen  Weg  l^^,  der  den  Punkt  0  =  a  in 
einer  Richtung  verlässt,  für  welche  -O-  in  dem  durch  g  =  k  charakteri- 
sirten  Intervalle  (40)  gelegen  ist  und  der  in  solcher  Richtung  nach 
z  =  a  zurückkehrt,   dass  -9-  in   dem  durch  g  =  k  -{-  1  charakterisirten 
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Intervalle  (40)  verbleibt,  so  ist  im  Anfangs-  und  Endpunkte  von  l  der 
Ausdruck   V  gleich  Null,  und  es  stellt  folglich 

J.      (x)  iy.=^0,l,---7i^^2) 

''ay.       ^ 

eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (A^)  dar.  Diese  ^  —  1  Lösungen 
hängen  natürlich  wesentlich  davon  ab,  welche  der  Wurzelpunkte  &,  •  •  • 
von  q)^{s)  und  wie  oft  dieselben  von  den  Integrationswegen  l^^_^  um- 
schlungen  werden.     Wir  können  z.  B.   annehmen,    dass  die  l      keinen 

<->  '  ay. 

dieser  Wurzelpunkte  einschliessen,  dann  dürfen  die  Dimensionen  dieser 
Integrationswege  beliebig  verkleinert  werden,  und  wir  erhalten  auf  diese 
Weise  fi  —  1  wohlbestimmte  Integrale  von  (A^),  die  der  ^-fachen 
Wurzel  a  entsprechen.  Verfahren  wir  ebenso  für  jede  endliche  mehr- 
fache Wurzel  der  Gleichung  ^j(»')  =  0,  so  haben  wir  einschliesslich 
der  vorher  gefundenen  {m —  1)  Lösungen 

im  Ganzen  n  —  X  —  1  Integrale  von  (A^). 

Um  die  noch  fehlenden  X  -\-  1  Integrale  zu  erlangen,  müssen  wir 
den  Integrationsweg  vom  Punkte  ä'  =  oo  ausgehen  lassen,  und  unter- 
suchen darum  zunächst  das  Verhalten  von  V  im  Punkte  s  =  oo.  Sei 
zunächst  A  >  0;  setzen  wir  dann  wiederum 

/        0  =  r(cos  0-  +  ^  sin  %) , 

(41)  -,         ^,         _^  .   .      , 

lxqr^  =  r(cos^-f  •isnM;) 

und  bezeichnen  jetzt  durch 

^V    ^2}    "  '    ^2{X  +  l) 

die  zwischen  0  und  2jr  gelegenen  Wurzeln  der  Gleichung 


cos(i?  + A-f-  1^)  =  0, 

so  strebt  V  dem  Grenzwerthe  Null  oder  Unendlich  zu,  jenachdem  ^ 
mit  einem  Argumente  -9"  ins  Unendliche  rückt,  welches  in  einem  der 
Intervalle 


(ir=:l,2,-    --l  +  l) 


COS  (iy  -|-  A  -f  1-^)  <  0      ist  für     i'^,  <  -^  <  -9-, . 

Auf   einem  Integrationswege   J_ ,    der   von    ^  =  oo    mit   einem  in   dem 
Intervalle  (42)  für  g  =  k  gelegenen  Argumente  O-  ausgehend,  ohne  eine 


(42) 

-^2 

.+  !<*<*.,+ 

oder 

\ 

,<*<*.,  +  ! 

gelegen 

ist, 

vorausgesetzt,  dass 
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Wurzel  a,  h,  •  •  •  der  charakteristischen  Gleichung  einzuschliessen,  mit 
einem  in  dem  Intervalle  (42)  für  g  =  x  -\-  1  gelegenen  Argumente  %■ 
nach  z  =  oo  zurückkehrt,  ist  demnach  im  Anfangs-  und  Endpunkte 
V  =  0,  d.  h.  wir  haben  in  den  Ausdrücken 

^l    (*')  (X  =  0,  1,  ■  •  ■  ^) 

X  -\-  1  Lösungen   der  Differentialgleichung  (A^). 

Eine  besondere  Erörterung  erfordert  nur  noch  der  Fall  A  =  0; 
alsdann  ist  nämlich 

und  w^j  ist  nichts  Anderes  als  die  Wurzel  der  Gleichung 

Diese  Gleichung  ist  offenbar  die  charakteristische  Gleichung  der  La- 
place'schen  Transformirten  (L^),  sie  stimmt  auch^  wenn  wir  —  m  an 
die  Stelle  von  m  setzen,  mit  der  Gleichung  übereiu,  die  den  im  Endlichen 
gelegenen  singulären  Punkt  der  Differentialgleichung  (A^)  liefert,  dieser 
ist  also  X  =  —  m^.     Nun  ist,  wenn  wir 

0  =  re    , 

X  -f-  ni^  =  rc''' 

setzen,   V  offenbar  gleich  Null,  falls  0  so  ins  Unendliche  wächst,  dass 

cos  {^-]-7])<0 

ist,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn  das  Argument  d-  von  z  der  Ungleichung 

(43)  9i(^e^Ö<9i(-w,/Ö 

Genüge  leistet. 

Beschränken  wir  x  auf  einen  gewissen  Bereich  ^,  der  den  Punkt 
X  =  —  w^Y,  nicht  enthält,  so  können  wir  -9-  stets  so  wählen,  dass  für 
Werthe  von  x,  die  innerhalb  33  liegen,  die  Ungleichung  (43)  erfüllt 
wird.  Sei  dann  V  ein  Integrationsweg,  der  von  s  =  00  mit  einem 
solchen  Argumente  -9-  ausgeht  und,  ohne  eine  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung (pA^)  =  0  einzuschliessen,  mit  einem  ebenso  beschaffenen  Argu- 
mente ■9'  nach  ^  =  00  zurückführt,  so  verschwindet  V  im  Anfangs-  und 
Endpunkte,  und  es  stellt  folglich 

J,(x) 

innerhalb  des  Bereiches  SS  eine  Lösung  von  (A^)  dar. 

Wir  haben  also  in  allen  Fällen  n  Integrationswege  gefunden,  über 
welche  erstreckt  das  Integral 
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ß 


Lösungen  der  Differentialgleichung  (A^)  liefert.  Im  Falle  A  >  0  stellen 
alle  n  so  gefundenen  Integrale  diese  Lösungen  für  alle  endlichen  Werthe 
von  X  dar,  und  zwar  sind  dieselben,  wie  aus  der  Form  dieser  Integrale 
sofort  ersichtlich  ist,  ganze  transcendente  Functionen  von  x.  Dies  ist  auch 
daraus  einleuchtend,  dass  wenn  A  >  0  ist,  nothwendig  C^  ^^  verschwinden 
muss,  so  dass  die  Differentialgleichung  (A^)  in  diesem  Falle  keinen  im 
Endlichen  gelegenen  singulären  Punkt  besitzt.  Ist  A  =  0,  so  erstreckt 
sich  der  Grültigkeitsbereich  der  n  —  1  Integrale 


-a,ö 


auf  die  Gesammtheit  aller  endlichen  a;- Werthe  und,  diese  n  —  1 
Lösungen  von  (A^)  sind  auch  wieder  ganze  transcendente  Functionen-, 
dagegen  gilt  das  w'®  Integral 

nur  in  einem  beschränkten,  den  Punkt  x  =  —  m^  nicht  einschliessenden 
Bereiche  83,  die  durch  dasselbe  dargestellte  Lösung  von  (A^)  ist  folg- 
lich im  Allgemeinen  mehrdeutig  und  besitzt  den  Punkt  x  =  —  m^ 
zum  Verzweigungspunkte.  Dies  ist  übrigens  auch  a  priori  klar,  wenn 
man  beachtet,  dass  der  Punkt  x  =  —  m^  ein  einfacher  singulärer  Punkt 
der  Differentialgleichung  (AJ  ist. 


115.    Differentialgleicliungen  vom  Range  Eins,  die  von  höherer 
Ordnung  sind,  als  ihre  Laplace'schen  Transformirten. 

Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,  ähnlich  wie  es  uns  im 
Falle  p  =  1  gelungen  ist,  auch  im  Allgemeinen  n  Integrationswege  l 
aufzufinden,  die  der  einen  von  den  beiden  in  der  Nr.  113  (S.  408) 
aufgestellten  Forderungen  genügen,  über  welche  erstreckt  also  Ji(oc) 
eine  Lösung  der  gegebenen  Differentialgleichung  (A)  darstellt.  Diese 
Aufgabe  bietet  bedeutende  Schwierigkeiten  dar,  weil  sich  im  allge- 
meinen Falle  das  Verhalten  der  Function  V  nicht  so  leicht  übersehen 
lässt,  wie  im  FaUe  p  =  1. 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  wieder  voraus,  dass  die  Wurzeln 
c^,  c^,  ■  ■  ■  c^^  der  charakteristischen  Gleichung  (10)  sämmtHch  (endlich 
und)  von  einander  verschieden  seien,  und  denken  uns  dann  von  dem 
beliebigen  Punkte  3  =  ^  aus  einfache  Schleifen  s^,  s^,  •  •  •  s^  nach  den 
Punkten 
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hingelegt.  Sei  v  eine  beliebige  Lösung  der  Laplace 'sehen  Transfor- 
mirten  (L),  und  setzen  wir  das  über  die  Schleife  s  erstreckte  Integral 
J(x)  gleich 

T    =      ive'^dS  (v  =  l,  2,  •••n). 

Das  zum  Punkte  z  =  c^,  gehörige  canonische  Fundamentalsystem  be- 
steht im  Allgemeinen  aus  p  —  1  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 
regulären  Elementen  und  aus  einem  Integrale  von  der  Form 

%,  =  (^  -  %T%{^  I  cx 

wo  ^^(0  I  c^  eine  in  der  Umgebung  .von  2  =  c^  reguläre  Function  be- 
deutet; es  ist  folglich  das  beliebige  Integral  v  in  dieser  Umgebung  in 
der  Form  darstellbar 

(44)  v==%{z\c:)-\-r^v^„ 

wo  auch  ^jX-^IO  ^^^®  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  s  —  c  ent- 
wickelbare Function,  y^  eine  Constante  bedeutet. 

Substituiren  wir  nun  das  Integral  T,  in  die  linke  Seite  der  Diffe- 
rentialgleichung (A),  so  kommt: 

bezeichnen  wir  also  das,  was  aus  einer  Function  f{z)  wird,  wenn  z 
den  Weg  s^,  beschreibt,  durch 

0/(^), 

so  ist 

(45)  JJ(T)  =  @  F(e,  x)  -  F(e,  x). 
Nun  ist 

WO  die  fp  ^^iß)  ganze  rationale  Functionen  von  z  bedeuten,  die  sich  aus 
den  (p-{z)  und  ihren  Ableitungen  ganz  und  rational  zusammensetzen; 
wir  haben  folglich 

1.1  =  0      )l=Q  \         \        / 

Vermöge  der  Gleichung  (44)  ergiebt  sich  aber 
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bezeiclinen  wir  also   die  Differenz   der  Wei-the   der  X^^  Ableitung  von 
V ,  für  z  =  t,  vor  und  nach  Vollzug  des  Umlaufes  s    durch  o^,.,  d.  h. 


so  ist 

&V{1,  X)  -  Vit,  X)  =  e^^'^/^<pjt)  ■  7, ,«,,,. 
/(=o     ;.=o 
Seien  nun  h^,  h,^,  ■  ■  ■  li^^   n  noch  zu  bestimmende   Constanten,   so   ist 
nach  Gleichung  (45) 

v=i  iu=o     ;.=o  7  =  1 

wenn  sich  also  die  7/^,  •  •  •  h^  so  bestimmen  lassen,  dass 


(46)  SlKTr^y-,  =  0 


(/  =  0,1,  •••i.-l) 


2'''.^' 


eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (A).  Eine  solche  Bestimmung 
ist  stets  möglich,  wenn 

in  diesem  Falle  besitzen  die  Gleichungen  (46)  genau  n  —  p  linear  un- 
abhängige Lösungssysteme 

d.  h.  wir  haben  n — p  linear  unabhängige  Lösungen 
(47)  ^^^fT^,         (x=i,2,..-i^p) 

r  =  l 

der  Differentialgleichimg  (A).  Diese  Lösungen  finden  sich  mit  Hülfe 
der  bestimmten  Integrale  T,  dargestellt  für  alle  endlichen  Werthe  von 
X,  imd  aus  dieser  Form  der  Darstellung  ist  auch  unmittelbar  ersicht- 
lich, dass  die  Lösungen  (47)  ganze  transcendente  Functionen  von  x 
sind.  Wir  finden  also  als  Verallgemeinerung  des  für  die  Laplace'sche 
Gleichung  (p»  =  1)  erlangten  Ergebnisses  das  Resultat: 

Wenn  n^p  ist,  so  besitzt  die  Differentialgleichung  (A) 
n—p  linear  unabhängige  Integrale,  die  ganze  transcendente 
Functionen  sind. 
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Wenn  die  Wurzel  q.  der  zu  s  =  c.  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  in  ihrem  realen  Theile  grösser  ist  als  p  —  1, 
so  verschwindet  v.  mit  seinen  ^j  —  1  ersten  Ableitungen  in  diesem 
singulären  Punkte;  dies  vorausgesetzt,  kann  man  an  Stelle  des  über 
die  Schleife  s.  erstreckten  Integrals  T.  das  Integral 


/• 


■'\l0 


benutzen,  weil  dann  der  für  das  Integral  v  =  v.  gebildete  Ausdruck 
V{z,  x)  für  z  =  c.  verschwindet;  als  Integrationsweg  kann  irgend  eine 
beliebige,  die  '^ingulären  Punkte  vermeidende,  zwischen  den  Punkten 
e.  und  t,  erstreckte  Curve  genommen  werden. 


116.    Die  aUgemeine  Differentialgleichung  vom  Range  Eins. 
Convergenz  der  Normalreihe  (vergl.  Nr.  112), 

Wenn  n  nicht  grösser  ist  als  j3,  so  liefert  das  eingeschlagene  Ver- 
fahren im  Allgemeinen  keine  Lösungen  der  Differentialgleichung  (A). 
Man  kann  aber  auch  in  diesem  Falle  zu  einer  Darstellung  von  n 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (A)  durch  bestimmte  Integrale  von 
der  Form  J(pc)  gelangen,  wenn  man  Integrationswege  anwendet,  deren 
Anfangs-  und  Endpunkt  im  Unendlichen  liegt.  Um  solche  Integrations- 
wege zu  studiren,  muss  man  das  Verhalten  der  Integrale  v  von  (L)  in 
der  Umgebung  von  ^  =  oo  kennen,  man  wird  also  genöthigt  sein  auf 
die  Poincare'schen  Sätze,  deren  wir  in  der  Nr.  100  (S.  362,  363)  gedacht 
haben,  zurückzugreifen.  Dieselben  werden  uns  gestatten  in  dem  all- 
gemeinen FaUe  ähnliche  Resultate  zu  erhalten,  wie  die,  welche  wir  für 
die  Laplace'sche  Differentialgleichung  (p  =  1)  gefunden  haben. 

Bilden  wir  zu  dem  Ende  zunächst  die  charakteristische  Gleichung 
der  Laplace'schen  Transformirten  (L),  so  lautet  dieselbe 

(48)  2'^,,.(-l)V  =  0; 

bezeichnen  wir  ihre  Wurzeln  durch 

-  a„  -  a„  •  •  •  -  a^, 

so  sind  die  entgegengesetzten  Werthe  derselben,  d.  h. 
die  Wurzeln  der  Grleichung 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.  I.  27 
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y^C     oT  =  P  (a)  =  0, 

x  =  0 

also  nichts  anderes  als  die  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte 
der  Differentialgleichung  (A).  Der  am  Schlüsse  der  Nr.  100  (S.  363) 
ausgesprochene  Satz  des  Herrn  Poincare  lehrt  nun  für  die  Integrale 
V  von  (L)^  dass 

lim  ve'''  =  0 
ist,  wenn  0  mit  dem  Argumente  d'  ins  Unendliche  rückt,  und 

d.  h. 

(49)  m(xe^')  <m(a^e^')         (y.=-i,%--P) 

ist.     Unter  denselben  Bedingungen  ist  aber  dann  auch 

lim    —yze     =0, 
2=^x  dz 

es  verschwindet  folglich  der  Grenzwei-th  des  Ausdruckes   V{z,  x) 

lim   V{ß,  x), 

wenn  O*  den  Ungleichungen  (49)  Genüge  leistet.  Diese  letzteren  lassen 
sich  offenbar  stets  befriedigen,  wenn  wir  x  auf  einen  Bereich  be- 
schränken, der  keinen  der  Punkte  a^,  a,^,  ■  •  •  a^  in  sich  schliesst; 
denken  wir  uns  z.  B.  ein  convexes  Polygon  P  in  der  rr-Ebene  ge- 
zeichnet, ausserhalb  dessen  keiner  dieser  Punkte  liegt,  so  lassen  sich 
aUemal  Werthe  von  Q-  finden,  die  den  Ungleichungen  (49)  genügen, 
wenn  x  ausserhalb  des  Polygons  P  verbleibt. 

Wir  denken  uns  nun  in  der  ^-Ebene  z.  B.  einen  Integrationsweg  l_^, 
der,  von  ^  =  00  mit  einem  den  Ungleichungen  (49)  genügenden  Argii- 
mente  ausgehend,  den  Punkt  ^  =  c^  umschlingt  und  dann  mit  dem- 
selben oder  mit  einem  anderen,  ebenfalls  die  Ungleichungen  (49)  be- 
friedigenden Argumente  nach  ^  =  00  zurückkehi-t.     Bilden  wir  dann 


y. 


Jißc)==Jve'''dz, 


wo  v  ein  beliebiges  Integral  von  (L)  bedeutet,  so  ist 


('x) 


d.  h.  y,   eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (A).     Wenn  wir 
wieder    die    c^,  c,^,  ■  ■  •  c^^    von    einander   verschieden    und    die    Zahlen 
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?i?  ?2?  ■  ■  "  9n  ^^^  y^ickt  ganzaahlig  voraussetzen,  so  ist  in  der  Umgebung 
von  0  =  c^,  jedes  Integral  v  in  der  Form  (44)  darstellbar,  und  es  ist 
folglich 

y^=  I  ve^'dz  =  y^   Cv/''  dz; 

die  Lösung  \j^  ist  also,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor, 
unabhängig  von  der  Wahl  des  Integrals  v. 

Für  X  =  \,  2,  ■  ■  '  n  ergeben  sich  auf  diese  Weise  n  Lösungen  der 
Differentialgleichung  (A),  dieselben  finden  sich  durch  die  bestimmten 
Integrale 

dargestellt,  wenn  x  auf  das  Aeussere  des  Polygons  P  beschränkt  wird; 
man  kann  noch  unzählig  viele  andere  Integrationswege  finden,  die  den 
in  der  Nr.  113  (S.  408)  aufgestellten  Forderungen  genügen,  aber  man 
erkennt  leicht,  dass  die  über  dieselben  erstreckten  Integrale  J{x)  nur 
Lösungen    von   (A)   liefern,    die    homogene    lineare    Verbindungen    der 

Vv  y-z^  ■■■  Vn  ^i^<^- 

Wir  specialisiren  nun  den  Integrationsweg  l  ,  indem  wir  das 
Argument  ^  von  b,  mit  welchem  derselbe  von  ^r  =  oo  ausgeht  und 
nach  ^  =  oo  zurückkehrt,  gleich  tc  nehmen;  beschreiben  wir  z.  B.  um  c 
als  Mittelpunkt  einen  kleinen  KJreis  ß^,  und  ziehen  von  c  aus  eine 
Parallele  zur  realen  ^-Axe,  die  sich  nach  der  Seite  der  negativen 
realen  Werthe  hin  in's  Unendliche  erstreckt  und  den  Kreis  ß  etwa 
im  Punkte  h^  trifft,  so  möge  der  specialisirte  Integrationsweg  l  — 
wir  nennen  ihn  T  —  von  ^  =  oo  aus  auf  dieser  Parallelen  bis  nach 
1)^  hin,  dann  längs  ®^  nach  h^  zurück  und  wieder  auf  der  Parallelen 
von  h^  nach  ^  =  oo  laufend  gewählt  werden.  Sollte  auf  dem  so  be- 
stimmten Wege  l^  einer  der  Punkte  c^  liegen,  so  modificiren  wir  T  , 
inde~a  wir  dem  c^  in  einem  kleinen  Bogen  ausweichen.     Das  Integral 

(50)  y^=Jv/'d0 

stellt  dann  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (A)  dar,  wenn  x  der 
Ungleichung  (40)  für  d'  =  n  genügt,  d.  h.  wenn 

also  insbesondere,  wenn  z.  B.  x  real  positiv  und  sehr  gross  an- 
genommen wird.  Denken  wir  uns  nun  in  (50)  für  v^_  seine  Ent- 
wickelung  nach  Potenzen  von  ^  —  e.^  eingesetzt  (vergi.  Gleichung  (32) 
S.  404,  für  i  =  7i) 
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(51)  >',=  ^B^,(^-^)'"*', 

dann  convergirt  dieselbe  im  Allgemeinen  nur  innerhalb  einer  gewissen 
Umgebung  von  z  =  c. .  Wenn  wir  trotzdem  das  Product  dieser  Reihe 
in  e""  auf  dem  Wege  J^  gliedweise  integriren,  so  werden  wir  im  All- 
gemeinen eine  divergente  Reihe  erhalten;  es  würde  sich  dann  und  nur 
dann  ein  convergentes  Resultat  ergeben,  wenn  die  Reihenentwickelung 
(51)  für  alle  Punkte  des  Integi'ationsweges  J^  gleichmässig  und  unbe- 
dingt convergent  wäre.     Dies  kann  aber  nur  eintreten,  wenn 

eine  ganze  transcendente  Function  von  s  ist.  Führen  wir  die  Inte- 
gration in  der  gedachten  Weise  ganz  formal  aus,  so  ist  also 


(52)  Tj.^_^^H^ß,-cJ^+^e- 


wo   wir  das  Zeichen  ~  an   Stelle   des   Gleichheitszeichens  geschrieben 
haben,  um  anzudeuten,  dass  im  Allgemeinen  keine  Gleichlieit  zwischen 
den  beiden  Ausdrücken  besteht,  weil  der  auf  der  rechten  Seite  stehende 
Ausdruck,  von  einzelnen  Ausnahmefällen  abgesehen,  divergent  ist. 
Um  das  Integi-al 

i) 

ZU  berechnen,  setzen  wir 

—  (ß  —  ^x)  *'  "^  ^5 
dann  lautet  das  transformirte  Integral 

und  der  Integrationsweg  in  der  ^- Ebene  fühi-t,  wenn  wir,  was  ja  erlaubt 
ist,  X  real  positiv  und  hinreichend  gross  annehmen,  auf  der  positiven 
realen  Axe  von  -j-  oo  bis  zu  einem  sehr  kleinen  positiven  Werthe  £,  dann 
von  a  im  Kreise  um  den  Punkt  t  =  0  herum  und  längs  der  realen 
Axe  wieder  nach  -j-  oo  zurück.     Aber  das  so  genommene  Integral 

(53)  rt°-+"c~'dt 

können  wir  schreiben: 
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&  CO 

%  (0) 

da  sich  f'^'^^  bei  dem  Umlaufe  um  ^  =  0  mit  dem  Factor 


multiplicirt  hat.  Lassen  wir  hierin  s  gegen  Null  convergiren,  so  fällt 
das  zweite  Integral  fort  (der  Fall  eines  negativen  ganzzahligen  q^  bleibt 
nach  wie  vor  ausgeschlossen),  und  da  nach  einer  bekannten  Formel 


Ce-'t^-Ut=r{Q) 


ist,  so  ergiebt  sich  für  das  Integral  (53)  der  Werth 

Somit  finden  wir 

(54)  i\z  —  cy-''"e''dz 

=  {-^lf''-+'-^x-^>'-'-' C-' r{Q^  +  ^  +  1)  (e''''^''  —  !)• 

Diese  Gleichung  gilt  ihrer  Herleitung  gemäss  nur  für  hinreichend 
grosse  positive  A\  orthe  von  X'^  da  aber  die  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten 
monogene  Functionen  von  x  sind,  so  können  wir  nach  bekannten  analy- 
tischen Principien  unmittelbar  schliessen,  dass  die  Gleichung  für  alle 
jene  iC-Werthe  bestehen  bleibt,  für  die  das  Integral  auf  der  linken 
Seite  überhaupt  einen  Sinn  hat.  Die  rechte  Seite  von  (52)  erscheint 
hiernach  in  der  Form 

Dies  ist  aber  abgesehen  von  dem  constanten  Factor 
(_  i)?x-i(e2«'>x  _  1)  =  e 

genau  die  zum  fundamentalen  determinirenden  Factor 

gehörige  Normalreihe  (o3).  Wenn  die  Reihenentwickelung  (51)  für 
alle  endlichen  Werthe  von  s  convergirt,  so  ist  die  gliedweise  Inte- 
gration legitim  und  die  durch  Ausführung  derselben  hervorgehende 
Reihe,  d.  h.  die  Normalreihe  (33),  convergirt  so  lange,  als  die  Gleichung 
(54)   gültig  ist,   d.  h.   für  Werthe   von  x,  deren  absoluter  Betrag  hin- 
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reichend  gross  ist.  In  diesem  Falle  ist  also  (53)  eine  richtige  Glei- 
chung, und  damit  ist  zugleich  bewiesen,  dass  das  Kriterium,  welches 
wir  in  der  Nr.  112  (S.  405)  als  nothwendig  für  die  Convergenz  der 
Normalreihe  erkannt  haben,  auch  hinreichend  ist;  es  ist  also  die 
Existenz  eines  zum  fundamentalen  determinirenden  Factor 
e'^-'^  gehörigen  Normalintegrals  der  Differentialgleichung  (A) 
gleichbedeutend  mit  der  Existenz  eines  Integrals  derLaplace- 
schen  Transformirten,  welches,  abgesehen  vom  Factor 

eine  ganze  transcendente  Function  von  z  ist. 


117.    Bedingung  für  die  Existenz  eines  Integrals,  das  eine  mit  einem 

Exponentialfactor    multiplicirte    ganze   Function   ist.     Asymptotische 

Darstellungen.     Reciprocität  der  Laplace 'sehen  Transformirten. 

Der  Herleitung  dieses  Satzes  liegt  die  Annahme  zu  Grunde,  dass 
Q  nicht  ganzzahlig  sei.  Indem  wir  die  Discussion  der  Fälle,  wo  für 
ganzzahliges  ^^  das  Integral  v^  mit  Logarithmen  behaftet  ist,  bei  Seite 
lassen,  wollen  wir  nur  den  besonders  bemerkenswerthen  Fall  betrachten, 
wo  Q  ganzzahlig  negativ  ist,  und  wo  ?;.  keinen  Logarithmus  enthält. 
Alsdann  besitzt  v^  in  der  Umgebung  von  z  =  c^  den  Charakter  einer 
rationalen  Function  und  bleibt  also  ungeändert,  wenn  z  die  Peripherie  des 
Kreises  ß  durchläuft.  Hieraus  schliessen  wir,  dass  in  dem  Integrale  (50) 
die  beiden  Bestandtheile,  welche  von  der  Integration  längs  der  zur 
realen  Axe  parallelen  Geraden  von  —  oo  nach  h_^  und  von  h  nach 
—  CO  herrühren,  sich  zerstören;  es  bleibt  also  nur 

Sei  in  der  Umgebung  von  s  =  c^ 


tti  (^-O' 


('•x=-?;<-1^0). 


WO  ^^(^  I  cj  eine  in  der  Umgebung  von  z  =  c^_  reguläre  Function  be- 


deutet,  dann  ist 


i^^) 
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c  )-\/-^.)-,;^^ 


und 

da  bekanntlicli 

1 
2n 

iß- 

-0"'^^'"^'^'^^^ 

= 

x'- 

-1 

{X- 

~W' 

ist^ 

so  ergiebt 

sich 

für  ^^ 

der  Ausdi-uck 

^.= 

=  2^^>^^^2''^,+, 

11 

} 

d.  h.  in  diesem  Falle  existirt  stets  ein  Normalintegral  der 
Differentialgleiclinng  (A),  und  zwar  reducirt  sich  dasselbe 
auf  eine  mit  dem  fundamentalen  determinirenden  Factor 
multiplicirte  ganze  rationale  Function  von  x. 

Wenn  umgekehrt  die  DiflFerentialgleichung  (A)  durch  einen  der- 
artigen Ausdruck  befriedigt  werden  soll,  so  muss  zunächst  r^  eine 
positive  ganze  Zahl,  d.  h.  q  ganzzahlig  negativ  sein-  ferner  darf  das 
zum  Exponenten  q^  gehörige  Integral  v^_  von  (L)  keinen  Logarithmus 
enthalten,  denn  wenn  dies  der  Fall  wäre,  so  könnte  sich  der  Ausdruck 


/ 


■c^)x 


dz 


niemals  auf  eine  ganze  rationale  Function  von  x  reduciren.  Damit 
also  die  Differentialgleichung  (A)  ein  Normalintegral  be- 
sitzt, welches  eine  mit  dem  fundamentalen  determinirenden 
Factor  e"'**  multiplicirte  ganze  rationale  Function  von  x  ist, 
e  giebt  sich  als  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

1)  die  p^^  Wurzel  q^  der  zum  singulären  Punkte  ^  =  c^  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Laplace- 
schen  Transformirten  (L)  eine  negative  ganze  Zahl  und 

2)  das  zu  dieser  Wurzel  als  Exponenten  gehörige  Inte- 
gral V    von  (L)  von  Logarithmen  frei  sei. 

Wir  fügen  diesen  Resultaten,  die  —  wie  wir  an  späterer  SteUe 
sehen  werden  —  vielfacher  und  wichtiger  Anwendungen  fähig  sind, 
noch  einige  Bemerkungen  hinzu,  die  sich  auf  den  Fall  beziehen,  wo  q^ 
nicht  ganzzahlig  und  die  Reihe  für  v^  nicht  beständig  convergent  ist. 
Setzen  wir  dann 
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SO  ist  B,  iß)  für  alle  Wertte  von  s  woMdefinirt,  und  wenn  z  —  c^  dem 
absoluten  Betrage  nach,  hinreicliend  klein  genommen  -wird,  so  haben 
wir  für  unendlich  wachsendes  g 

(z  —  c^f^nim  B  (^)  =  0. 

Mit  Benutzung  der  durch  die  Gleichung  (20  a),  S.  404,  fixirten  Bezeich- 
nung können  wir  demnach  schreiben 

Aus  den  in  der  bereits  erwähnten  Arbeit  im  American  Journal  rer- 
öff entlichten  Untersuchungen  von  Herrn  Poincare  ergiebt  sich  nun,  dass 

(55)  lim x"e-">'''  Cb  {z)e'\lz  =  0 

x=oo  J         ^ 

ist  für  beliebiges  w«,  wenn  x  als  reale  positive  Grösse  in's  Unendliche 
rückt.     Hieraus  folgt,  dass  sich  der  Ausdruck 

der  Null  nähert,  wenn  x  als  reale  positive  Grösse  in's  Unendliche 
wächst;  man  drückt  dies  gewöhnlich  so  aus,  dass  man  sagt:  die  Func- 
tion y.^  werde  durch  die  divergente  Normalreihe 

(5G)  ^e^'' ^gjr_y ■"■-'■ 

1=0 

für  reale  positive  Werthe  von  x  asymptotisch  dargestellt. 

Solche   asymptotische  Darstellungen    sind    in    der  Analysis    schon 
seit  langer  Zeit  bekannt,  wir  erinnern  z.  B.  nur  an  die  Darstellung  von 

logA>--f-l) 

durch  die  sogenannte  Stirling'sche  Reihe  (vergl.  Gauss,  Disquisi- 
tiones  circa  seriem  etc.,  art.  29);  dieselben  geben  natürlich  über  den 
analytischen  Charakter  der  so  dargestellten  Function  keinen  Aufschluss, 
sie  können  aber  zur  angenäherten  Berechnung  dieser  Function  für  hin- 
reichend grosse  Werthe  von  x  angewandt  werden.  Wir  gehen  hier 
weder  auf  die  Begründung  der  Gleichung  (55),  noch  auf  eine  genauere 
Untersuchung  dieser  asymptotischen  Darstellungen  ein,  es  werde  bloss 
noch  erwähnt,  dass  die  Normalreihe  (56)  nur  für  reale  positive  x  das 
Integral  y^  von  (A)  asymptotisch  darstellt;  lässt  man  dagegen  x  mit 
einem   anderen    (von  Null   verschiedenen)  Argumente    in's  Unendliche 
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rücken,  so  erfolgt  die  asymptotische  Annäherung  der  Reihe  (56) 
nicht  mehr  an  y^,  sondern  an  ein  anderes  Integral  von  (A). 

Die  Theorie  der  Laplace 'sehen  Transformirten  hat  uns  ifi  hin- 
reichend allgemeinen  Fällen  Darstellungen  für  die  Lösungen  unserer 
Differentialgleichung  vom  Range  Eins  geliefert.  Sie  liess  aber  zugleich 
eine  Anzahl  bemerkenswerther  Eigenschaften  dieser  Lösungen  hervor- 
treten, und  man  darf  wohl  erwarten,  dass  es  der  weiteren  Forschung 
auf  diesem  Gebiete,  auf  welches  Herr  Poincare  erst  vor  wenigen 
Jahren  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  gelenkt  hat,  gelingen 
dürfte,  unsere  Kenntnisse  über  das  Verhalten  der  Litegrale  linearer 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  in  der  Umgebung 
von  Unbestimmtheitsstellen  noch  wesentlich  zu  erweitem.  Dass  die 
Resultate  der  in  diesem  Kapitel  dargelegten  Theorie  über  die  besondere 
Classe  der  Differentialgleichungen  vom  Range  Eins  hinausreichen,  lässt 
sich  leicht  einsehen. 

Zwar  erscheint  die  Bildung  der  Laplace'schen  Transformirten 
wesentlich  an  die  Voraussetzung  geknüpft,  dass  die  gegebene  Differen- 
tialgleichung (A)  rationale  Coefficienten  habe  und  vom  Range  Eins  sei, 
es  ist  jedoch  hierin  der  Fall,  wo  sich  die  Integrale  von  (A)  zum 
Theil  oder  sämmtlich  im  Punkte  x  =  oc  bestimmt  verhalten,  mit  ein- 
geschlossen. Soweit  es  sich  also  um  die  blosse  Möglichkeit  einer  Dar- 
stellung der  Lösungen  von  (A)  in  der  Form  von  bestimmten  Inte- 
gralen handelt,  die  über  Lösungen  der  Laplace'schen  Transformirten 
zu  erstrecken  sind,  enthält  jene  Voraussetzung  keine  Beschränkung, 
denn  wie  schon  (S.  379)  hervorgehoben  wurde,  lässt  sich  durch  eine 
einfache  Transformation  stets  erreichen,  dass  der  unendlich  ferne  Punkt 
eine  reguläre  Stelle  oder  eine  singulare  Stelle  der  Bestimmtheit  für 
dl;  Differentialgleichung  wird.  Wesentlich  ist  jene  beschränkende 
Voraussetzung  dagegen  für  diejenigen  Resultate,  die  sich  auf  das  Ver- 
halten der  Integrale  in  der  Umgebung  der  Unbestimmtheitsstelle  x  =  oo 
und  auf  die  Fragen  nach  der  Existenz  und  der  besonderen  Beschaffen- 
heit der  zum  Punkte  x  =  oo  gehörigen  Normalreihen  beziehen.  Es 
lassen  sich  aber  auch  diese  Ergebnisse  für  den  Fall  eines  höheren 
Ranges  nutzbar  machen,  wenn  man  sich  der  in  der  Nr.  9'J  (S.  356) 
angegebenen  Reduction  bedient,  welche  lehrt,  wie  die  Behandlung  der 
Integrale  von  Differentialgleichungen  beliebigen  Ranges  auf  das  Studium 
gewisser  besonderer  Lösungen  einer  Differentialgleichung  vom  Range 
Eins  zurückgeführt  werden  kann. 

Besonders  bemerkenswerth  ist  noch  eine  eigenartige  Reciprocität, 
die  zwischen  der  Differentialgleichung  (A)  und  ihrer  Laplace'schen 
Transformirten  (L)  besteht. 
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Bilden  wir  nämlich   die  adjungirte   Differentialgieicliimg  von  (L)^ 
9,  400: 


so  lautet  dieselbe  nach  S.  399,  400 

Beachten  wir  nun  die  Art  und  Weise,  wie  sich  die  Coefficienten  von 
(L)  avis  denen  von  (A)  zusammensetzen,  so  erkennen  wir  sofort,  dass 
die  Laplace'sche  Transformirte  der  Differentialgleichung  (L')  die  Form 
haben  werde: 

>{  =  0  ,«=0 

dies  ist  aber  nach  Nr.  24  (S.  69)  nichts  anderes  als  die  adjungii-te 
Differentialgleichung  von  (A).     Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  adjungirte  Differentialgleichung  der  Laplace'schen 
Transformirten  einer  Differentialgleichung  (A)  vom  Range 
Eins  ist  so  beschaffen,  dass  ihre  Laplace'sche  Transformirte 
die  adjungirte  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
(A)  ist. 


Achter  Absclinitt. 

Berechnnng  der  Fimdaiiientalsubstitntionen  für  Differential- 
gleichungen mit  rationalen  Coefficienten. 

Erstes  Kapitel. 
118.    Fortsetzung  eines  Fundamentalsystems. 

So  wichtig  die  im  vorhergehenden  Abschnitte  kennengelernten 
Darstellungsmethoden  der  Integrale  von  Differentialgleichnngen  mit 
rationalen  Coefficienten  sind,  so  machen  sie  es  doch  nicht  überflüssig 
ein  Verfahren  für  die  Integration  solcher  Differentialgleichungen  zu 
entwickeln,  welches  nur  von  den  in  den  Umgebungen  einzelner  Punkte, 
beziehungsweise  innerhalb  gewisser  Kreisringe  gültigen  Reihenentwicke- 
lungen Gebrauch  macht,  dabei  aber  auch  die  Schwierigkeiten,  welche 
die  analytische  Fortsetzung  von  Potenzreihen  mit  sich  bringt,  vermeidet. 

Wir   nehmen    zu    dem  Ende    die  in  der  Nr.  102  (S.  367  ff.)  be- 
nutzten Bezeichnungen  wieder  auf;  es  sei  also  y^,  y^,  •  •  •  y^  ein  durch 
sei.  xC  Anfangswerthe  im  regulären  Punkte  x  ==  i,  definirtes  Fundamental- 
system, dann  sind  die  Entwickelungen  in  der  Umgebung  von  x  =  ^ 
(1)  2/.  =  ?x(^:^)        ('^=1' 2,  ••■«), 

wo  die  ^^{x  1 1)  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten,  als  bekannt  anzu- 
sehen. In  einem  Punkte  x,  der  innerhalb  des  Convergenzkreises  dieser 
Entwickelungen  liegt,  bietet  die  Berechnung  der  Werthe  von  y^,  •  '  •  y„ 
keinerlei  Schwierigkeiten  dar,  wenn  als  Fortsetzungsweg  der  directe 
Weg  von  I  nach  x  genommen  wird;  es  ist  darum  von  Wichtigkeit 
hervorzuheben,  wie  weit  sich  dieser  Convergenzkreis  erstrecken  kann. 
Im  Allgemeinen  ist  es  der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  ^,  der  sich  bis 
zum  nächstgelegenen  der  singulären  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a^  ausdehnt 
(vergl.  Nr.  9);  die  Convergenz  der  Entwickelungen  (1)  kann  aber  über 
das  Innere  dieses  Kreises  hinausreichen,  wenn  nämlich  die  auf  der 
Peripherie  desselben  gelegenen  singulären  Punkte  der  Differential- 
gleichung ausserwesentliche  singulare  Stellen  sind.     In  der  That 
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wären  in  diesem  Falle  die  Functionen  ij^,  •  •  •  y^^  in  der  Umgebung 
jeder  Stelle  dieser  Kreisperipherie  regulär  (vergl.  die  Definition  der 
ausserwesentlichen  singulären  Stellen  in  der  Nr.  55,  S.  197),  und  man 
weiss  nach  einem  bekannten  Satze  der  Functionentheorie,  dass,  wenn 
eine  Potenzreibe  ^(ä;  j  |)  innerhalb  eines  Kreises 

\x-l\  =  B 

convergirt,  wenn  überdies  die  durch  '^{x  j  |)  definirte  monogene  Func- 
tion in  der  Umgebung  jeder  Stelle  der  Peripherie  dieses  Kreises  regulär 
ist,  dass  dann  die  Reihe  ^(ic  |  |)  auch  noch  innerhalb  eines  Kreises 
convergiren  muss,  dessen  Radius  um  einen  endlichen  Betrag  grösser  ist, 
wie  B.  Der  wahre  Convergenzkreis  der  Potenzreihen  (1)  er- 
streckt sich  also  bis  zu  dem  dem  Punkte  x  =  ^  zunächst  ge- 
legenen wesentlichen  singulären  Punkte,  wobei  es  aber  noch 
immer  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  einzelne  dieser  Reihen 
auch  über  diesen  Kreis  hinaus  convergiren. 

Denken  wir  uns  die  Reihenfolge  der  im  Endlichen  gelegenen  sin- 
gulären Stellen  a^,  a^,---a^  so  gewählt,  dass  a^,  a^,  •  •  •  a  die  wesent- 
lichen, «,,,«,,,-••«  die  ausserwesentlichen  singulären  darstellen, 
so  spieleii  also  bei  Feststellung  des  Convergenzkreises  von  Reihenent- 
wickelungen, die  der  Differentialgleichung  genügen,  nur  die  a^,  «g,  •  •  •  a 
eine  Rolle.  Ueberhaupt  sind  die  ausserwesentlichen  Stellen  nichts,  was 
den  die  Integrale  darstellenden  Functionen  eigenthümlich  ist,  vielmehr 
haften  sie  der  Differentialgleichung  an,  der  diese  Functionen  ge- 
nügen; die  tiefere  Bedeutung  des  Auftretens  solcher  Stellen  wird  erst 
in  einem  späteren  Abschnitte  dargelegt  werden  können. 

Es   bedeute    also  im  Folgenden,    für  irgend  einen  Werth  x  ==  i,, 
B.  die  kleinste  unter  den  Grössen 

II  — aj,  II  — aj,  •••  \^  —  %\, 

wir  fragen  dann  zunächst:  wie  berechnet  man  die  Werthe  der  ?/^,  y^,  •  ■  ■  ^„ 
in  einem  regulären  Punkte  x  =  x,  der  nicht  innerhalb  des  Kreises 

\x-i\  =  B. 

gelegen  ist,  bei  Fortsetzung  auf  directem,  d.  h.  innerhalb  T  verlaufenden 
Wege.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  wo  der  Punkt  x  so  gelegen  ist, 
dass  die  Kreise 

\x  —  ^'  =  B^,     \x  —  x\  =  B- 

ein  beiden  gemeinsames  Gebiet  besitzen.  Bezeichnet  nämlich  cc  irgend 
eine  reguläre  Stelle  dieses  Gebietes,  denken  wir  uns  ferner  ein  Funda- 
mentalsystem ^j,  5^2,  •  •  •  z^^    durch    seine  Anfangswerthe  in  ä;  =  ^  de- 
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finirt  und  die  Elitwickelungen  desselben  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes 

(2)  z^=^^(x\x)  (x  =  i,2,...,o 

hergestellt^  so  convergiren  diese  Reihen  ebensowohl  wie  die  Reihen  (1) 
im  Punkte  x  ==  a.  —  Nun  besteht  aber  zwischen  den  beiden  Funda- 
mentalsystemen [i/^]  und  [ä'J  die  Beziehung 

wo 

eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determinante  be- 
deutet. Differentiiren  wir  die  Gleichungen  (1)^  (2)  und  die  durch  (3) 
repräsentirteu  n  Gleichungen  (n  —  l)-mal  nach  cc,  so  convergiren  die 
für  die  Ableitungen  der  y^,  z_^  sich  ergebenden  Potenzreihen  auch 
sämmtlich  für  x  =  a.  Setzen  wir  also  x  =  a,  und  denken  uns  in  die 
Gleichungen  (3)  und  in  die  durch  Differentiation  aus  denselben  hervor- 
gegangeneu, die  mittels  der  Potenzreihen  berechneten  Werthe  der  y  ,  z 
und  ihrer  Ableitungen  im  Punkte  x  =  a  eingeführt,  so  erhalten  wir 
die  n  Systeme  von  je  n  Gleichungen 

aus  diesen  lassen  sich  die  Werthe  der  w^  Grössen  a  .  eindeutig  be- 
rechnen, weil  die  Determinante 

die  ja  nichts  anderes  ist,  als  der  Werth  der  Determinante  des  Funda- 
mentalsystems [^^]  in  dem  singuläreu  Punkte  x  =  a,  nicht  verschwindet. 

Die  so  gefundenen  Werthe  der  Substitutionscoefficienten 
a  .  sind  unabhängig  von  der  Wahl  der  Stelle  x  =  a  des  ge- 
meinsamen Convergenzbereiches  der  Reihen  (1),  (2). 

Man  kann  diese  a  priori  selbstverständliche  Thatsache  auch  un- 
mittelbar in  Evidenz  setzen,  wenn  man  beachtet,  dass  sich  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  den  daraus  durch  Differentiation  entstehenden  für 
die  Substitutionscoefficienten  die  Werthe 

ergeben.     In  diesen  Ausdrücken  ist  nämlich 
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^(^,  ■  ■  ■  ^.-1.  y..  ^i+v  ■  •  •  O  =  c'^.  •  ^~^ '"''' 

wo   C  und  C^.  Constanten  bedeuten;  wir  erhalten  folglich 

und  dabei  ist  C  stets  von  Null  verschieden,  weil  \z,^^  ein  Fundamental- 
system darstellt,  dagegen  kann  C^^  verschwinden,  wenn  y_  mit  den 
z,,  ■  ■  •  z.    ,,  ;Sf.  ,,,•••  5"    in  linearer  Beziehung  steht. 

Die  Berechnung  von  C  bietet  im  Allgemeinen  keinerlei  Schwierig- 
keiten dar  (vergl.  Nr.  123,  S.  449);  um  für  die  C^.  gut  convergirende 
Reihen  zu  erhalten,  muss  man  die  Stelle  x  =  a  geeignet  wählen.  Sind 
die  «^^.  mit  hinreichender  Genauigkeit  berechnet,  so  ergeben  sich  die 
Werthe  der  y  und  ihrer  successiven  Ableitungen  für  x  =  x,  sowie 
überhaupt  für  alle  Punkte  innerhalb  des  Kreises 

^x  —  x\  =  B-, 

mit  Hülfe  der  Gleichungen  (3),  aus  den  entsprechenden  Werthen  der 
^^  und  ihrer  Ableitungen. 


lll*.    Fall,  wo  die  Convergenzkreise   nicht  in  einander  greifen. 
Abbildung  durch  eine  lineare  Function.     Allgemeinere  Abbildung. 

Wenn  der  Punkt  x  =  x  so  liegt,  dass  sich  die  Ungleichungen 

\x  —  ^\<R,,         \x  —  x\<R- 

nicht  gleichzeitig  befriedigen  lassen,  so  wird  7iian  zu  verschiedenen 
Mitteln  greifen  können,  um  die  Berechnung  der  Werthe  der  y,  in  diesem 
Punkte  vorzunehmen.  Z.  B.  könnte  man  ähnlich  wie  bei  der  gewöhn- 
lichen analytischen  Fortsetzung  einer  Potenzreihe  zwischen  |  und  x  eine 
Reihe  von  Stellen  |^,  1^,  •  •  •  |;  einschalten,  so  dass  je  zwei  aufeinander 
folgende  unter  den  Convergenzkreisen  der  zu  den  Stellen 

l,  li,  i,  •  •  •  I;.,  ä; 

gehörigen  Reihenent Wickelungen  in  einander  greifen.     Bedeutet  dann 

ein  in  der  Umgebung  von  x  =  |.  entwickeltes  Fundamentalsystem, 
und  setzen  wir 
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[yxy]  =  ^Ay-2.]^ 


so  lassen  sich  die  Coefficienten  der  Substitutionen  S^,  S,^,  •  •  •  S^,^ 
nach,  der  vorhin  angegebenen  Methode  berechnen,  und  die  durch  Com- 
position  dieser  Substitutionen  entstehende  Substitution 

s  =  s^s^^  ■  ■  •  s^_^^ 

vermittelt   dann  den  Uebergang  von  den  y    zu  den  z_ ,  indem  nämlich 

gefunden  wird.  Diese  Gleichungen  liefern  dann  wieder  unmittelbar  die 
Werthe  der  y    in  allen  Punkten,  für  welche 

\x  —  x\<R-. 

Diese  Methode  erfordert  bei  der  Composition  der  8^,  S^,  •  •  ■  die 
Multiplication  der  durch  unendliche  Reihen  dargestellten  Coefficienten 
dieser  Substitutionen,  führt  also  im  Allgemeinen  auf  sehr  complicirte 
Rechnungen;  es  ist  darum  zweckmässiger,  diesen  Fall  durch  eine 
Abbildung  auf  den  vorhin  behandelten  zurückzuführen. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  es  sei  möglich,  in  der  ic-Ebene  einen 
Kreis  K  zu  zeichnen,  der  durch  x  hindurch  geht  und  den  Punkt  ^  in 
seii  3m  Innern  enthält,  während  die  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a  ganz  ausser- 
halb oder  auf  der  Peripherie  desselben  gelegen  sind;  sei  x  =  c  der 
Mittelpunkt  dieses  Kreises.  Dann  lässt  sich  z.  B.  leicht  eine  lineare 
Function  t  von  x  angeben,  die  den  Kreis  K  der  rr-Ebene  auf  den  Ein- 
heitskreis der  ^-Ebene  abbildet  und  die  überdies  so  beschaffen  ist,  dass 

^^^  jfttr     x^i,     t=0, 

I  für     X  =  X,     t  =1 
wird.    In  der  That  werden  ja  bekanntlich  durch  eine  lineare  Function 

(6)  t  =  W^,        '"^-^'  +  »' 

die  Ki-eise  der  a:-Ebene  auf  Kreise  der  ^-Ebene  abgebildet,  wenn  wir 
uns  den  Begriff  des  Kreises  so  gefasst  denken,  dass  er  auch  die  geraden 
Linien  als  specielle  Fälle  mit  in  sich  schliesst.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich die  conjugirte  complexe  Grrösse  von  a  durch  «',  so  ist  die  all'ge- 
meine  Grleichung  eines  Kreises  in  der  ^-Ebene 

(6)  Att'-{-Bt+B't'-^  0=0, 
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WO  Ä,  C  reale  Grössen  bedeuten.     Setzen   wir  aber  in  der  Gleicbung 

(6)  für  t  den  Wertb  (5)  ein,  so  erhalten  wir 

(7)  (Aau  -f-  Bay'  -f-  B'u'y  -\-  Cyy')xx' 
+  {Äaß'  +  Bad'  +  B'yß'  +  Cyd'jx 
+.  {Äa'ß  +  B'a'd  +  By'ß   +  Cy'd)^-' 

+  (^j8/3'  +  Bßd'  +  5'/3'd  +  Cdd')  =  (J, 

und  dies  ist  wieder  die  Gleicbung  eines  Kreises  in  der  a;-Ebene. 
Die  Gleichung  des  Kreises  K  der  ic- Ebene  möge  lauten: 

(8)  xx'  —  (ex'  -\-  c'x)  -j-  cc'  =  Qc  —  c)(x'  —  c')  ; 

soll  diesem  der  Eiuheitskreis  der  ^-Ebene  entsprechen,  so  haben  wir 
in  (6) 

Ä  =  l,      B  =  0,       C=  — 1 

zu  setzen  und  dann  a,  ß,  y,  ö  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 
(7)  und  (8)  in  ihren  Coefficienten  identisch  werden.  Wegen  (4)  ist 
aber  die  Gleichung  (5)  nothwendig  von  der  Form 

t  =  yf^^ .  '"  -  ^ 

und  wir  finden  hiernach  durch  einfache  Rechnung 

WO 

'  X  —  c 

gesetzt  wurde. 

Führen  wir  in  die  Diiferentialgleichung  (A)  t  als  neue  unabhängige 
Variable  ein,  so  verwandelt  sich  (A)  nach  Division  durch 


(^J)" 


in  eine  Differentialgleichung  (A)  von  derselben  Beschaffenheit  wie  die 
ursprüngliche,  und  es  entsprechen  regulären  Punkten  der  einen  Differen- 
tialgleichung reguläre  Punkte  der  anderen;  ebenso  haben  die  Punkte  t, 
welche  wesentlichen,  beziehungsweise  ausserwesentlichen  singvilären 
Stellen  x  von  (A)  entsprechen,  denselben  Charakter  in  Beziehung  auf 
die  Differentialgleichung  (A).  Da  dem  Punkte  a;  =  |,  der  innerhalb 
K  liegt,  der  Punkt  t  =  0  entspricht,  so  werden  die  Punkte  ausserhalb  des 
Kreises  K  auf  Punkte  der  ^-Ebene  abgebildet,  die  auch  ausserhalb  des 
Einheitskreises  liegen;  die  singulären  Stellen  von  (A)  liegen  folglich 
keinesfalls  innerhalb  dieses  Kreises.  Entwickeln  wir  also  die  y,^  nach 
Potenzen  von  t  und  die  z    nach  Potenzen  von  t  —  1  (was  z.  B.  dadurch 


J 
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geschehen  kann,  dass  wir  mit  Hülfe  von  (9)  x  —  |  nach  Potenzen  von  t 
und  X  —  X  nach  Potenzen  von  t  —  1  entwickeln,  diese  Entwickelungen  in 
die  Reihen  (1)  beziehungsweise  (2)  einsetzen  und  dann  nach  Potenzen 
von  t,  beziehungsweise  t  —  1  ordnen)  so  convergiren  die  Reihen  für  die 
y^  jedenfalls  für 

U :  <  1 

und  die  Reihen  für  die  z^  innerhalb  eines  gewissen  um  ^  =  1  als  Mittel- 
punkt beschriebenen  Kreises;  es  giebt  also  einen  gemeinsamen  Conver- 
genzbereich,  und  dadurch  ist  die  Berechnung  der  Substitutionscoeffi- 
cienten  a  .  ermöglicht. 

XI  ö 

Der  Umstand,  dass  sich  der  Punkt  t  =  1  auf  der  Peripherie  des 
zu  ^  =  0  gehörigen  Convergenzkreises  befindet,  legt  die  Frage  nahe,  ob 
man  für  die  Berechnung  der  a,^.  nicht  geradezu  die  Werthe  der  «/.  lind 
ihrer  Ableitungen  nach  t  im  Punkte  t  =  1  benutzen  könnte.  Dies  ist 
ohne  Weiteres  möglich,  wenn  die  Entwickelungen  dieser  Functionen  in 
der  Umgebung  von  ^  =  0  im  Punkte  t  =  1  noch  convergent  sind;  wir 
kommen  sehr  bald  (in  der  Nr.  123)  auf  die  Vereinfachungen,  welche 
die  Wahl  ^  =  1  bei  Ausführung  der  Rechnung  mit  sich  bringt  und 
auf  die  Bedingungen  für  die  Zulässigkeit  dieser  Wahl,  unter  etwas  all- 
gemeineren Voraussetzungen  zurück. 

Falls  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  |  und  x  keine  derartige 
ist,  dass  ein  Kreis  K  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  gelegt  werden 
kann,  so  muss  man  zu  anderen  Abbildungen  seine  Zuflucht  nehmen. 
Z.  ß.  ist  es  stets  möglich,  in  der  ic-Ebene  zwei  ganz  innerhalb  T  ver- 
laufende geradlinig  begrenzte  Parallelstreifen  P^,  P,  zu  construiren,  die 
ein  parallelogrammförmiges  Gebiet  mit  einander  gemein  haben,  und 
die  keinen  der  singulären  Punkte  a^,  a.,,  •  •  •  a  in  ihrem  Innern  ent- 
halten, während  der  Punkt  x  =  ^  innerhalb  des  einen  P^,  der  Punkt 
X  ==x  innerhalb  des  anderen  P^  gelegen  ist.  Ein  Parallelstreifen  P 
der  a;-Ebene  lässt  sich  aber  leicht  auf  das  Innere  des  Einheitskreises 
einer  ^-Ebene  abbilden.  Sei  nämlich  p  derjenige  Punkt,  in  welchem 
die  Symmetrale  von  P  von  dem  auf  ihre  Richtung  vom  Punkte  x  =  0 
aus  gefällten  Lothe  getroff'en  wird,  und  setzen  wir 

t  =  {x~p)e-'^'^\ 
wo  wie  üblich 

zu  nehmen  ist,  so  entspricht  dem  Streifen  P  der  a;- Ebene  ein  zur  la- 
teralen ^-Axe  symmetrischer  ebenso  breiter  Parallelstreifen  der  ^-Ebene, 
und  dieser  wird  (vergl.  Nr.  88,  S.  315)  durch  die  Function 

Schlesinger,  Differentialgleicliimgen.    I.  28 
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^+1 
auf  das  Innere  des  Einteitskreises  der  ^Ebene  abgebildet,  -wenn 

die  halbe  Breite  des  Streifens  P  bedeutet.     Seien  nun 

(10)  ^l  =  /"l(^);       i,=f2(^) 

die   beiden  Functionen,  welche  die  Parallelstreifen  P^  beziehungsweise 

P^   auf  die  Flächen   der  Einheitskreise  der  Ebenen  t^   beziehungsweise 

i^  abbilden,  dann  ist  die  Abbildung  conform,  so  lange 

\t^\<l,     bez.      UJ<1. 
Aus  den  Gleichungen  (10)  entnehmen  wir  also 

|^-^  =  ^-(g, 

wo  ^t,  ^-  gewöhnliche  Potenzreihen  von  t^^  beziehungsweise  t^  be- 
deuten. Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Entwickelungen  (1)  bez.  (2) 
und  die  daraus  durch  Differentiation  nach  x  hervorgegangenen  ein,  so 
erhalten  wir  die  y^  nebst  ihren  successiven  Ableitungen  entwickelt  nach 
Potenzen  von  f\(x),  die  5^  nebst  ihren  successiven  Ableitungen  entwickelt 
nach  Potenzen  von  {.^(oc),  und  diese  Entwickelungen  convergiren  inner- 
halb der  Parallelstreifen  P^  beziehungsweise  P^.  Nehmen  wir  nun  für 
X  irgend  einen  (regulären)  Punkt  des  gemeinsamen  Gebietes  von  P^ 
und  Pg,  so  convergiren  für  denselben  beide  Entwickelungen,  und  wir 
können  folglich  genau  ebenso  wie  vorhin  die  Substitutionscoefficienten 
K,  .  berechnen. 

Die  Coefficienten  der  nach  Potenzen  von  f^(x)  bez.  f^^i^)  fort- 
schreitenden Entwickelungen  für  die  y,^  bez.  ^^  lassen  sich  in  sehr  ein- 
facher Weise  durch  Recursionsformeln  bestimmen,  z.  B.  indem  man  in 
die  Differentialgleichung  (A)  t^  bez.  t^  als  neue  unabhängige  Variable 
einführt,  oder  aber  indem  man  direct  (wie  in  der  Nr.  88)  die  Ableitungen 
einer  Function  nach  t^  bez.  t^  durch  die  Ableitungen  derselben  Function 
nach  x  ausdrückt  und  dann 

^  =  I ,     t^  =  0       bez.       X  =  X ,     ^2  =  0 
setzt. 

Man  kann  natürlich  auch  noch  zahli-eiche  andere  Abbildungen  an- 
wenden; allgemein  Hesse  sich  die  folgende  Regel  aufstellen.  Man  grenze 
um  jeden  der  Punkte  x  =  ^,  x  =  x  einen  Bereich  (|)  bez.  (x)  ab,  in 
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dessen  Innerem  keiner  der  singulären  Punkte  a^^,  a,^,  •  •  •  a  liegt,  femer 
mögen  die  im  übrigen  beliebig  gestalteten  Bereiche  (|)  und  {x)  ein 
Gebiet  G  mit  einander  gemein  haben.  Dann  existiren,  nach  den  von 
Riemann  begründeten  Principien  der  conformen  Abbildung,  stets  zwei 
Functionen 

(11)  f^{x)     und     f-(x) 

von  der  Beschaffenheit,  dass 

wenn  sich  x  innerhalb  des  Gebietes  (|),  und 

\f^{^)\<h 
wenn  sich  x  innerhalb  des  Gebietes  (x)  befindet,  und  dass  diese  beiden 
Functionen  die  eindeutig  conforme  Abbildung  des  Einheitskreises  auf 
die  beiden  Gebiete  (|)  bez.  (x)  liefern. 

Man  kann  dann,  wenn  der  Algorithmus  der  Abbildungsfunctionen 
(11)  bekannt  ist,  z.  B.  mit  Hülfe  der  durch  Einführung  der  neuen  un- 
abhängigen Variabein 

^  =  /i(^)  ^ez.  t==f-{x) 
transformirten  Differentialgleichung,  die  innerhalb  des  Einheitskreises 
geltenden  Reihenentwickelungen  der  Integrale  ij^  nach  Potenzen  von  t, 
und  die  der  Integrale  ^^  nach  Potenzen  von  t  herstellen;  diese  Ent- 
wickelungen  convergiren  beziehungsweise  innerhalb  der  Gebiete  (|) 
und  (x)  der  Ä;-Ebene,  also  jedenfalls  gleichzeitig  innerhalb  des  Be- 
reiches G.  Bildet  man  wieder  die  n  —  1  ersten  Ableitungen,  substi- 
tuirt  dieselben  in  die  Gleichungen  (3)  und  die  daraus  durch  (n — l)-mal 
wiederholte  Differentiation  entstehenden,  und  setzt  endlich  für  x  einen 
Werth  a  des  Gebietes  G  ein,  so  kann  man  die  cc.^  berechnen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  besondere  Lage  der  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a 
wird  man  die  Gebiete  (^)  und  (x)  immer  so  einzurichten  haben,  dass 
die  Abbildungsfunctionen  (11)  möglichst  einfache  werden;  jedenfalls 
lässt  sich  auf  diese  Weise  die  Werthberechnung  der  Elemente  des  Funda- 
mentalsystems [^  1  für  alle  regulären  Stellen  x  bei  Fortsetzung  auf 
directem  Wege  ausführen.  Wir  haben  also  nur  noch  die  zweite  Auf- 
gabe des  Integrationsgeschäftes  (vergl.  Nr.  102,  S.  369)  zu  erledigen, 
d.  h.  die  Substitutionen  A^,  A^,  •  •  •  A  aufzusuchen,  die  das  Funda- 
mentalsystem \y  1  bei  einfachen  positiven  Umläufen  um  die  wesentlichen 
singulären  Punkte  a^,  a^,  ...  a    erfährt. 
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Zweites  Kapitel. 

120.    Methoden  für  die  Berechnung  der  Substitutionscoefflcienten. 
Fundamentalsubstitutionen. 

Für  die  Bereclinung  der  Coefficienten  der  linearen  Substitution, 
die  ein  gegebenes  Fundamentalsystem  U/J  erfährt,  wenn  die  unabhängige 
Variable  x  einen  Umlauf  U  vollzieht,  haben  wir  bereits  zwei  verschie- 
dene Methoden  kennen  gelernt.  Die  erste  ist  die  im  vierten  Kapitel 
des  sechsten  Abschnittes  (Nr.  88,  89,  S.  314—322)  dargelegte  Ham- 
burger'sche.  In  der  That  gestattet  dieselbe  nicht  nur  die  Be- 
stimmung der  zum  Umlaufe  ü  gehörigen  Fundamentalglei- 
chung, sondern  auch  die  der  Substitutionscoefficienten  selbst, 
vorausgesetzt,  dass  dieser  Umlauf  innerhalb  eines  keinen  singnilären 
Punkt  enthaltenden  Kreisringes  JE  verläuft. 

Denken  wir  uns  nämlich  den  Kreisring  E  wie  er  a.  a.  0.  betrachtet 
wurde,  dann  sind  wir  nach  den  im  vorhergehenden  Kapitel  gegebenen 
Auseinandersetzungen  im  Stande,  die  Werthe  des  Fundamentalsystems 
[^^]  für  irgend  eine  innerhalb  JE  gelegene  (reguläre)  Stelle  x^^  zu  be- 
rechnen. Wir  können  also  gleich  [?/^]  mit  dem  ebenso  bezeichneten 
Fundamentalsysteme  identificiren,  welches  wir  a.  a.  0.  (Nr.  88,  S.  817) 
definirt  und  der  dortigen  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt  haben.  Nun 
wurde  gezeigt,  wie  die  Coefficienten  a^^^  der  Substitution,  die  das  Fun- 
damentalsystem 

'^\n  (0  =  ^m  (*")  ('"  =  1,  2,  ■  ■  ■  n) 

beim  Umlaufe  U  erfährt,  in  der  Form  von  unendlichen  Reihen  darge- 
stellt werden  können;  der  Zusammenhang  zwischen  den  Fundamental- 
systemen [y_2  und  [5j  wird  durch  die  Gleichungen  (48)  (Nr.  88, 
S.  818)  vermittelt,  deren  Coefficienten  c^^  sich  in  (49)  (ebenda) 
exphcite  angegeben  finden.  Die  Substitution,  die  das  Fundamental- 
system [2/J  beim  Umlaufe   U  erfährt,  lautet  aber 

wir  können  dieselbe  also  als  bekannt  ansehen.  —  Eine  directe  Berech- 
nung   der    Coefficienten    dieser    Substitution    lässt    sich    auch    aus    der 
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Reihenentwickelung  (51)   (Nr.  88,  S.  318)   entnehmen,  indem  man  da- 
selbst ^  in  0^  verwandelt  und  dann  x  =  x^,  d,  h.  ^=.0  setzt. 

Bedeutet  nun  für  den  Punkt  x  =  a^,  B^    den  kleinsten  unter  den 
absoluten  Beträgen  der  Differenzen 

a. —  a  ('  =  1,2,  ••■z  — 1,^  +  1,  ...o) 

und  nehmen  wir  den  Kreisring  E  als  die  Kreisfläche 

(12)  \x  —  a^\<  R^ 

nach  Ausschluss  eines  beliebig  kleinen  um  x  =  a  als  MitteljDunkt  be- 
schriebenen Kreises,  dann  sind  wir  im  Stande,  nach  der  Hamburger- 
schen  Methode  die  Coefficienten  der  Substitution  A_^  zu  berechnen,  die 
das  bei  x  =  i  durch  seine  Anfangswerthe  definirte  Fundamentalsystem 
Vv  ViJ  '  '  '  Vn  ^®™  positiven  Umlaufe  um  den  Punkt  x  =  a  erleidet, 
wenn  wir  nur  erst  dieses  Fundamentalsystem  auf  directem  Wege  nach 
einer  der  Ungleichung  (12)  genügenden  regulären  Stelle  x^  hin  fort- 
setzen und  dasselbe  dann  durch  dasjenige  Fundamentalsystem  darstellen, 
welches  bei  x  =  x^^  den  in  der  Nr.  88  (S.  317)  aufgeführten  Anfangs- 
bedingungen genügt.  Wenn  wir  diese  Rechnung  für  ;£=  1,  2,  •  •  •  q 
machen,  so  ist  die  Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung  als 
vollzogen  anzusehen. 

Die  zweite  Methode,  die  bei  der  Erledigung  dieser  Aufgabe  ange- 
wandt werden  kann,  ist  die,  welche  wir  im  zweiten  Kapitel  des  sie- 
benten Abschnittes  (Nr.  106)  auf  die  Fuchs'sche  Darstellung  der  Inte- 
grale durch  iterirte  Quadraturen  gegründet  haben.  Diese  liefert  uns 
für  einen  beliebigen  Umlauf  U  directe  Ausdrücke  für  die  Coefficienten 
a.^  der  Substitution,  die  das  Fundamentalsystem  \y_^  bei  diesem  Um- 
laufe erfährt,  in  der  Form  von  iteriiien,  längs  des  geschlossenen  Weges 
U  erstreckten  Integi-alen,  sie  hat  also  vor  der  Hamburger 'sehen  Me- 
thode den  Vorzug  voraus,  dass  sie  nicht  nur  bei  Umläufen  anwendbar 
ist,  die  innerhalb  eines  von  singulären  Punkten  freien  Kreisringes  ver- 
laufen oder  durch  stetige  Deformation  innerhalb  T  in  solche  übergeführt 
werden  können,  sondern  auch  in  dem  allgemeinsten  Falle  eines  ganz 
beliebigen  Umlaufes  zu  brauchbaren  Darstellungen  der  Substitutions- 
coefficienten  führt.  Beiden  Methoden  ist  gemeinsam,  dass  sie  unmittel- 
bar die  Substitutionscoefficienten  für  ein  beliebiges,  durch  seine  An- 
fangswerthe bestimmtes  Fundamentalsystem  liefern.  Man  kann  der 
Aufgabe,  die  Substitutionen  Ä^,  A^,  •  -  •  A  zu  bestimmen,  aber  auch 
noch  eine  etwas  andere  Wendung  geben,  wodurch  sie  auf  die  Auf- 
suchung der  zu  gewissen  Umläufen  gehörigen  Fundamentalglei- 
chungen zurückgeführt  und  damit   auch   der  Anwendung  der  in  den 
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drei  ersten  Kapiteln  des  sechsten  Absclinittes  dargelegten  Methoden 
zugänglich  wird. 

Legen  wir  ein  anderes  Fundamentalsystem  (z^  zu  Grunde,  welches 
mit  \y  ]  in  der  Beziehung 

steht,  wo 

eine  lineare  Substitution  bedeutet,  so  gehen  die  Suijstitutionen 

die  das  Fundamentalsystem  [0^]  bei  einfachen  positiven  Umläufen  um 
die  wesentlichen  singulären  Stellen  a^,  a^,  ■  ■  •  a  erfährt,  aus  den 
Ä  ,  Ä^,  •  •  ■  A  durch  Transformation  dieser  letzteren  mit  der  zur  Sub- 
stitution C  inyersen  Substitution  C~^  hervor  (vergl.  Nr.  32,  S.  103). 
Umgekehrt,  wenn  wir  die  Ä^,  Ä^,  •  •  -  A^  mit  einer  beliebigen  linearen 
Substitution  S  von  nicht  verschwindender  Determinante  transformiren, 
so  stellt  das  System 

SA,ß~^        (K  =  i,2,  ■■•(?) 

die  den  einfachen  Umläufen  um  die  singulären  Punkte  a^  entsprechen- 
den Substitutionen  des  Fundamentalsystems 

dar.  Wir  wollen  ein  solches  System  von  q  Substitutionen  als  System 
von  Fundamentalsubstitutionen  der  Differentialgleichung  bezeichnen, 
weil  sich  die  einem  beliebigen  Umlaufe  entsprechende  Substitution 
durch  Composition  der  Elemente  eines  solchen  Systems  bilden  lässt. 

Es  giebt  also  unzählig  viele  Systeme  von  Fundamental- 
substitutionen, und  alle  gehen  aus  einem  einzigen  derselben 
durch  Transformation  mit  einer  beliebigen  linearen  Substi- 
tution von  nicht  verschwindender  Determinante  hervor.  Wir 
wollen  diese  unzählig  vielen  Systeme  als  einander  aequivalent  be- 
zeichnen und  sie  als  nicht  von  einander  verschieden  betrachten.  Es 
handelt  sich  dann  darum,  die  zur  Bestimmung  des  so  gefassten  Begriffes 
eines  Systems  von  Fundamentalsubstitutionen  erforderlichen  Elemente 
aufzusuchen. 

121.    Fundamentalinvarianten.     Berechnung  derselben. 

Beim  Uebergange  von  einem  Systeme  von  Fundamentalsubstitutionen 
zu  einem  aequivalenten  bleiben  (vergl.  Nr.  32,  S.  105)  die  Fundamen- 
talgleichungen der  einzelnen  das  System  constituirenden  Substitutionen 
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invariant.  Aber  nicht  allein  diese,  sondern  auch,  die  Fundamentalglei- 
chungen, die  zu  beliebigen,  durch  Composition  aus  den  q  Fundamental- 
substitutionen entstehenden  Substitutionen,  d.  h.  zu  beliebigen  Umläufen 
gehören,  gemessen  diese  selbe  Eigenschaft.  In  der  That  können  wir 
einen  Umlauf  JJ  charakterisiren  durch  die  Substitution,  die  das  Funda- 
mentalsystem [y^j  bei  Vollzug  desselben  erfährt,  wenn  wir  eben  Um- 
läufe, die  durch  stetige  Deformation  innerhalb  T  aus  einander  hei*vor- 
gehen,  als  gleichwerthig  ansehen.     Sei  diese  Substitution 

(13)  ^'i[^t"'   "^t  (ü.^----'a  =  1.2,--"), 

dann  ist  die  dem  Fundamentalsysteme 
entsprechende  Substitution: 

(14)  ;S^'l^'2...^^a^-l 
^       ^  '1        '2  'a 

oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 
dieselbe  ist  aus  den  Fundamentalsubstitutionen 

genau  ebenso  gebildet,  wie  die  Substitution  (13)  aus  den  Fuadamental- 
substitutionen  A^,  A^,  •  ■  ■  A  .  Die  Identität  der  zu  den  Substitutionen 
(13),  (14)  gehörigen  Fundamentalgleichungen  ist  aber  unmittelbar  er- 
sichtlich. 

Also  können  wir  sagen:  Für  alle  aequivaleuten  Systeme  von 
Fundamentalsubstitutionen  sind  die  Fundamentalgleichungen 
sämmtlicher  durch  Composition  entstandener  Substitutionen 
invariant. 

Es  sind  folglich  die  Wurzeln  und  Coefficienten  dieser  sämmtHchen 
Fundamentalgleichungen  Invarianten,  und  wir  können  nunmehr  das 
System  von  Fundamentalsubstitutionen  der  Diiferentialgleichung  durch 
Angabe  einer  hinreichenden  Anzahl  solcher  Invarianten  charakterisiren. 
Dasselbe  erscheint  dadurch  einzig  und  allein  von  den  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Para- 
metern abhängig,  während  die  einem  besonderen  Fundamen- 
talsysteme entsprechenden  Fundamentalsubstitutionen  über- 
dies noch  von  den  Anfangsbedingungen  dieses  Fundamental- 
systems abhängen.  Es  fragt  sich  nun  zunächst,  wie  viele  Invarianten 
zu  der  gedachten  Bestimmung  erforderlich  sind. 
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Um  bei  der  nun  vorzunelinienden  Constantenzählung  nichts  Ueber- 
flüssiges  mit  bineinzuzieben,  denken  wir  uns  die  Differentialgleiebung 
auf  die  in  Nr.  81  (S.  287)  eingeführte  Form  gebracht,  d.  b.  wir  nehmen 
von  vorneherein  au,  dass  das  Glied  mit  der  (n  —  1)*'^'^  Ableitung  von 
y  fehlt.  Dann  sind  die  Substitutionen,  die  irgend  ein  Fundameutal- 
system  bei  allen  möglichen  Umläufen  erfährt.,  stets  unimodular  (vergl. 
a.  a.  0.,  S.  288);  eine  solche  Substitution 

hängt  also  von  n^  —  1  Constanten  ab,  und  die  zugehörige  Fundamental- 
gleichung hat  die  Form  (vergl.  Nr.  85,  S.  304) 

F{<o)  =  03^  +  jy-'  +  .  •  .  +  /  _,ca  +  (-  1)''  =  0,' 

d.  h.  sie  enthält  n  —  1  als  Invarianten  anzusehende  Coefficienten,  die 
rationale  Functionen  der  durch  die  Gleichung 

i  a.^  j  =  1  (/,z  =  i,  2,...«) 

verknüpften  ?z'  Grössen  a._^  sind. 

Die  Q  Fundamentalsubstitutiouen  hängen  demnach  von 

Constanten  ab;  da  aber  aequivalente  Systeme  als  nicht  verschieden  an- 
gesehen werden,  so  haben  wir  von  dieser  Zahl  noch  die  Anzahl  der  Con- 
stanten, von  denen  die  transformirende  Substitution  abhängt,  d.  h.  «^  —  1 
abzuziehen.  Das  System  der  Fundamentalsubstitutiouen  unserer  Differen- 
tialgleichung n^^  Ordnung  mit  q  im  Endlichen  gelegenen  wesentlichen 
sing-ulären  Punkten  hängt  folglich  von 

(p- 1)6^^-1) 

Coustanten  ab.  Dies  ist  also  auch  die  Anzahl  der  erforderlichen  Inva- 
rianten.    Wir  werden  z.  B,  die  Coefficienten  der  zu 

(^-l)(n+l) 

geeignet  gewählten  Umläufen  gehörigen  Fundamentalgleichungen  nehmen 
können.  Dabei  ist  jedoch  noch  zu  beachten,  dass  die  Coefficienten  der 
Fundamentalsubstitutiouen  im  Allgemeinen  algebraische,  also  mehr- 
deutige Functionen  dieser  {q  —  l)(n^  —  1)  Invarianten  sind;  durch 
Angabe  eines  Systems  solcher  Invarianten  —  Herr  Poincare  nennt 
sie  die  Fundamentalinvarianten  —  werden  darum  im  Allgemeinen 
mehrere,  wesentlich  von  einander  verschiedene  Systeme  von  Fuudamen- 
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talsubstitutionen  bestimmt,  unter  denen  dann  nur  eines  das  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  eigentliümlicbe  ist. 

Die  (q  —  1)  (w  -f-  1)  Umläufe,  deren  Fundamentalglei cliungen  ein 
System  von  Fundamentalinvarianten  liefern,  können  in  mannigfacher 
Weise  gewählt  werden.  Jedenfalls  wird  man  die  q  einfachen  positiven 
Umläufe  mn  die  wesentlichen  singulären  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a  heraus- 
greifen, da  sich  für  diese  die  zugehörigen  Invarianten  verhältnissmässig 
am  einfachsten  berechnen  lassen.  Wenn  auch  der  Punkt  x  =  <x>  zu 
den  wesentlichen  singulären  Stellen  gehört,  so  wird  man  aus  demselben 
Grunde  den  positiven  einfachen  Umlauf  um  diesen  Punkt  als  (q  -j-  1)*®" 
wählen,  d.  h.  also  einen  einfachen  im  negativen  Sinne  vollzogenen  Um- 
lauf, der  die  sämmtlichen  Punkte  a, ,  a.,,  •••  a  umschliesst.  Nebst 
den  so  erhaltenen  (q  -f-  1)  (n  —  1)  Invarianten  sind  dann  noch  die  zu 
(q  —  1)  M  —  2  (beziehungsweise,  wenn  x  =  oo  keine  wesentliche  singu- 
lare Stelle  der  Differentialgleichung  ist,  noch  die  zu  (q  —  l)n  —  1) 
anderen  Umläufen  gehörigen  Invarianten  aufzusuchen.  Diese  Umläufe 
müssen  jedenfalls  so  gewählt  werden,  dass  sie  sich  durch  stetige  De- 
formation innerhalb  T  nicht  auf  einen  Punkt  zusammenziehen  lassen, 
da  sie  sonst  Umläufen  um  die  einzelnen  singulären  Punkte  aequivalent 
wr  ;en.  Man  kann  sich  aber  z.B.  stets  so  einrichten,  dass  diese 
(q  —  l)n  —  2  beziehungsweise  (q  —  1)  n  —  1  Umläufe  inner- 
halb von  Kreisringen  verlaufen,  die  eine  gewisse  Anzahl  der 
Punkte  a^,  «.,,  •  •  •  a^,  oo  ein-  und  die  übrigen  ausschliessen. 
Dann  lassen  sich  die  zugehörigen  Invarianten  finden,  entweder  mit  Hülfe 
der  Hamburger 'sehen  Methode,  oder  aber,  indem  man  sich  des  in  der 
Nr.  85  (S.  304)  dargelegten,  auf  der  Anwendung  von  unendlichen  De- 
terminanten beruhenden  Verfahrens  bedient.  Wie  wir  an  dem  Bei- 
spiele der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  gezeigt  haben  (vergl. 
Nr.  107,  S.  382),  kann  man  ferner  für  so  beschaffene  Umläufe,  aus 
den  durch  das  Fuchs 'sehe  Verfahren  der  iterirten  Quadraturen  gelie- 
ferten Ausdrücken,  Reihenentwickelungen  für  die  Coefficienten  der 
Fundamentalgleichung  herleiten,  so  dass  wir  also  drei  verschiedene 
Methoden  haben,  um  in  diesem  Falle  die  Invarianten  zu  berechnen. 

Wenn  die  wesentlichen  sinofulären  Punkte 


Stellen  der  Unbestimmtheit  für  die  Integrale  der  Differentialgleichung 
sind,  so  muss  man  sich  im  Allgemeinen  auch  für  die  q  beziehungsweise 
p  -f-  1  Umläufe  um  die  einzelnen  dieser  Punkte  einer  dieser  drei  Me- 
thoden bedienen;  nur  in  dem  Falle,  wo  bei  einem  solchen  Punkte 
X  =  a^   beziehungsweise   a;  =  cc    n   Normalintegrale    existiren    (vergl. 
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Xr.  101,  S.  365),  kann  die  Bestimmung  der  Coefficienten  der  zu  diesem 
Punkte  gehörigen  Fundamentalgleichung  ohne  Anwendung  höherer 
transcendenter  Processe,  nämhch  durch  algebraische  Operationen  und 
Logarithmenbildung  allein,  erfolgen. 

Für  die  zweckmässige  Wahl  der  nöthigen  Umläufe  lassen  sich 
keine  allgemeinen  Regeln  aufstellen,  sie  muss  in  jedem  besonderen  Falle 
der  gegenseitigen  Lage  der  wesentlichen,  singulären  Punkte  angepasst 
werden.  Für  theoretische  Untersuchungen  ist  es  nicht  erforderlich,  die 
Umläufe  gerade  so  einzurichten,  dass  sie  innerhalb  von  Kreisringen 
verlaufen,  die  keinen  singulären  Punkt  enthalten,  denn  die  Fuchs 'sehe 
Methode  der  iterirten  Quadraturen  liefert  uns  ja  in  jedem  Falle  Aus- 
drücke für  die  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung,  und  wenn  die- 
selben auch  unmittelbar  für  die  numerische  Rechnung  nicht  so  gut 
geeignet  sind,  wie  die  für  Kreisringe  anwendbaren  Reihenentwickelungen, 
so  gewähren  sie  auf  der  anderen  Seite,  wie  wir  früher  (in  der  Nr.  106, 
S.  378)  gesehen  haben,  doch  tiefe  Einsicht  in  die  analytische  Natur 
der  Abhängigkeit  der  Invarianten  von  den  in  den  Coefficienten  der 
Difi'erentialgleichung  auftretenden  Parametern.  Wir  werden  dai-um,  so 
oft  es  sich  im  Folgenden  um  die  Aufstellung  eines  Systems  von  Fun- 
damentalinvarianten handeln  wird  (wie  z.  B.  bei  den  Untersuchungen 
der  Nr.  125,  S.  461)  ohne  Rücksicht  auf  die  besondere  Lage  der  sin- 
gulären Punkte  die  erforderlichen  {q  —  l)(n  -{-  1)  Umläufe  immer  so 
wählen,  wie  es  für  die  anzustellende  Untersuchung  gerade  zweckmässig 
erscheint. 


122.    Die  Fuchs'sche  Methode  der  Uebergangssubstitutionen. 

Bei  den  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Bestimmung  der 
Fundamentalsubstitutionen  spielt  die  Herstellung  der  Fundamentalglei- 
chungen, die  zu  den  Umläufen  um  die  einzelnen  singulären  Punkte  ge- 
hören, eine  wesentliche  Rolle.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Be- 
rechnung der  Coefficienten  dieser  Fundamentalgleichungen,  wenn  die 
vorgelegte  Difi'erentialgleichung  der  Fuchs'schen  Classe  angehört. 
In  diesem  Falle  kennen  wir  unmittelbar  durch  rein  algebraische  Ope- 
rationen die  den  Punkten  «^,  a^,  •  •  •  a  und  x  =  oo  entsprechenden 
canonischen  Substitutionen,  und  folglich  auch  die  zu  denselben  gehörigen 
Invarianten.  (Vergl.  Nr,  54.)  Dagegen  müssen  die  Invarianten,  die  den 
übrigen  noch  erforderlichen  {q  —  1)^*  —  2  beziehungsweise  (q  —  V)n  —  1 
Umläufen  entsprechen  —  Umläufen,  die  sich  nicht  durch  stetige  De- 
formation   innerhalb    T    auf   einen    Punkt    zusammenziehen    lassen    — 
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auch  für  die  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe  mit  Hülfe 
transcendenter  Processe  bestimmt  werden. 

Man  kann  aber  hei  dieser  Classe  von  Differentialgleichungen  ein 
anderes  Verfahren  zur  Herstellung  der  Fundamentalsuhstitutionen  an- 
wenden, welches  zwar  principiell  für  alle  Differentialgleichungen  mit 
eindeutigen  Coefficienten  und  einer  endlichen  Anzahl  singulärer  Punkte 
zum  Ziele  führt,  jedoch  im  Falle,  wo  Stellen  der  Unbestimmtheit  für 
die  Integrale  vorhanden  sind,  nicht  geringere  Rechnungsschwierigkeiten 
darbietet  als  die  bereits  entwickelten  Methoden,  während  es  für  die 
Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe  einen  verhältnissmässig 
hohen  Grad  von  Einfachheit  mit  sich  bringt.  Dieses,  in  seinen  Grund- 
zügen von  Herrn  Fuchs  herrührende  Yerfahren  stützt  sich  auf  die 
folgende  Ueberlegung. 

Denken  wir  uns  zwei  singulare  Punkte  a.  und  a^,  und  sei  das  zu 
X  =  a.  gehörige  canonische  Fundamentalsystem 


Vn^  Vny  '  • 


zu  X  =  a^  gehörige 


es  mögen  ferner  Sl.  und  Sl  die  Substitutionen  bedeuten,  die  die  Fun- 
damentalsysteme [y^^]  beziehungsweise  [y.^^]  erfahren,  wenn  x  einen  ein- 
fachen positiven  Umlauf  um  a.  beziehungsweise  a^  vollzieht. 

Verbinden  wir  die  Punkte  a.  und  a  durch  einen  beliebig  inner- 
halb T  verlaufenden  Weg  (a.ci^)  und  denken  wir  uns  z.  B.  die  in  der 
Umgebung  von  x  ==  a.  dargestellten  Integrale  [y.^]  längs  dieses  Weges 
bis  in  die  Umgebung  von  a^  fortgesetzt,  dann  bestehen  zwischen  den 
so  fortgesetzten  [^.^]  und  den  [y^^]  die  Beziehungen 

[yial-S^ÄyyJ  («  =  1'V-«). 

wo 

'^iy.  =  i^aß)  («./*  =  1,2,--«) 

eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determinante  be- 
deutet; wir  wollen  dieselbe  «die  zu  dem  Wege  (a.a.^  gehörige 
Uebergangssubstitution  nennen.  Nehmen  wir  an,  diese  sei  bekannt, 
dann  kennen  wir  auch  unmittelbar  die  Substitution,  welche  das  Funda- 
mentalsystem [^.^]  erfährt,  wenn  die  unabhängige  Variable  einen  ein- 
fachen positiven  Umlauf  um  den  Punkt  x  =  a^  vollzieht;  es  ist  dies 
nämlich  offenbar  die  Substitution 


Sei    z.   B.    der   Punkt   .r  =  oo    eine    wesentliche    singulare 
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Stelle  der  Differeutialgleiclinng  —  eine  Annahme^  die  ja  keine 
Besckränknng  der  Allgemeinlieit  involvirt  — ,  und  bedeute 

das  zu  demselben  gebörige  canoniscbe  Fundamentalsystem^  Si  die  cano- 
niscbe  Substitution;  sei  ferner  S,^  die  zu  dem  von  x  =  oc  uacb  dem 
Punkte  X  =  a^  fübrenden  Querschnitte  l^  gehörige  Uebergangssubstitu- 
tion,  so  dass  also  die  Beziehung 

besteht;  dann  erfährt  das  Fundamentalsystem  [tj^]  bei  einem  einfachen 
positiven  Umlaufe  um  den  Punkt  ic  =  «^  die  Substitution 

Es  stellen  also 

(15)  S^^iSY\  S,Sl,^S;-\  ■  ■  •  S,ßß~^ 

ein  System  von  Fundamentalsubstitutionen  dar,  und  da  ein  positiver 
Umlauf  um  x  =  oo  einem  negativen  Umlaufe  um  alle  im  Endlichen 
gelegenen  singulären  Punkte  aequivalent  ist,  dieser  letztere  sich  aber 
wieder  in  die  q  hintereinander  auszuführenden  negativen  Umläufe  um 
die  einzelnen  Punkte  a^,  a.„  •  ■  •  ci^  auflösen  lässt,  so  besteht  die  Be- 
ziehung 

die  sich,  wenn  wir  nach  Nr.  30  (S.  95)  die  auf  der  rechten  Seite 
stehende  inverse  Substitution  bilden,  in  die  Form 

(16)  s^^^s-'  •  ■  ■  >sf,^_^ß^_^^;i\Ä  i^,^Ä7'ß  =  i 

setzen  lässt. 

Aus  dieser  Gleichung  können  wir  beiläufig  eine  Folgerung  ziehen, 
die  sich  auf  beliebige  lineare  Differentialgleichungen  mit  allenthalben 
eindeutigen  Coefficieuten  und  einer  endlichen  Anzahl  singulärer  Punkte 
bezieht.  Nach  dem  Satze  über  die  Determinante  einer  componirten 
Substitution  (Nr.  30,  S.  92)  folgt  nämlich  aus  (16) 

wenn  wir  wie  gewöhnlich  durch  !  A  \  die  Deteinninante  einer  Substi- 
tution Ä  bezeichnen.  Nun  ist  aber  j  Sl^  |  nichts  anderes,  als  das  Pro- 
duct  der  Wurzeln  der  zum  Punkte  x  =  «.  gehörigen  Fundamentalglei- 
chung und  ebenso  |  Sl  \  das  Product  der  Wurzeln  der  zu  x  =  (yo  ge- 
hörigen   Fundamentalgleichung,    es    ist    folglich    das    Product    der 
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Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen,  die  zu  den  sämmt- 
lichen  singulären  Punkten  der  Differentialgleicliung  gehören, 
gleich  Eins. 

Dieses  Resultat  gilt  natürlich  allgemein;  wenn  der  Coefficient  der 
{n  —  l)**""  Ableitung  in  der  Differentialgleichung  zum  Wegfall  gebracht 
ist,  so  ist  es  an  sich"  evident.  Falls  die  Differentialgleichung  zur 
Fuchs'schen  Classe  gehört,  so  sind  (vergl.  Nr.  51,  S.  181)  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  die  durch  27ti  dividirten 
Logarithmen  der  Wurzeln  der  entsprechenden  Fundamentalgleichungen, 
und  das  eben  gefundene  Resultat  besagt  also,  dass  die  Summe  der 
Wurzeln  der  sämmtlichen  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungen eine  ganze  Zahl  sein  muss.  Die  in  der  Nr.  68  (S.  241) 
abgeleitete  Fuchs 'sehe  Relation  bestimmt  diese  ganze  Zahl;  sie  ist 
nämlich  gleich 

Die  canonischen  Substitutionen 

können  wir  als  bekannt  ansehen;  wenn  die  Differentialgleichung  der 
Fuchs'schen  Classe  angehört,  so  sind  dieselben  unmittelbar  durch  die 
zu  den  Punkten 

(17)  X  =  a^,  a^,  '•'  a^,  oo 

gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  gegeben.  Um  das 
System  (15)  von  Fundamentalsubstitutionen  aufstellen  zu  können,  be- 
darf es  also  nur  noch  der  Kenntniss  von  q  —  1  der  üebergangs- 
substitutionen 

S^,  S.^,  •  •  •  S^, 

die  Q^  ergiebt  sich  dann  aus  der  Beziehung  (16),  die  ja  (vergl.  Nr.  30) 
01^  Gleichungen  für  die  n^  Coefficienten  der  unbekannten  Substitution 
darstellt. 

Auf  diese  Weise  wird  eine  der  üebergangssubstitutionen  vor  den 
anderen  in  unsymmetrischer  Weise  bevorzug-t;  um  dieses  zu  vermeiden, 
können  wir  z.  B.  von  vorneherein  einen  der  singulären  Punkte  ft^,  •  •  •  «^, 
etwa  a  herausgreifen  und  dann  das  folgende  Verfahren  einschlagen. 
Wir  verbinden  a   mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  durch  q  —  1  Wege 

von  der  Beschaffenheit,  dass  von  den  q  —  1  Gebieten,  in  welche  die 
Ebene  durch  diese  Wege  getheilt  wird,  jedes  einen  und  nur  einen  der 
sins'ulären  Punkte 
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a„  %>  •  •  ■  %-i 
euthält^  und  zwar  das  zwischen  A^  und  A^  ,  ^  gelegene  Grebiet  den  Punkt 
a^,  wobei  dann  l  =  X^  und  %  =  1,  2,  ■  •  ■  {q  —  1)  zu  nekmen  ist.  Es 
mögen  ferner  die  den  Wegen  k  entsprechenden  Uebergangssubstitutionen 
E  bekannt  sein,  d.  h.  also  die  Substitutionen,  die  auf  das,  aus  der 
Umgebung  von  x  =  a  längs  A^  bis  in  die  Umgebung  von  x  =  oo 
fortgesetzte,  zu  x  =  a  gehörige  canonische  Tundamentalsystem  [«/  ] 
auszuüben  sind,  damit  dasselbe  in  das  zu  x  =  oc  gehörige  canonische 
Fundamentalsystem  \7i^  übergehe.  Gehen  wir  Ton  x  =  a  längs  A^ 
bis  in  die  Nähe  von  ^  =  oo,  dann  von  x  ==  cyü  innerhalb  des  von  l^ , 
2^  ,  ^  begrenzten  Bereiches  bis  in  die  Umgebung  von  x  =  a^,  in 
kleinem  Kreise  um  «.,  herum  und  längs  des  von  x  =  oo  nach  x  =  «., 
beschriebenen  Weges  in  die  Nähe  von  a;  =  oo  zurück,  endlich  längs 
A^  ,  ^  wieder  nach  x  =  a  ,  so  erleiden  die  Integrale  [?/  ^],  wenn  wir  sie 
längs  dieses  geschlossenen  Weges  fortsetzen,  keine  Werthäuderung.  Es 
ist  folglich,  da  bei  Fortsetzung 

längs   A^,      K]  =  2;^[^,J, 

ist,  die  Substitution 


K.+.,   [^/J  =  ^+il 


^x-^.  +  l 

diejenige,  welche  das  Fundamentalsystem  [?/^]  erfährt,  wenn  man  die 
Variable  x  den  erwähnten  kleinen  Kreis  um  x  =  a^  beschreiben  lässt. 
Es  bilden  demnach 

ein  System  von  Fundamentalsubstitutionen  der  Differentialgleichung  (A). 

Wir  sehen  also,  dass  man  sich  zur  Bestimmung  der  Fundamental- 
substitutionen statt  der  erforderlichen  (^  —  1)  (n^  —  1)  Invarianten 
auch  gewisser  Uebergangssubstitutionen  bedienen  kann,  vorausgesetzt, 
dass  die  zu  den  wesentlichen  singulären  Punkten  (17)  gehörigen  cano- 
nischen Substitutionen  bekannt  sind.  Allgemein  werden  wir  ein  aus- 
reichendes System  von  Uebergangssubstitutionen  erhalten,  wenn  wir  die 
()  -j-  1  wesentlichen  singulären  Stellen  (17)  auf  irgend  eine  Weise 
durch  Q  Wege  verbinden,  die  immer  zwischen  zweien  dieser  Stellen 
verlaufen  und  überdies  so  beschaffen  sind,  dass  man  auf  denselben  von 
jeder  der  ^  +  1   Stellen  aus  nach  jeder  anderen  hin  gelangen  kann. 

Wenn  die  Differentialgleichung  der  Fuchs 'sehen  Classe  angehört, 
und  auch  noch  in  dem  allgemeineren  Falle,  wo  zu  jedem  der  wesentlichen 
singulären  Punkte  (17)  ein  System  von  n  linear  unabhängigen  Normal- 
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integralen  gehört,  lassen  sich  die  p  +  1  canonisehen  Substitutionen 
durch  rein  algebraische  Processe  bestimmen.  Es  kommt  also  für  eine 
solche  Differentialgleichung  nur  noch  darauf  an,  ein  Verfahren  anzu- 
geben, mittelst  dessen  sich  die  Uebergangssubstitution  bestimmen  lässt, 
welche  zu  einem  zwischen  zwei  siugulären  Punkten  a.,  a.  verlaufenden 
Wege  («-öj  gehöi-t. 

Das  ist  aber  im  Wesentlichen  genau  dieselbe  Aufgabe  wie  jene, 
mit  der  wir  uns  in  der  Nr.  118  bei  der  Fortsetzung  eines  Fundamental- 
sjstems  von  einem  regulären  Punkte  x  =  ^  nach  einem  anderen  regu- 
lären Punkte  X  =  x  hin  bereits  beschäftigt  haben.  In  der  That  handelt 
es  sich  hier  wie  dort  um  die  Bestimmung  der  Coefficienten  der,  zwei 
Fundamentalsysteme  verknüpfenden  linearen  Substitution,  wenn  man 
die  Eutwickelungen  eines  jeden  dieser  Fundamentalsysteme  in  der  Um- 
gebung je  einer  gewissen  Stelle,  kennt.  Wenn  die  Differentialgleichung 
der  Fuchs 'sehen  Classe  angehört,  so  sind,  allgemein  gesprochen,  diese 
beiden  Stellen  solche,  wo  sich  die  Integrale  bestimmt  verhalten;  wir 
wollen  zeigen,  wie  man  in  diesem  Falle  die  dem  directen  Verbin- 
dungswege entsprechende  Uebergangssubstitution  zu  berechnen  hat. 


123.    Bereelinung  der  Uebergangssubstitutionen  für  die  Differential- 
gleichungen der  Fu eil s 'sehen  Classe. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  die  beiden  Punkte  a.,  a^  seien  so  ge- 
legen, dass  man  einen  Kreis  K  beschreiben  kann,  der  durch  a^  hin- 
durchgeht und  den  Punkt  a.  einschliesst,  während  sich  alle  von  a. 
verschiedeneu  wesentlichen  singulären  Punkte  entweder  auf  der  Peri- 
pherie dieses  Kjt-eises  oder  ausserhalb  desselben  befinden.  Dann  kann 
man,  wie  in  der  Nr.  119  (S.  431),  eine  lineare  Function 

(18)  '  ^  =  — tf 

von  X  als  neue  unabhängige  Variable  in  die  Differentialgleichung  ein- 
führen, die  für  x  =  a.  verschwindet,  für  x  ==  a  den  Werth  Eins  an- 
nimmt  und  den  Kreis  K  der  rc- Ebene  auf  den  Einheitskreis  der 
^ Ebene    abbildet.     Dadurch   verwandelt   sich   die   Differentialgleichung 

(A)  F(y)  =  y^"^  -f  p.y^''-'^  +  •  •  •  +  PJ  =  0 


(A)  P(^)=(|1)P(^)  =  0, 

und  da  eine  Function  y  von  x,    die  sich  an  einer   Stelle  x  =  a  be- 
stimmt verhält,  sich  auch  als  Function  von  t  an  der  entsprechenden 
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Stelle  bestimmt  verhalten  muss,  so  gehört  die  Differentialgleichung  (A) 
auch  zur  Fuchs 'sehen  Classe.  Man  erkennt  auch  leicht,  dass  in  ent- 
sprechenden Punkten  x  und  t  die  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungen der  beiden  Differentialgleichungen  (A),  (A)  übereinstimmen; 
durch  die  Substitution  (18)  hat  sich  also  der  wesentliche  Charakter 
der  Differentialgleichung  (A)  nicht  geändert,  wir  haben  aber  erreicht, 
dass  der  singulare  Punkt  ^  =  1  auf  dem  Convergenzkreise  der  die 
Integrale  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  darstellenden  Reihenentwicke- 
lungen gelegen  ist. 

Sei  wie  oben  (S.  443) 

das  zu  X  =  a.  beziehungsweise  t  =  0  gehörige, 

das  zu  a;  =  a,  beziehungsweise  t  =  1  gehörige  canonische  Fundamental- 
system, und  zwar  in  dem  strengen,  am  Schlüsse  der  Xr.  54  (^S.  194j 
präcisii-ten  Sinne  des  Woi-tes.     Wenn  dann 

^iy.  =  {hii)  («,/*  =  1,2,...«) 

gesetzt  wird,  so  ist  (vergl.  Nr.  118,  S.  429) 

..q^  7    _^(.yy-i^  •  •  •  y^,ii-i^  y^a^  yy.,ii+i^  •  •  •  y-y-n) 

^^^^  "''~~  D{yy.i^y.,^---y.n) 

Um  hieraus  h^^  zu  berechnen,  haben  wir  nur  in  dem  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  stehenden  Ausdrucke  für  t  irgend  einen  Punkt  zu 
nehmen,  in  welchem  die  Wei'the  der  \y,^,  \yy.a\  ^^^  ihrer  Ableitungen 
bekannt  sind,  denn  ebenso  wie  die  a.^.  in  der  Nr.  118  (S.  429)  sind 
hier  die  Werthe  der  h^^  von  der  Wahl  dieses  Punktes  unabhängig. 
Wir  können  z.  B.  den  i^unkt  t=l  wählen;  diese  Wahl  bietet  den 
Vortheil  dar;  dass  sich  eine  einfach  zu  bildende  Function  von  t  her- 
stellen lässt,  die  für  t  =  1  mit  dem  Werthe  des  Ausdi-uckes  auf  der 
rechten  Seite  von  (19)  für  t  =  1,  d.  h.  mit  h^^  übereinstimmt. 

Denken  wir  uns  nämlich  Zähler  und  Nenner  dieses  Ausdruckes  mit 

multiplicirt,  wo 

a  =  l 

{gesetzt  wurde  und 


>'..,,  r. 
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die  Wurzeln  der  zu  x  =  «^  oder  ^  =  1  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  bedeuten,  so  ist,  wie  wir  in  der  Nr.  56  (S.  200) 
bewiesen  haben,  der  Grenzwerth 

endlich  und  von  Null  verschieden,  und  folglich  ist,  da  doch  7>^^  ^  jeden- 
falls ein  endlicher  Werth  ist,  auch  der  Grrenzwerth 

lim  (^—  l)-''D(^^j,  •  •  ■  ^^^,_^,  ^.^,  y,^^^^,  ■  •  •  y,)  =  C;,^ 

endlich.  Wir  denken  uns  die  Bezeichnung  so  gewählt,  dass  das  Inte- 
gral y^^  zum  Exponenten  r^^^  gehört;  dann  geliört,  zufolge  des  Satzes  2 
der  Nr"  40, 

_JL/-^  {X  =  l,2,--  n  -  1) 

im  Allgemeinen  zum  Exponenten  r^^^  —  A.  (Von  dem  in  der  Nr.  40 
(S.  141)  präcisirten  Ausnahmefalle,  der  nur  eintreten  könnte,  wenn  r^^^ 
ganzzahlig  positiv  und  kleiner  als  n  wäre,  wollen  wir  absehen;  das 
Eintreten  desselben  würde  zwar  einige  unwesentliche  Modificationen 
in  der  Deduction,  jedoch  keinerlei  Abänderung  der  zu  erlangenden 
Resultate  erfordern.)     Nun  führen  wir  die  Multiplication  von 

mit  {t  —  1)~'  so  aus,  dass  wir  zunächst  die  cc^^  Zeile  mit  {t  —  \y~''y-« 
für  a  =  l,  2,  ■  ■  •  n,  und  dann  die  ß^''  Reihe  mit  (^  —  1)^~^  für 
/3  =  1,  2,  •  •  •  n  multipliciren,  wobei  wir  uns  diese  Determinante  so 
geschrieben  denken,  dass  die  Zeilen  immer  von  einem  y_  ^^  und  seinen 
Ableitungen  gebildet  werden,  während  die  Ableitungen  gleich  hoher 
Ordnung  in  einer  Reihe  stehen.  Dann  verhält  sich  (vergl.  Nr.  40, 
S.  140)  die  so  transformirte  Determinante: 

wenn  wir  für  die  y,^  und  ihre  Ableitungen  die  in  der  Umgebung  von 
^  =  1  gültigen  Entwickelungen  setzen  und  dann  ^  =  1  werden  lassen, 
wie  ein  Ausdruck 

L  =  Z,,  +  A  log(^-  1)  +  •  •  •  +  L^\og\t  -  1), 

wo  L^,  L^,  •  -  •  Lj  Constanten  bedeuten.  Da  aber  D'  für  t  =  1  den 
endlichen  Werth  C  annimmt,  so  können  wir,  um  C  zu  berechnen,  aus 
den  Entwickelungen  der  y_  und  ihrer  Ableitungen  zunächst  die  mit 
Logarithmen  behafteten  Grlieder,  dann  aber  auch  alle  diejenigen  Po- 
tenzen von  (t  —  1)  weglassen,  die  keinen  Beitrag  liefern  zu  dem  Werthe 

Schlesinger,  Differentialgleiohungeu.    I.  2'J 
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von  D'  für  f==l.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  eine  Determi- 
nante i),  deren  Elemente  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Sum- 
manden zusammensetzen,  und  die  für  ^=1  mit  dem  Werthe  von  D' 
für  diesen  Punkt,  d.  h.  mit  C  übereinstimmt.  Die  Berechnung  von 
C  bietet  also  keinerlei  Schwierigkeiten  dar;  sie  erfordert 
nicht  die  Summation  einer  unendlichen  Reihe. 

Entwickeln   wir   die  Zählerdeterminante  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (19)  nach  den  Elementen  der  /3'*'°  Zeile,  so  sei 


■■  +  ^n- 

dann  ist 

(20) 

C.,  =  li^^i»,//-ir 

At'- 

Mögen  die 

Wurzeln 

^'y.V    ^'y.V    ■   ■   ■    ^'y.n 

der  zu  t  =  1  gehörigen  determiuirenden  Fundamentalgleichung  so  ge- 
ordnet sein,  dass  mit  wachsendem  zweiten  Index  die  realen  Theile 
nicht  kleiner  werden,  und  sei  q  der  (algebraisch)  kleinste  dieser  realen 
Theile,  dann  ist 

9^(r^J  —  ()^0  (a  =  ],2,  ■••n). 

In  der  Umgebung  von  ^  =  1  ist 

y.^^  ={t-  ly-'l^o«  +  ^uM(t  -!)  +  •••  +  %.Jog\t  -  1)  j, 

wo  die  q)^^^,  q)^^^,  ■  ■  ■  qp,,^^  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  f —  1 
foi-tschreitende  Reihen  bedeuten,  die  für  t  =  1  nicht  sämmtlich  ver- 
schwinden; es  ist  folglich  (vergl.  Nr.  40,  S.  140j 

für  f  =  1  entweder  endlich  oder  nur  so  unendlich  wie  ein  Ausdruck  L, 
und  das  Gleiche  gilt  im  Allgemeinen  von  den  Producten 

%^ «-!)-'    (::;::■:-.,)• 

Nun  sind  die  Integrale  -y.^  homogene  lineare  Functionen  der  y_^^^  mit 
Constanten  Coefficienten,  es  ist  folglich  auch 

und  ebenso  im  Allgemeinen 
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,/i^       V^  ^)  U  =  l,  2,...  („-!)/ 

für  ^  =  1  endlich  oder  nur  so  unendlich  wie  ein  Ausdruck  L,  d.  h. 
mit  anderen  Worten,  es  ist 

(21)    u^^t-rr^'^^'^^0    (::::::,::;•„_„), 

wenn  £  irgend  eine  positive  reale  Grösse  bedeutet. 
In  der  Entwickelung  von 

in  der  Umgebung  von  ^  =  1  geben  also  diejenigen  Glieder 

t-(^-l)"l0g7/-l); 

wo  c  eine  Constante,  v  eine  positive  ganze  Zahl  und  ^  eine  Grösse  bedeutet, 
deren  realer  Theil  grösser  ist  als  —  Q  -\-  ^,  mit  der  A*""  Ableitung  von 
y.^^  nach  t  multiplicirt  ein  Product,  welches  für  t  ^=  1  verseh windet. 
Wir  können  darum  bei  der  Berechnung  von  C^^  aus  der  Gleichung  (20) 
diejenigen  Glieder  in  den  Potenzreihen  der  Entwickelung  des  Aus- 
druckes 

(t—l)-''D^^^  (2  =  1,2,. ..^7=ilf) 

weglassen,  in  denen  der  reale  Theil  des  Exponenten  grösser  ist  als 
—  Q  -\-  ^'^    den    übrig   bleibenden   Theil   dieses  Ausdruckes  bezeichnen 


wir 


durch 


D^^        a=i,2,  ■■•«-1). 


In  den  nach  Potenzen  von  t  —  1  fortschreitenden  Reihen,  die  in  der 
Entwickelung  von  y^^^  auftreten,  kommen  nur  Exponenten  vor,  die 
sich  von  r  um  positive  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Bei  der  Bildung 
von  i)^  ^  brauchen  wir  von  diesen  Reihen  (für  cc  =  1,  2,  ■  ■  ■  n)  nur 
jene  Glieder  beizubehalten,  deren  Exponenten  r^^  -{-  g  so  beschaffen 
sind,  dass  die  ganze  positive  Zahl  g  der  Ungleichung 
g^yi{r^^-Q) 

genügt.  (Durch  dieselbe  Reduction  wird  auch  der  zur  Berechnung  von 
C  erforderliche  Ausdruck  D  aus  D'  erhalten,  vergi.  oben  S.  450). 
Nun  lassen  sich  che  Ausdrücke 

(^- !)'•-+■%         log'(^-l) 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  entwickeln,  und  diese  Entwicke- 
lungen  convergiren  innerhalb  des  Einheitskreises  der  #- Ebene;  folglich 
lassen  sich  die  D,  ^  innerhalb  dieses  Kreises  ebenfalls  in  der 

20* 
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Form   von   Reihen   darstellen,   die   nacli   positiven   ganzen  Po- 
tenzen von  t  fortschreiten.     Zufolge  der  Gleichung  (20)  ist  dann: 


(22)  ^«..^Jä^"^;.,. 


(«,  ;^=l,  2,  ■■■n), 


und  hierin  hat  man  sich  für  die  y.^^  ihre  in  der  Umgebung  von  #  =  0 
gültigen  Entwickelungen  gesetzt  zu  denken.     Sei 

y.^  =  f-  {t^,^^  +  ^^^  log  ^  H \-  i'^^^^  logt} 

(«=1,2,  •••«), 

WO  che  r.^^  die  Wurzeln  der  zu  f  =  0  gehörigen  determinireuden  Funda- 
mentalgleichung, ^P^^,  t^j^^,  •  •  •  i^^,^  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  t  fortschreitende  Reihen  bedeuten,  die  für  ^  =  0  nicht  sämmtlich 
verschwinden;  dann  sind  (vergl.  Gleichung  (32),  Nr.  67,  S.  238)  die 
Ausdrücke 

fia^p  (/,=0,1,    •r) 

als  homogene  lineare  Functionen  der  //.^  mit  von  log  t  abhängigen 
Coefficienten  darstellbar.  Da  nun  log  t  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  t  —  1  entwickelt  werden  kann ,  so  schliessen  wir  hieraus  und  aus 
den  Gleichungen  (21),  dass 

lim(^— 1)-^^+'+^— ^^^ -^  =  0  «  =  1,2,.... 

wenn  s  irgend  eine  reale  positive  Grösse  bedeutet.  Durch  eine  ähn- 
liche Ueberlegung  wie  die,  welche  wir  oben  für  D'  angestellt  haben, 
ergiebt  sich,  dass  sich  das  Product 

für  t  =  1  verhält  wie  ein  Ausdruck  Z;  das  Gleiche  gilt  folglich  von 
dem  Producte 

und  es  ist  demnach  für  jedes  positive  reale  s: 

lim  D,^(t  —  iy>'->'~'+'  =  0. 

Bei  der  Berechnung  von  C^^  aus  der  Gleichung  (22)  können  wir  daher 
an  die  Stelle  von  y.  einen  Ausdruck  setzen,  der  entsteht,  wenn  wir 
in  y.^  den  log  t  nach  Potenzen  von  t  —  1  entwickeln  und  von  dieser 
Entwickelung  nur  diejenigen  Potenzen  beibehalten,  deren  Exponent 
den  realen  Theil  von  r^  ^  —  q  nicht  übertrifft.  Setzt  man  dann  noch 
in  f"   direct  f  =^  1,  Avodurch  also 
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lim  t '«  =  e    '« 

(=1 

wird,  wo  Je  eine  ganze  Zahl  ist,  so  nimmt  die  Gleichung  (22)  endlich 
die  Form  an 

(23)  6;,^lim^^^(0, 

wenn  ^„^(0  ^ine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  fortschreitende 
und  innerhalb  des  Einheitskreises  der  ^- Ebene  convergirende  Reihe 
bedeutet,  deren  Coefficienten  sich  rational  mit  rationalen  Zahlencoeffi- 
cienten  zusammensetzen  aus  den  in  den  Entwickelungen  der  y^^  in  der 
Umgebung  von  ^=1  und  den  in  den  Entwickelungen  der  y.^^  in  der  Um- 
gebung von  ^  =  0  auftretenden  Constanten,  ferner  aus  n  ]/ —  1  und 

Der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (23)  stehende  Grenzwerth  ist 
wie  folgt  aufzufassen.  Die  Potenzreihe  ^^^(0  determinirt  eine  mono- 
gene Function  P^^  von  t]  diese  ist  ein  homogener  linearer  Ausdrack 
der  ^  und  ihrer  Ableitungen  mit  Coefficienten,  die  aus  einer  end- 
liehen  Anzahl  verschiedener  Potenzen  von  (t  —  1)  und  aus  log  (t  —  1) 
ganz  und  rational  zusammengesetzt  sind;  sie  wird  also  regulär  sein 
in  der  Umgebung  von  t  =  0  und  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  t,  wo 
sich  die  Functionen,  welche  aus  den  ip  ^^  durch  Fortsetzung  entstehen, 
regulär  verhalten.  Die  einzigen  singulären  Stellen  der  aus  den  ^  ^^ 
entspringenden  Functionen  sind  aber  (vergl.  Nr.  67,  S.  238)  die  singu- 
lären Stellen  der  Differentialgleichung  (A);  die  Function  P^,  kann 
also  auch  nur  an  diesen  Stellen  singulär  sein,  und  muss  überdies  in 
der  Umgebung  derselben  den  Charakter  eines  sich  bestimmt  ver- 
haltenden Integrals  einer  linearen  Differentialgleichung  (vergl.  Nr.  65, 
S.  229)  zeigen.  C^  ^  ist  nun  der  Werth,  den  diese  Function  an  der 
Stelle  der  Bestimmtheit  t  =  1  annimmt,  wenn  t  aus  dem  Inneren  des 
Einheitskreises  kommend  in  t=l  einrückt,  und  zur  Berechnung  der 
Functionswerthe  für  |^|<1  die  Potenzreihe  ^„^(0  benutzt  wird. 
Falls  also  diese  Potenzreihe  für  ^  =  1  noch  convergirt,  so  stellt  der 
Ausdruck 

nach  dem  in  der  Nr.  65  (S.  229)  angeführten  Satze  von  Abel,  den 
Werth  (7^  dar;  um  über  die  Convergenz  zu  entscheiden,  haben  wir 
auf  den  in  der  erwähnten  Nummer  dargelegten  Thome'schen  Satz 
zurückzugreifen. 
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124.    Convergenzf ragen.     Fall,  wo  die  singulären  Punkte  auf  einem 
Kreise  liegen.     Die  Fuclis'sclie  Abbildung. 

Nelimen  wir  zuvörderst  an,  der  in  der  a;- Ebene  durch  a^  hin- 
durchgelegte Kreis  K,  der  den  Punkt  a.  in  seinem  Inneren  enthält, 
sei  so  beschaffen,  dass  auf  seiner  Peripherie  kein  wesentlicher  singu- 
lärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (A)  ausser  a.  gelegen  ist.  Dann 
ist  t  =  1  der  einzige  wesentliche  singulare  Punkt  der  Differential- 
gleichung (A),  der  sich  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der 
^- Ebene  befindet  und  somit  auch  der  einzige  auf  diesem  Kreisumfange 
gelegene  singulare  Punkt  der  Function  P^^.  Da  diese  Function  im 
Punkte    ^  =  1    den    endlichen    Werth    C  ,   besitzt,    so    convergirt    in 

Uli  '  o 

diesem  Falle  die  Reihe  ^_^  (f),  zufolge  des  erwähnten  Thome 'sehen 
Satzes,  auch  noch  für  ^  =  1  (überhaupt  für  alle  Punkte  der  Peripherie 
des  Einheitskreises  der  ^- Ebene),  sie  stellt  also  für  ^  =  1  die  gesuchte 
Constante  C^^  dar. 

Befinden  sich  dagegen  auf  der  Peripherie  von  K  noch  andere 
wesentliche  singulare  Stellen  ausser  «. ,  somit  auf  der  Peripherie  des 
Einheitskreises  der  f-Ebene  noch  von  f  =  1  verschiedene  wesentliche 
singulare  Stellen  der  Differentialgleichung  (A),  so  seien  diese  etwa 
&j,  Z>2,  •  •  •  })^.  Dann  hängt  (vergl.  den  erwähnten  Satz  der  Nr.  65) 
die  Convergenz  von  ^,^^(1)  von  dem  Verhalten  der  Function  P^^^  in 
der  Umgebung  der  Stellen  6^,  h^,  ■  ■  ■  h^  ab.  Wenn  die  Wurzeln  der, 
zu  den  im  Endlichen  gelegenen  wesentlichen  singulären  Stellen 
«j,  a.,,  •  •  •  a^^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  so 
beschaffen  sind,  dass  ihre  realen  Theile  grösser  sind  als  n  —  2,  so  sind 
die  Exponenten,  die  in  den  Entwickelungen  irgend  eines  Integrals 
von  (A),  beziehungsweise  (A)  und  seiner  n  —  1  ersten  Ableitungen 
nach  X  beziehungsweise  t,  in  der  Umgebung  einer  singulären  Stelle 
auftreten,  algebraisch  grösser  als  —  1;  die  gleiche  Eigenschaft  kommt 
dann  den  Entwickelungen  der  aus  den  Reihen  i/»^^,^  entspringenden 
Functionen  und  deren  n  —  1  ersten  Ableitungen  und  folglich  auch 
denen  der  Functionen 

P,^  («,,'.  =  1,2,....) 

in  der  Umgebung  der  Stellen  h^,  h_^,  ■  ■  ■  h^  zu.  In  diesem  Falle  ist 
also  die  Convergenz  der  Reihen  ^^^,,(0  ^^  Punkte  ^=1  ge- 
sichert, und  zwar  gilt  dies,  wenn  a.,  <i^  irgend  zwei  der  im 
Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  a^,  ö^;  "  *  '  '^'.r  ^i^^^, 
ebenso  auch,  wenn  entweder  beide  oder  einer  von  beiden  eine 
beliebige  reguläre  Stelle  bedeutet,  endlich  auch,  wenn  a.  den 
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unendlich  fernen  Punkt  ^'  =  00  darstellt,  vorausgesetzt  nur, 
dass  ein  Kreis  K  von  der  zur  Vornahme  der  Abbildung  er- 
forderlichen Beschaffenheit  gelegt  werden  kann.  Wenn  die 
AVurzeln  der  zu  den  Stellen  a^,  a.^,  •  ■  •  a^  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  die  gedachte  Forderung  nicht  erfüllen,  so 
kann  man  leicht  auf  die  Differentialgleichung  (A)  eine  Transformation 
anwenden,  wodurch  dieselbe  in  eine  Differentialgleichung  übergeht,  bei 
welcher  jener  Forderung  genügt  ist.  Man  setze  nämlich 
(24)  y  =  {x  —  a;)-'\x  —  aj~"2   .  .  .  (^^  _  a^)-^\>u, 

^^  9ij  92}  ■  ■  ■  9o  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  die  realen  Tlieile  der  Grössen 

(25)  •".+'-^..    (::;;;:::) 

grösser  sind  als  n  —  2,  wenn  r-  die  Wurzeln  der  zu  x  =  a_  ge- 
hörigen determinirenden  Fvmdamentalgleichung  von  (A)  bedeuten.  Dann 
genügt  «  einer  Differentialgleichung  (B)  von  derselben  Beschaffenheit 
wie  (A);  die  wesentlichen  singulären  Punkte  von  (B)  sind  auch  wieder 
a^,  «2,  •  •  •  ff^,  und  die  zu  x  =  a,^  gehörige  determinirende  Fundamen- 
talgleichung wird  durch  die  Grössen  (25)  für  cc  =  1,  2,  •  •  •  n  befriedigt. 
Die  Fundamentalsubstitutionen  der  Differentialgleichung  (B)  sind  aber 
offenbar  dieselben  wie  die  der  Differentialgleichung  (A),  man  kann 
also  die  Rechnung  für  die  Differentialgleichung  (B)  vornehmen,  deren 
Beschaffenheit  die  Convergenz  der  Reihen  ^^..^(O  ™  Punkte  f=l 
verbürgt.  Dass  die  Coefficienten  h^^  der  Uebergaugssubstitution  S..^ 
dieselben  bleiben,  wenn  man  sie,  statt  durch  die  Gleichungen  (19),  mittelst 
der  analogen  für  die  Differentialgleichung  (B)  gebildeten  Gleichungen 


-D(^^l,   %.2^    ■  ■  ■   %.n) 


berechnet,  wo  [u.^^^,  [M;,J  die  zu  den  Punkten  a^  beziehungsweise  a. 
gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  von  (B)  bedeuten,  ist  auch 
unmittelbar  einzusehen,  wenn  man  sich  der  Gleichung  (12)  der  Nr.  22 
(S.  60)  erinnert,  und  bedenkt,  dass 

genommen  werden  kann.  Wir  können  also,  ohne  dadurch  die  All- 
gemeinheit zu  beschränken,  voraussetzen,  dass  die  Convergenz  der  Reihen 
^;|3^  (1)  für  jede  der  oben  aufgezählten  Combinationen  der  Punkte 
«.,  a  gesichert  sei.  Bemerken  wir  noch,  dass  durch  die  Ausführung 
der   Transformation  (24)    auch    das  Eintreten   des  Ausnahmefalles,    in 
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welchem  der  Satz  2  der  Nr.  40  ungültig  wird,  für  die  Elemente  der 
canonischen  Fnndamentalsysteme,  die  zu  den  im  Endlichen  gelegenen 
singulären  Punkten  gehören,  sowie  für  deren  n  —  1  erste  Ableitungen, 
allemal  verhindert  wird. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  Coefficienten  der  Uebergangs- 
substitution,  die  dem  directen  Wege  zwischen  zwei  singulären  Punkten 
a.,  a_  entspricht,  in  der  Form  von  einfach  zu  bildenden  unendlichen 
Reihen,  vorausgesetzt,  dass  diese  Punkte  so  liegen,  dass  ein  Kreis  K 
von  der  zu  Anfang  der  Nr.  123  (S.  447)  hervorgehobenen  Beschaffen- 
heit construirt  werden  kann.  Lassen  wir  z.  B.  a.  den  unendlich  fernen 
Punkt  bedeuten  und  nehmen  wir  an,  die  im  Endlichen  befindlichen 
wesentlichen  singulären  Punkte  a^,  «,,,  •  •  •  «^  liegen  auf  einer  allent- 
halben convex  gekrümmten  analytischen  Curve;  dann  kann  man  durch 
jeden  dieser  Punkte  einen  Kreis  zeichnen,  der  alle  übrigen  der  Punkte 
a^,  «2,  •  •  •  a  entweder  einschliesst  oder  auf  seiner  Peripherie  enthält. 
Diesen  Kreis  bildet  man  dann  mittelst  einer  linearen  Function  auf  den 
Einheitskreis  einer  ^-Ebene  ab,  so  dass  dem  Punkte  x  =  oo  der  Punkt 
^  =  0  entspricht  und  erhält  dann  durch  das  erörterte  Verfahren  die 
Coefficienten  der  Uebergangssubstitutionen,  die  den  directen  Wegen 
von  X  =  oo  nach  den  Punkten  a^,  a.^,  ■■■  «^,  d.  h,  also  den  Quer- 
schnitten l^,  ?.,,  •  •  •  l    entsprechen. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  die  Punkte 
a^,  «2,  •  •  •  a^  sämmtlich  auf  einem  Kreise  liegen,  weil  dann  eine  ein- 
zige Abbildung  genügt,  um  alle  q  Uebergangssubstitutionen  zu  be- 
stimmen. Bildet  man  nämlich  diesen  Kreis  auf  den  Einheitskreis  einer 
^-Ebene  ab,  wo  t  eine  lineare  Function  von  x  bedeutet,  die  für  x  =  <X) 
verschwindet,  so  entsprechen  den  singulären  Punkten  a^,  a^,  •  •  •  a  der 
Differentialgleichung  (A)  Punkte  h^,  h^^,  •  ■  ■  h  ^^  die  auf  der  Peripherie 
des  Einheitskreises  der  ^-Ebene  liegen,  und  diese  sind  nebst  ^  =  0  die 
einzigen  wesentlichen  singulären  Stellen  der  transformirten  Differential- 
gleichung (A)  mit  der  unabhängigen  Variabein  t.  Denkt  man  sich  dann, 
falls  dies  erforderlich  sein  sollte,  noch  die  Transformation  (24)  vollzogen, 
so  kann  man  direct  die  Beziehungen  zwischen  dem  zu  ^  =  0  gehörigen 
canonischen  Fnndamentalsysteme  \ji^  und  den  zu  den  Punkten  t  =  h^ 
gehörigen  canonischen  Fundamentalsystemen 

\yy.a\  ('^  =  1.2,---t') 

aufstellen,  indem  man  die  angegebenen  Reductionen  in  den  Entwicke- 
lungen  vornimmt  und  dann  für  t  den  Werth  h^  einsetzt. 

Man  hat  dann  zugleich  die  Möglichkeit,  die  Werthberechnung  eines 
beliebig   gegebenen    Fundamentalsystems   \j)^^   bei   Fortsetzung  auf  ge- 
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gebenein  Wege  in  der  denkbar  einfachsten  Weise  zu  vollziehen.  Denkt 
man  sich  nämlich  die  Elemente  von  [i/^^]  in  der  Umgebung  der  regu- 
lären Stelle  t  =  oo  entwickelt,  so  gelten  diese  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  t~^  fortschreitenden  Entwickelungen  ausserhalb  des  Ein- 
heitskreises; die  Entwickelungen  der  Elemente  des  Fundamentalsystems 
[Va]  g^l^ßn  innerhalb  des  Einheitskreises.  Wenn  man  also  die  Be- 
ziehung zwischen  den  beiden  Systemen  [rj^]  und  [^^]  kennt,  so  lassen 
sich  die  Werthe  der  [?/^^]  auch  für  Punkte  innerhalb  des  Einheitskreises 
berechnen.  Die  Herstellung  dieser  Beziehung  bei  Fortsetzung  von  \y  1 
auf  vorgeschriebenem  Wege  bietet  aber  keinerlei  Schwierigkeiten  dar, 
wenn  man  die  q  Uebergangssubstitutionen  kennt,  die  ^^J.1  mit  den 

\tJ.a]  (=<  =  !' 2,...  o) 

verknüpfen. 

In  einer  Reihe  von  Abhandlungen  hat  Herr  Fuchs  ein  Verfahren 
angegeben,  welches  gestattet,  diese,  für  den  Fall,  wo  die  endlichen 
wesentlichen  singulären  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen,  anwendbare 
Methode  auf  Differentialgleichungen  zu  übertragen,  deren  singulare 
Punkte  rtj,  a.,,  ■  ■  •  a  beliebig  in  der  Ebene  vertheilt  sind.  Herr 
Fuchs  zeigt  nämlich,  dass  sich  eine  rationale  Function 
(26)  X  =  F{iv) 

angeben  lässt,  die  den  folgenden  Bedingungen  genügt. 

Es  soll  für  w  ^=0  X  unendlich  gross  werden  und  der  Punkt  x==oo 
soll  kein  Verzweigungspunkt  der  algebraischen  Function  w  von  x  sein. 
Dann  lässt  sich  stets  um  den  Punkt  m;  =  0  als  Mittelpunkt  ein  Kreis 
mit  von  Null  verschiedenem  Radius  beschreiben,  der  so  beschaffen  ist, 
dass  innerhalb  desselben  nicht  zwei  ^(7- Punkte  liegen,  für  die  F(w) 
denselben  Werth  annimmt.  Den  grössten  Kreis,  der  diese  Eigenschaft 
besitzt,  nennt  Herr  Fuchs  den  zur  Function  F('w)  gehörigen  Grenz- 
kreis. Die  Function  -F(/r)  kann  nun  so  eingerichtet  werden,  dass  den 
Punkten 

X  =  a^,  «2^  •  •  •  a^ 

Q   verschiedene  auf  dem  Einheitskreise   der  «^- Ebene  gelegene  Punkte 

W  =  &j,    &2,    •  •  •    & 

entsprechen,  und  dass  überdies  der  Radius  des  Grenzkreises  grösser  ist 
als  Eins.     Diese  Function  hat  dann  die  Form 

^   ■'       w  ■  g{%o)' 

wo  f{iv),  g{w)  ganze  rationale  Functionen  von  iv  ohne  gemeinsamen 
Theiler  bedeuten,  und  es  liegen  nothwendig  alle  Wurzeln  der  Gleichungen 
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o  und 


entAveder  ausserlialb  oder  auf  der  Peripherie  des  Greiizkreises. 

Denken  wir  uns  die  Diiferentialgleicliung  (A)  auf  die  Form  gebraclit 

(27)        i,Xx)  r^  +  ^_,(^)  f~74f  +  •  •  •  +  ^,ii^)y  =  0, 


dx"  "-^^  '  dx^ 


wo  tni^),  ^„_i(*')j  ■  ■  ■  ^o(^)  g^^ze  rationale  Functionen  von  x  ohne 
gemeinsamen  Theiler  sind,  so  verschwindet  t^^)  für  die  endlichen 
wesentlichen  und  ausserwesentlichen  singulären  Punkte 


der  Differentialgleichung  (A).     Führen  wir  in  die  Differentialgleichung 

(27)  mit  Hülfe  der  Gleichung  (26)  die  unabhängige  Variable  lü  ein, 
so  erhalten  wir 

(28)  [W(^iv)r-'[ic  .  o(^cjfJR{^v)  f^  +  cp,^_,(w)  ^-  +  •  •  • 

wo 

W(iv)  =  ivg(iv)r(:ic)  -  f(iv)[<j(tv)  +  ivgXw)],       ■ 

gesetzt  wurde,  und  f"{iv),  g' (tv)  die  Ableitungen  von  f{iv),  (j{iv) 
nach  tr,  X  eine  von  dem  Grade  der  ganzen  Functionen  ?^^^,  ^„_ij  ■■"  ^'o 
abhängende  ganze  positive  Zahl,  9p„_i(w),  •  •  •  ^^(^f")  ganze  Functionen 
von  w  bedeuten.  Die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (28) 
werden  geliefert  durch  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

(29)  W^n")  =  0, 

(30)  ii).g{w)  =  Q, 

(31)  E(?(0  =  0. 

Wenn  ^(w)  verschwindet,  so  muss  auch  F' {iv)  gleich  Null  sein,  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (29)  liegen  also  nicht  innerhalb  des  Grenz- 
kreises; das  Gleiche  gilt  von  den  Wurzeln  von  (30),  abgesehen  von 
tv  =  0.  Die  Gleichung  (31)  endlich  wird  befriedigt  durch  diejenigen 
«•-Werthe,  die  den  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Stellen  der  Dif- 
ferentialgleichung (A)  entsprechen.  Diejenigen  unter  diesen  «(;-Werthen, 
welche  ausserwesentlichen  singulären  Punkten  von  (A)  entsprechen, 
sind  auch  wieder  ausserwesentliche  singulare  Stellen  der  Differential- 
gleichung (28),  denn  eine  Function,  die  in  der  Umgebung  von.  x  ==  a 
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regulär,  d.  h.  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  entwickelbar 
ist^  verhält  sich  auch,  als  Function  von  w  betrachtet,  regulär  in  der 
Umgebung  jeder  Stelle  w,  die  vermöge  der  Gleichung  (2G)  dem  Werthe 
X  =  a  entspricht.  Von  den  wesentlichen  singulären  Stellen  der  Diffe- 
rentialgleichung (28)  liegen  also  innerhalb  des  Grenzkreises  nur  der 
dem  Punkte  *■  =  oo  entsprechende  Nullpunkt  der  w- Ebene,  und  die 
auf  dem  Einheitskreise  befindlichen  Stellen  ?>^,  h.^^  ■  ■  ■  h^^,  die  den 
Punkten 

X  =  a^,  «2,  ■  •  •  a^^ 
entsprechen. 

Studiren  wir  also  die  Integrale  von  (28)  nur  innerhalb 
des  Grenzkreises,  so  haben  wir  dieselben  Verhältnisse  wie  in  dem 
Falle,  wo  sich  die  im  Endlichen  gelegenen  wesentlichen  singulären 
Stellen  sämmtlich  auf  einer  Kreisperipherie  befinden,  und  wir  können 
also  nach  der  oben  dargelegten  Methode  die  den  directen  Verbindungs- 
linien von  w  =  0  mit 

IV  ==  h^,  h,-,,  ■  ■  •  h^^ 

entsprechenden  Uebergangssubstitutionen  berechnen.  Nun  ist  aber  das 
Innere  des  Grenzkreises  die  eindeutig  conforme  Abbildung  desjenigen 
Theiles  G  der  a-Ebene,  der  erhalten  wird,  wenn  man  sich  in  dieser 
Ebene  die  geschlossene  Curve  C  gezogen  denkt,  welche  dem  Grenz- 
kreise der  a--Ebene  entspricht  und  das  Innere  dieser  Curve,  d.  h. 
denjenigen  von  C  begrenzten  Bereich,  der  den  Punkt  x  =  csj  nicht 
enthält,  ausschliesst.  Dieser  Theil  G  der  rr- Ebene  enthält  dann  die 
Punkte  «j,  rt,,  •  •  •  «  und  x  =  oo  in  sich,  und  die  Querschnitte 
l^,  l,^,  •  ■  ■  Z^.  können  so  gelegt  werden,  dass  sie  auch  ganz  innerhalb  G 
verlaufen;  die  den  directen  Verbindungslinien  von  tv  =  0  mit 

«^■  =  ^;    ^2^    •••    ^o 

entsprechenden  Uebergangssubstitutionen  stimmen  folglich  unmittelbar 
mit    den    den   Querschnitten    l^,  l^,  ■  ■  ■  l^^    entsprechenden   Uebergangs- 
substitutionen   der   Differentialgleichung   (A)    überein.     Bemerken    wir 
noch,  dass  man,  um  die  Entwickelungen  der  zu  den  Punkten 
w  =  0,  h^,  &.,,  •  •  •  h^^ 

gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  der  Differentialgleichung 
(28)  zu  finden,  nichts  anderes  zu  thun  hat,  als  in  die  Entwickelungen 
der  zu  den  Punkten 


gehörigen  cauonischen  Fundamentalsysteme  von  (A)  für  x  die  Entwicke- 
lung  von  Fitv)  einzusetzen,  indem  man  allemal  denjenigen  innerhalb  des 


460  VIII.  Berechnung  rter  Fundamental  Substitutionen.    Kapitel  2. 

Grenzkreises  eindeutig  determinirten  Zweig  der  algebraischen  Function 
w  von  X  benutzt,  der  für  x  =  oo  verschwindet. 

Die  Anwendung  dieser  Abbildung  ist  natürlich  nicht  an  die  Be- 
dingung geknüpft,  dass  die  gegebene  Differentialgleichung  (A)  mit  in 
X  rationalen  Coefficienten  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehören  soll  (vergl. 
Nr.  122,  S.  443);  nur  muss  man,  wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt 
ist,  bei  der  Vergleichung  der  Entwickelungen  der  Elemente  des  zu 
j;  =1  (X),  beziehungsweise  ^v  =  0  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
sjstems  und  ihrer  Ableitungen,  mit  den  Entwickelungen  der  Elemente 
des  zu  einem  Punkte  w  =^h  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems und  ihrer  Ableitungen  für  w  irgend  einen  nicht  singulären 
Punkt  des  gemeinsamen  Convergenzgebietes  wählen,  während  im  Falle, 
wo  die  Differentialgleichung  (A)  und  folglich  auch  die  Differential- 
gleichung (28)  der  Fuchs 'sehen  Classe  angehört,  für  tv  der  singulare 
Punkt  h^  selbst  gewählt  werden  kann,  vorausgesetzt,  dass  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  die  für  die  Convergenz 
erforderlichen  Bedingungen  erfüllen. 


Drittes  Kapitel. 

125.       System  von  Fundamentalinvarianten  für  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung. 

Wenn  zwei  singulare  Punkte  a.,  a^  nicht  so  liegen,  dass  ein  Kreis 
K  von  der  zu  Anfang  der  Nr.  123  (S.  447)  angegebenen  Beschafienlieit 
construirt  werden  kann,  so  hat  man,  um  die  dem  directen  Wege 
zwischen  a.  und  a^  entsprechende  Uebergangssubstitution  zu  berechnen, 
eine  Reihe  regulärer  Stellen 

(2)  W 

«.,  a.  ,  •  •  •  a.' 
so  einzuschalten,  dass  von  den  Stellen 


je  zwei  aufeinanderfolgende  die  zur  Vornahme  der  Abbildung  (18) 
(S.  447)  erforderliche  Lage  haben.  Berechnet  man  dann  die  den 
directen  Wegen 

entsprechenden  Uebergangssubstitutionen,  so  kann  man  aus  diesen  die 
gesuchte  Uebergangssubstitution  in  ähnlicher  Weise  zusammensetzen, 
wie  in  der  Nr.  119  (S.  431)  die  Substitution  S  aus  S^,  S^,  ■  ■  ■  S^_^^ 
componirt  wurde.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  durch  Einschaltung 
einer  endlichen  Anzahl  regulärer  Stellen  die  Uebergangssubstitution 
finden,  die  zu  einem  zwischen  zwei  Punkten  a.,  a_  erstreckten  Wege 
gehört,  der  nicht  innerhalb  f  verläuft,  sondern  irgendwelche  der 
Querschnitte  l^,  l,^,  ■  •  ■  l ^  beliebig  oft  überschreitet. 

Durch  die  zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  gehörigen  cano- 
nischen Substitutionen  und  die  erforderliche  Anzahl  von  Uebergangs- 
substitutionen lassen  sich  die  Coefficienten  eines  Systems  von  Funda- 
mentalsubstitutionen eindeutig  bestimmen,  weil  es  zur  Herstellung 
derselben  nur  der  Composition  und  der  Bildung  von  inversen  Substi- 
tutionen bedarf,  und  dies  beides  durch  Vornahme  rationaler  Operationen 
mit   den  Substitutionscoefficienten    beA^irkt   werden  kann.     Hierin  lieo-t 
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ein  wesentlicher  Vorzug,  den  die  Methode  der  üebergangssubstitutionen 
vor  der  Methode  der  Fnndamentalin Varianten  voraus  hat,  denn  die 
letztere  liefert  wie  bereits  bemerkt  (vergl.  Nr.  121,  S.  440)  im  All- 
gemeinen eine  mehrdeutige  Bestimmung  der  Fundamentalsubstitu- 
tionen. Um  über  die  Natur  dieser  Mehrdeutigkeit  einigen  Aufschluss 
zu  erlangen,  wollen  wir  nach  dem  von  Herrn  Vogt  angewandten  Verfahren 
für  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  Systeme  von  Funda- 
mentalinvarianten etwas  genauer  untersuchen. 

Sei  wie  in  der  Nr.  107  (S.  382)  die  Differentialgleichung 

(1)  7i=i^2(^')^ 

ax 

gegeben,  und  bedeute  i/^,  ?/.,  ein  Fundamentalsystem,  welches  beim  ein- 
fachen umlaufe  um  den  wesentlichen  singulären  Punkt  x  =  a  die 
Substitution 


CO 


beim  positiven  Umlaufe  um  den  Punkt  x  =  oc  die  Substitution 

/^n    ßu\  11  11 


'»-(      ) 


erfährt.     Es  ist  dann 

ad    —  ß  y    =1  (>f  =  o,  1,  •o), 

und  ebenso  ist  die  Determinante  jeder  Substitution,  die  aus  den 
A,^         (=^  =  0,1,  -e) 

auf  irgend  eine  Weise  componirt  ist,  gleich  Eins. 
Eine  unimodulare  Substitution 

besitzt  als  einzige  Invariante  den  Ausdruck 

wenn  es  sich  also  um  die  Bestimmung  eines  Systems  von  Funda- 
mentalsubstitutionen der  gegebenen  Differentialgleichung  handelt,  wozu 
nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  121  (S.  440)  Sp  —  3  Invarianten  er- 
forderlich sind,  so  haben  wir  ?>q  —  3  Substitutionen  auszuwählen. 
Wir  nehmen  z.  B.  die  folo-enden: 


ä 
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AA^  AK  '■■  \,A, 

yAA>     A^3J      ■    ■    ■      ^Q-^Q-l^ 

und   fragen:   wie   bestimmt   sich   das  System  von  Fundamentalsnbstitn- 
tionen  durch  die  Invarianten  dieser  3^  —  3  Substitutionen. 
Es  werde  durch 

J     =J^a   -\-8 

Ay  y.  y.      '         y. 

die  Invariante  der  Substitution  JL,^,  durch 


die  Invariante  der  componirten  Substitution 
allgemein  durch 

die  Invariante  von 


AA, 


A^Ä"  ■■■  A'         («,,y,...r  =  i,2,....) 

a       (i  y 

bezeichnet,  wo  A,  fi,  ■  •  ■  v  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Die  componirte  Substitution-  A^A.  lautet 


A  A 

y. 

also  i.st 


U^.  +  ^.n      7.ß,-^^y^-) 


für  die  inverse  Substitution 


haben  wir 

(4)  J-^_,  =  d^  +  «^  =  J, 

Setzen  wir 

A'  = 

'  fy. 

und  bezeichnen  durch  w^^,  w^^  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 

%.  —  ^     ßy. 

7y  d       —    03 


0, 
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SO  sind  (vergl.  Nr.  89,  S.  321)  die  Wurzeln  der  Gleichung 


0 


durch 


dargestellt;  man  erhält  folglich  die  Gleichung 

(5)      j^.^ji-xj^r'  +  '^^jlr' — ,    A>o. 

Ferner  findet  man  durch  einfache  Rechnung  die  Beziehungen 

^^^  \j  -J  -J 

(7)  J,.  +j-^,._,  =  j-^j;., 

(8)  j;.,^  +  j.^.^  =  j  j;..  +  j,  j^,.  +  j.j.^.^  -  j/.^j^. 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  die  Wurzeln  der 
zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  gehörigen  Fundamentalgleichungen 
von  einander  verschieden  sind-,  dann  liefert  die  Invariante 

■/.  /.      ^  y. 

durch  die  quadratische  Gleichung 

die  beiden  Wurzehi  w^^,  w^^  ^^i'  ™  ^  "^  ^^y.  geliörigen  Fundamental- 
gleichung und  damit  die  zu  diesem  Punkte  gehörige  canonische  Sub- 
stitution 


Die  mit  ü^  ähnliche  Substitution,  welche  irgend  ein  Fundamental- 
system beim  Umlaufe  um  x  =  a.  erleidet,  ist  dann  (vergl.  Nr.  32, 
S.  105)  in  der  Form 

\y   d'    \   0      a.^.J    \y    d) 

enthalten,  wo  a,  ß,  y,  ö  beliebige  Constanten  sind,  deren  Determinante 

A  =  ad  —  ßy 
von  Null  verschieden  ist.     Ausgerechnet  lautet  diese  Substitution: 
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(ad  ßy  aß.  .  \ 

und  hieraus  erhellt,  dass  dieselbe  nur  von  zwei  Parametern,  als  welche 

wir  z.  B. 

aS      aß 

wählen  können,   abhängt.     Es  stellt  folglich  auch  schon  der  Ausdruck 

(;:)("' :j(i:r 

die   allgemeinste   mit  5i     ähnliche  Substitution   dar,   wenn   «,  h  irgend 
welche  von  einander  verschiedene  Constanten  bedeuten. 


126.    Bestimmung  der  FTindamentalsubstitutionen  aus  den 
F  undamentalin  Varianten.     Mehrdeutigkeit. 

Um  das  System  von  Fnndamentalsubstitutionen  zu  bestimmen, 
bedarf  es  jetzt  nur  noch  z.  B.  der  Herstellung  eines  Systems  von  Ueber- 
gangssubstitutionen,  die  (vergi.  Nr.  122,  S.  446)  eine  Circulation  zwischen 
irgend  zweien  der  Punkte  a^,  a,^,  ■  ■  •  a    ennöglichen. 

Sei 

die  dem  directen  Wege  von  a.  nach  a^  entsprechende  Uebergangs- 
substitution,  d.  h.  also  die  Substitution,  welche  das  zvl  x  =  a^  gehörige 
canonische  Fundamentalsystem  y^^,  y^^  in  das  zu  x  =  a.  gehörige 
Viv  yi2  überführt, 

[yn^  y^2]  =  ^iAy.v  y-A 

Dann  erfährt  das  Fundamentalsystem  y.^,  y.^  bei  einem  einfachen  posi- 
tiven Umlaufe  um  den  Punkt  a^  die  Substitution 


',y.      y.     IX 


es  ist  folglich,  wenn 

also 

gesetzt  wird,  auch 


[yiv  ^/2]  =  ^i\yx^  y-A 

5i.  =  E.A.E~^ 


Schlesinger,  Differeutialgleicliiiugcu.    I. 
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und  daher 

(9) 

Setzt  man  nun 

(10) 


J:.    =    J, 


M.   =31 


J^s 


2J. 


J.J.. 


SO  folgt  aus  der  Gleicliung  (9)  durch  einfache  Rechnung 


(i,  ^) 


Wenn  J..  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  so  bestimmen  diese  beiden 
Gleichungen  die  Substitution  S..^,  abgesehen  von  zwei  Parametern,  in 
eindeutiger  Weise.  Eine  Abänderung  dieser  beiden  Parameter, 
als  welche  wir  z.  B.  cc.  ,  ß.  wählen  können,  bewirkt  aber  im 
Allgemeinen  nur  die  gleichzeitige  Transformation  der  beiden 
Substitutionen  Ä.,  A  durch  eine  und  dieselbe  Substitution. 
In  der  That  hat  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  {i,  y) 


=  s..si  s: 


s.  = 


gesetzt  wurde.     Wählen  wir  also  in  ^S*.^  das  eine  Mal 

a._^  =  1 ,     ß,^=l, 

das  andere  Mal  a.^,  ß.^  beliebig,  so  finden  wir  für  die  Substitutionen, 
die  das  Fuudamentalsystem  y^,  y.,  bei  den  Umläufen  um  a.  beziehungs- 
weise a    erfährt,  das  eine  Mal 


A.  =  ur'^.E 


das  andere  Mal 


ä:  =  u~'ii.i:. 
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Da  aber  offenbar  für  beliebiges  j9 

(:;)"■ 

ist,  so  ergiebt  sicli,  wie  wir  behauptet 

haben, 

A'.  =  TÄ.T-\      A^ 

=^TAJ-\ 

wo 

/A.ft. 

0      \ 

V 

zu  nehmen  ist. 

1        2;. 

V'^JTJ 

Dieselben  Gleichungen  (J,  x),  welche  für  die  Coefficienten  von  S. 
bestehen,  gelten  auch  für  die  Coefficienten  der  Substitution 


^'     \y..  ^. 

da  ja  offenbar 

S.  S  .=  1 

ly.     y.i 

ist. 

Nehmen  wir  nun  ein  Dreieck,  welches  entsteht,  indem  man  drei 
der  singulären  Punkte  «^,  rt^,  •  •  •  «^,  also  etwa 


«^,  «.,_,  «.,       X 


=^A=f  i4=;c. 


durch  directe  Wege  verbindet  und  betrachten   das   zu  den  di-ei  Seiten 
dieses  Dreieckes  gehörige  Tripel  von  üebergangssubstitutionen 

o  - ,  *S, .,  o.   . 

y./J        kl'        ly. 

Dann  besteht  zunächst  die  unmittelbar  evidente  Beziehung 

und  ferner  haben  wir  die  Gleichungen 

(i,  x),  (A,  i),  (jf,  l). 
Hieraus  folgen  sofoi-t  die  Ausdrücke 

a^,a..a.^.^  +  8.JJ,,_  =  \{M.^_,  +  M,,  +  iJ/,^  +  1), 

a^,oc^,a,J^,8,J^^  =  \  (J/ ,  +  1)  {M,,  +  l)(il/,,  +  1), 

d.  h.  die  Producte 

^y  ).  ^^?.  i  '^i  yi         ^  y.l  ^X  i  ^iy 

genügen  der  quadratischen  Gleichung 

30* 
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(k,  X,  i)      Fl,  -  l  (ilf  ,  +  M.^  +  3L^  +  1)  K,; 

+  I  (il/ ,  +  1)  W.,  +  1)  (il/.,  +  1)  =  0. 
Hieraus  bestinimen  sicli  die  Coefficienten  der  drei  Substitutionen 

abgesehen  von  drei  Parametern,  als  welche  man  z.  B.  /3^p,  «^^,  a^. 
wählen  kann,  in  eindeutiger  Weise,  wenn  man  noch  für  jedes  der 
Producte 

je  eine  bestimmte  Wurzel  der  Gleichung  (x,  l,  i)  festsetzt,  voraus- 
gesetzt, dass  die  Invarianten 

J^,  J,,  J.,  J  „  J,.,  J.^ 

als  bekannt  angesehen  werden. 

Nehmen  wir  also  die  q  —  2  Tripel  von  üebergangssubstitutionen 

(11)  S^.,  S,^.+i,  S.+i,,        (-2,v-^), 

so  bestimmen  sich  die  Coefficienten  derselben,  abgesehen  von  q  Para- 
metern, als  welche  wir  z.  B. 

ßv2^    «12.    «23.    •••    %-Lo 

wählen  können,  in  eindeutiger  Weise,  wenn  man  für  die  Producte 
a,   a      i  ,ci    ,,  , ,      d,   d       ,  -.^   i  -,  -, 

ly.     y.,y.-\-\     z-|-l,  1*  Iz     y.,y-\-l     y.-{-l,l 

je  eine  bestimmte  Wurzel  der  Gleichungen 

(1,    K,    %  -\-   l)  {y.  =  -2,Z,-.'^l) 

festsetzt,  da  ja  die  Invarianten 

'^Xy.^'^y.l^      Jy.^y.  +  X^  '^y.  +  iry.^      "^y.  +  i,! 

als  bekannt  vorausgesetzt  sind.  Die  übrigen  üebergangssubstitutionen 
ergeben  sich,  wenn  die  Substitutionen  (11)  gefunden  sind,  vermöge  der 
Beziehungen 

'^.;.'^;.i'^x.=  l.       1+^  +  ^  +  1, 
in  eindeutiger  Weise;  die  Kenntniss  der  Substitutionen  (11)  reicht  also 
zur    Bestimmung     des    Systems    von    Fundamentalsubstitutionen    voll- 
ständig aus. 

Aehnlich  wie  die  Abänderung  der  beiden  Parameter  a._^,  ß.^  in  der 
Uebergangssubstitution    S..    nur    die    gleichzeitige    Transformation    der 
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Substitutionen  Ä.,  A^  durcli  eine  und  dieselbe  Substitution  zur  Folge 
hat,  werden,  Avie  man  ohne  Schwierigkeit  erkennt,  im  Allgemeinen  durch 
verschiedene  Wahl  der  q  Parameter 


stets  aequiralente  Systeme  von  Fundamentalsubstitutionen  (im  Sinne 
der  Nr.  120,  S.  438)  erzielt,  vorausgesetzt,  dass  man  über  die  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichungen 

disponirt  hat.  Das  System  von  Fundamentalsubstitutionen  ist  also  durch 
die  Invarianten  der  Substitutionen  (3)  und  durch  die  Wurzeln  jener 
quadratischen  Gleichungen  eindeutig  bestimmt;  folglich  bestimmen 
die  Invarianten  der  Substitutionen  (3)  allein  im  Allgemeinen 
2^~"  wesentlich  verschiedene  Systeme  von  Fundamentalsub- 
stitutionen, entsprechend  allen  möglichen  Combinationen  der 
Wurzeln  der  gedachten  quadratischen  Gleichungen. 


127.    Darstellung  der  Invariante  einer  beliebigen  Substitution  durch 
die  Fundamentalinvarianten. 

Man  kann  auch  leicht  den  Ausdruck  für  die  Invariante  einer  be- 
liebigen durch  Composition  der  A^,  A^,  •  •  •  A^  entstandenen  Substi- 
tution durch  die  Invarianten  der  Substitutionen  (3)  aufstellen.  Zunächst 
kann  man  die  Invariante  einer  durch  beliebige  Composition  der  beiden 
Substitutionen 

A.,  A 

^'         y. 

entstandenen  Substitution  vermöge  der  Gleichung  (8)  rational  aus- 
drücken durch  Invarianten  von  der  Form 

wo  A,  ft  ganze  Zahlen  bedeuten.  Diese  Invarianten  führt  man  mit 
Hülfe  der  Gleichung  (7)  auf  den  Fall  positiver  A,  fi  zurück,  und 
drückt  dann 

nach  Gleichung  (5)  durch  J,  J^  aus.     Um 

zu  finden,  beachten  wir,  dass  dies  nichts  anderes  ist  als  die  Invariante 
der  Substitution 


470        VIII.  JSerechnung  der  Fundamenta] Substitutionen.    Kapitel  3. 
es  ist  folglich  (vergl.  S.  466,  Gleichung  (10)) 

d.  h.  nach  einer  in  der  Nr.  125  (S.  464)  gemachten  Bemer 


2/;;., 


■/.;.'/. 


2 /..„  —  /../„ 


(cj,  - «y (4\ -  <,)    (»a  -  -.■2)Ki  -^y.,y 

und  hieraus  bestimmt  sich  die  gesuchte  Grösse  in  eindeutiger  Weise, 
wenn  die 

^.  J.  J. 
gegeben  sind.     Nun  kann  man  vermöge  der  Relationen 

alle  J.  durch  die  Invarianten  der  Substitutionen  (3)  in.  eindeutiger 
Weise  darstellen,  wenn  man  noch  die  Wurzeln  der  Gleichungen  (1,  %,x-\-l) 
7A\  Hülfe  nimmt.     Es  ergiebt  sich  z.  B. 

3I^,M,,  +  M,JI.,,  +  31,,  +  31,,  +  J/,,  +  31,,  +  31,^  +  1 


^..= 


wo  die  Grössen 

p: 


y,y  +  ^ 


31. 


die  Wurzeln  der  Gleichung  (1,  jc,  x  -\-  1)  bedeuten,  und  hieraus  findet 
man  in  eindeutiger  Weise  J,^.     Eine  simultane  Vertauschung  der 

P'      P'        und     P"      P' 

-^  123?    -^  134        ^^  -^  123?    -^  134 

ändert  den  Werth  von  31^^  nicht;  entsprechend  findet  man  auch  nur 
zwei  verschiedene  Werthe  für  diese  Grösse,  und  diese  befriedigen  die 
einfache  quadratische  Gleichung 

1      Jf,,  M,,  JW,. 
M,^     1      Jf,,  Jlf, 

^«     J^«     Jl^„         1 

Aehnlich  ergeben  sich  die  übrigen  J._^,  die  nicht  Invarianten  der  Sub- 
stitutionen (3)  sind. 

Um  die  Invarianten  der  durch  Composition  von  drei  Substitutionen 
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Ä  ,  Ä„  A. 

entstehenden  Substitutionen  darzustellen,  bemerken  wir,  dass  zufolge 
der  Gleichungen  (5),  (7),  (8)  alles  auf  die  Bildung  der  beiden  Invarianten 

"•3,5      ^  .1   •    ^^    " 1  5 1     1 

hinauskömmt.     Dies  sind  aber  die  Invarianten  der  Substitutionen 
hieraus  ergeben  sich  nun  durch  einfache  Rechnung  die  Gleichungen 

J;Xy.  —  Jyn  =  (K'?.i  -  Kxi)  Kl  —  «.2)  Kl  —  «A2)  Kl  —  '^/i)  > 

von  denen  die  erste  vermöge  (6)  mit  (8)  übereinstimmt,  und  wo  in  der 
zweiten  P^.^,,  P'^-^.  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (x,  l,  t) 
bedeuten.  Es  lässt  sich  auch  leicht  eine  quadratische  Gleichung  für 
diese  beiden  Invarianten  selbst  herstellen,  man  findet  nämlich 

(12)  +j;  +  J;  +  J^  +  j;^  +  4  +  4_  JJ^J^^ 

-  VyJxy  -  JyJ^Jy.  +  ^X^Äx  -4  =  0, 

und  derselben  Gleichung  genügt  auch  J_^^..  Es  lassen  sich  dann  die 
Invarianten  aller  Substitutionen,  die  auf  irgend  eine  Weise  aus  den 
drei  Substitutionen 

"^   z'        X^        l 

componirt  sind,  auf  rationale  Weise  aus  den  Invarianten 

"^yj    ^A'    ^^    "^Xy.^    '^yP    '^iX 

und  den  Wurzeln  der  Gleichung  (12)  zusammensetzen.  Um  zu  zeigen, 
dass  diese  sämmtlichen  J.^_^  eindeutig  bestimmt  sind,  wenn  nebst  den 
Invarianten  der  Substitutionen  (3)  noch  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichungen  

(1,    K,    K-\-l)  {x  =  2,3,...p-l) 

festgelegt  werden,  bemerken  wir,  dass  nach  dem  Vorhergehenden  die 
eindeutige  Bestimmung  der 

Jl,y.,y^l^    '^y  +  l,y.,l 

feststeht.  Aus  diesen  setzen  sich  aber  alle  anderen  J.^^  rational  zu- 
sammen, wie  man  durch  einfache  Rechnung  verificiren  kann. 
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Die  Invarianten  von  Substitutionen,  die  durch  Composition  von 
vieren  oder  mehreren  der 

hervorgehen,   sind   rationale   Functionen   der  Invarianten   von  Substitu- 
tionen, die  sich  aus  zweien  oder  dreien  der 

/.usammensetzen  lassen.    Es  ergiebt  sich  dies  aus  der  leicht  abzuleiten- 
den Gleichung 

Auf  diese  Weise  finden  Avir  für  die  Invariante  jeder  durch  Com- 
position aus  den  Fundamentalsubstitutionen  hervorgehenden  Substitution 
im  Allgemeinen  2'^'"^  verschiedene  Werthe,  entsprechend  den  2''""'^ 
verschiedenen  Systemen  von  Fundamentalsubstitutionen,  die  durch  das 
Invariantensystem  der  Substitutionen  (3)  bestimmt  werden. 


128.    Invariantensysteme ,  die  eine  eindeutige  Bestimmung  der 

Fundamentalsubstitutionen  liefern.     Ausnahimefälle.     Berechnung 

der  Invarianten. 

Um  ein  bestimmtes  der  2!-'~"  Systeme  von  Fundamentalsubstitu- 
tionen zu  fixiren,  die  einem  Wei-thensysteme  der  Invarianten  der  Substi- 
tutionen (3)  entsprechen,  kann  man  sich  z.  B.  die  4  p  —  5  Invarianten 

(13)     Jj,  Jg,  •  •  •  J^;  J^^,  •  •  •  J^j-,  J32,  •  •  •  ^^_^_i5  J.^.2V  ■  ■  ■  '-^^,^-1,1; 

zwischen  denen  noch  q  —  2  quadratische  Gleichungen  bestehen,  gegeben 
denken;  durch  diese  lässt  sich  dann  die  Invariante  jeder  aus  den  Fun- 
damentalsubstitutionen componirten  Substitution  rational  darstellen.  Im 
Falle  9  =  2  ist  durch  die  Invarianten 

Jv    ^2?    ^^21 

das  System  von  Fundamentalsubstitutionen  eindeutig  bestimmt,  d.  h. 
für  eine  lineare  Difierentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  zwei  im 
Endlichen  gelegenen  wesentlichen  singulären  Punkten,  in  welcher  das 
Glied  mit  der  ersten  Ableitung  von  y  fehlt,  hat  man,  um  das  System 
von  Fundamentalsubstitutionen  zu  bestimmen,  nur  die  Wurzeln  der  zu 
den  beiden  im  Endlichen  gelegenen  und  zum  unendlich  fernen  Punkte 
gehörigen  Fundamentalgleichungen  aufzusuchen. 
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Im  Falle  9  =  3  bestimmen  die  sechs  Invarianten 

(1^)  *^1J    ^^2'    ^3?    ^^21'    ^31'    ^32 

im  AUgemeiueu  zwei  wesentlich  verschiedene  Systeme  von  Fundamen- 
talsubstitutionen, entsprechend  der  Art,  wie  man  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung (12)  für 

x=l,     k  =  2,     i  =  3 

den  beiden  Invarianten 

zuordnet.  Welches  dieser  beiden  Systeme  bei  einer  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  mit  drei  wesentlichen  singulären 
Punkten  im  Endlichen  das  thatsächlich  richtige  ist,  entscheidet  man  am 
einfachsten  durch  die  dem  unendlich  fernen  Punkte  entsprechende 
Fundamentalgleichung,  deren  Wurzelsumme  zufolge  der  Gleichung  (2) 


den  Werth  von 

Jo- 

-  «^3-12-11-1   —  ^^123 

liefert.     Wenn 

^V    ^2'    ^3 

das  eine  System  von  Fundamentalsubstitutionen  ist,  so  wird  das  andere, 
denselben  Werthen  der  Invarianten  (14)  entsprechende,  z.  B.  durch 

A-^     A-^     A-^ 

geliefert,  und  in   der  That  ist   die   dem  Umlaufe   um  ./;  =  00   entspre- 
chende Substitution  das  eine  Mal 

das  andere  Mal 

Ä^  =  {A-'A-'A-T'  =  A.^Ä^A^, 

d.  h.  die  Wurzelsumme  der  zu  x  =  00  gehörigen  Fundamentalgleichung 
ist  das  eine  Mal  gleich 


und  das  andere  Mal  gleich 


^^123 


^321- 


In  gewissen  besonderen  Fällen  bedürfen  die  vorstehenden  Betrach- 
tungen einer  Mochfication.  So  kann  z.  B.  der  Schluss  (S.  469),  dass 
durch  verschiedene  Wahl  der  q  Parameter,  von  denen  die  Coefficienten 
der  Substitutions- Tripel  (11)  noch  abhängen,  immer  aequivalente  Sy- 
steme von  Fundamentalsubstitutionen  zum  Vorschein  kommen,  illuso- 
risch   werden,    wenn  eine   oder  mehrere   der  Grössen  31.     den  Werth 
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-|-  1  oder  —  1  annehmen.  In  diesem  Falle  bewirkt  nämlich  eine  Ab- 
ändeimng  der  beiden  Parameter,  von  denen  die  Uebergangssubstitution 
S..^  noch  abhängt,  nicht  nothwendig  die  gleichzeitige  Transformation 
der  Substitutionen  Ä.,  A,^  durch  eine  und  dieselbe  Substitution  (vergl. 
S.  466).  Man  kann  sich,  um  dies  nachzuweisen,  auf  die  Betrachtung 
des  Falles 

31.    =  1 

beschränken,  da  der  andere  durch  geeignete  Wahl  der  Wurzeln 
fD.^,  a.^^  oj_^^,  (D_^,^  stets  auf  diesen  zurückgeführt  werden  kann:  alsdann 
ist  also 

Wählt  man  nun  z.  B. 

•    /^,-.  =  o,     n,  +  o, 

so  hat  die  Uebergangssubstitution  S._^  im  Wesentlichen  die  Form 


"■        \y.,^  1/' 

wählt  man  dagegen 

/5,:.  =  0,       7,.  =  0, 

so  kann 

«.■^-C)=^ 

genommen  werden-,  die  durch  diese  beiden  Wahlen  bestimmten  Sub- 
stitutionen A.^  A.^  sind  aber  offenbar  nicht  aequivalent.  Denn  für 
S..^  =  1  folgt'  (vergl.  S.  465) 

ß   =  Z.A  U~\ 


also  hat  man,  da 
ist,  auch 


9  P..  =  Sl  Sl 


A  A.  =A.A 


d.  h.  die  beiden  Substitutionen  A.,  A_^  sind,    wie  man  zu  sagen  pflegt, 
vertauschbar,  dies  ist  aber  für  die  durch 

1    0 


-eil)-  -+«' 


bestimmten  A.,  A_^   nicht    der  FaU.     Dagegen    ergeben    sich    bei    ver- 
schiedener Wahl  von  y._^  aequivalente  Systeme  von  Fundamentalsubsti- 
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tutionen;  es  wird  also  im  Allgemeinen,  wenn  eines  der  M._  den  Werth 
+  1  annimmt,  die  Anzahl  der  durcli  die  Fundamentalinvarianten  be- 
stimmten verschiedenen  Systeme  von  Fnndamentalsubstitutionen  ver- 
doppelt. 

Ein  anderer  Specialfall  ist  der,  wo  eine  oder  mehrere  der  quadra- 
tischen Gleichungen 

(1,    X,    J«  +   1)  (x  =  2,3,  •  .^T^ri) 

eine  doppelte  Wurzel  hat.  Dadurch  reducirt  sich  im  Allgemeinen  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Systeme  von  Fundamentalsubstitutionen  und 
zwar  durch  jedes  Auftreten  einer  Gleichung  mit  doppelter  Wurzel  auf 
die  Hälfte.  Wir  gehen  auf  eine  genauere  Discussion  dieser  Specialfälle 
nicht  ein,  da  es  uns  nur  darum  zu  thun  war  eine  Vorstellung  von  der 
Art  der  Vieldeutigkeit  zu  erlangen,  welche  der  Bestimmung  des  Systems 
von  Fnndamentalsubstitutionen  durch  Fundamentalinvarianten  anhaftet. 

Was  nun  die  Berechnung  der  Invarianten  (13)  anlangt,  so  wird 
man  sich  im  Allgemeinen  nur  für  die  Herstellung  der  J^,  J^,  •  ■  ■  J 
der  in  der  Nr.  107  aufgeführten  Reihenentwickelungen  bedienen  können, 
weil  sich  die  Umläufe,  denen  die  übrigen  dieser  Invarianten  entsprechen, 
nicht  immer  in  Kreisringe,  die  keinen  wesentlichen  singulären  Punkt  ent- 
halten, einschliessen  lassen.  Dagegen  kann  man  diese  Entwickelungen  für 
die  Berechnung  der  Invarianten  J.^,  die  zu  Umläufen  gehören,  welche  nur 
zwei  singulare  Punkte  a.,  a_  umschliessen  und  mit  Hülfe  deren  sich  ja 
alle  übrigen  Invarianten,  wie  wir  gesehen  haben,  wenn  auch  nicht  ein- 
deutig, so  doch  algebraisch  bestimmen,  nutzbar  machen,  indem  man 
sich  der  folgenden  einfachen  Abbildung  der  ;r-Ebene  bedient. 

Es  seien  a.,  «^  irgend  zwei  der  singulären  Punkte  a^,  a^,  ■  •  •  a  ; 
wir  verbinden  dieselben  durch  eine  gerade  Linie  und  nehmen  an,  dass 
sich  auf  der  von  «.,  a^  begrenzten  endlichen  Strecke  kein  anderer 
wesentlicher  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  befinde.  Dann 
giebt  es  unter  der  Schaar  confocaler  Ellipsen,  welche  die  Punkte  a.,  a^ 
zu  Brennpunkten  haben,  unzählig  viele,  die  keine  anderen  wesentlichen 
singulären  Punkte  als  a.,  a^  einschliessen;  wir  greifen  eine  solche  El- 
lipse K  heraus  und  bezeichnen  die  Längen  ihrer  Axen  durch  p,  q  und 
zwar  sei  p  ^  q.     Setzen  wir  nun 

a    -j-  a. 


(»  +  i)  + 


so  finden  wir  das  durch  die  geradlinige  Strecke  («aj  und  die  Ellipse 
K  begrenzte  Gebiet  G  der  a?-Ebene,  in  der  w-Ebene  abgebildet,  ent- 
weder auf  das  Innere  eines  Kreisringes,  der  durch  den  Einheitskreis  und 
den  mit  demselben  concentrischen  Kreis  vom  Radius 
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begrenzt  wird,   oder  auf  das  Innere   des   vom  Einheitskreise  und  dem 
damit  concentrischen  Kreise  vom  Radius 


gebildeten  Kreisringes,  jenachdem  der  eine  oder  der  andere  Zweig 
der  algebraischen  Function  tv  von  x  ausgewählt  wird.  Auf  diese  Weise 
entspricht  einem  innerhalb  des  Gebietes  G  verlaufenden  geschlossenen 
Wege  der  Variabein  x  ein  in  einem  Kreisringe  eingeschlossener  Um- 
lauf der  Variabein  tv.  Wenn  man  also  in  die  gegebene  Differential- 
gleichung tv  als  unabhängige  Variable  einführt,  so  kann  man  zur 
Berechnung  der  diesem  Umlaufe  zugehörigen  Invariante  die  für  Kreis- 
ringe geltenden  Methoden  anwenden.  Falls  mehrere  singulare  Punkte 
auf  einer  geraden  Linie  liegen,  so  kann  man  in  ähnlicher  Weise  die 
Umläufe  um  mehrere  dieser  Punkte  auf  geschlossene  Wege,  die  in 
Kreisringen  verlaufen,  zurückführen;  auch  ist  dieses  Verfahren  natürlich 
auf  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  anwendbar. 

Die  Berechnung  der  Invarianten  (13)  hat  keinerlei  Schwierigkeit, 
wenn  es  sich  um  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  zwei 
im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkten  a^,  a.,  handelt,  die  der 
Fuchs 'sehen  Classe  angehört.  In  diesem  Falle  braucht  man  nämlich, 
wie  wir  oben  (S.  472)  bemerkt  haben,  nur  die  Wurzeln  der  zu  den 
singulären  Punkten 


gehörigen  Fundamentalgleichungen  zu  kennen,  und  diese  ergeben  sich 
auf  Grund  des  Satzes  der  Nr.  51  (S.  180)  unmittelbar  aus  den  Wurzeln 
der  zu  diesen  Punkten  gehörigen  determinirenden  Gleichungen.  Gleich- 
wohl darf  man  auch  in  diesem  Falle,  der  ja,  wie  im  fünften  Abschnitte 
(Nr.  70)  gezeigt  wurde,  im  Wesentlichen  auf  die  Gauss 'sehe  Diffe- 
rentialgleichung hinauskommt,  die  Aufgabe  der  Bestimmung  des  Systems 
von  Fundamentalsubstitutionen  nicht  ohne  Weiteres  für  erledigt  halten, 
denn  es  handelt  sich  noch  darum,  die  Substitutionen  anzugeben,  die  ein 
bestimmtes  Fundamentalsystem  beim  Umlaufe  um  die  einzelnen  sin- 
gulären Punkte  erfährt.  Diese  Aufgabe  fäUt  natürlich  auch  im  allge- 
meinen Falle  nicht  mit  der  Aufsuchung  eines  Systems  von  Fundamental- 
substitutionen zusammen,  man  muss  eben  noch  diejenige  Substitution 
bestimmen,   durch   welche   das  gefundene  System  von  Fimdamentalsub- 


129.  Die  Gau  SS 'sehe  DiiFerentialgleichung.  477 

stitutionen  zu  transformiren  ist,  damit  es  die,  einem  vorgelegten  Funda- 
mentalsjsteme  entsprechenden  Substitutionen  liefert.  Wir  wollen  für 
die  Gauss'sche  Differentialgleichung  die  expliciten  Ausdrücke  für  die 
Coefficieuten  der  Uebergangssubstitutionen  aufstellen  und  nehmen  zu 
dem  Ende  die  im  vierten  Kapitel  des  fünften  Abschnittes  eingeführten 
Bezeichnungen  wieder  auf. 


129.    Berechnung  der  Uebergangssubstitutionen  für  die  Gauss'sche 
Differentialgleich.ung  im  Falle  unbestimmter  «,  ß,  y. 

Wir  denken  uns  die  von  den  singulären  Punkten  x  =  0,  x  =  1 
der  Differentialgleichung  (G)  (Nr.  70,  S.  252)  nach  dem  Punkte  x  =  oo 
hin  zu  legenden  Querschnitte  z.  B.  längs  der  realen  Axe  der  aj-Ebene 
erstreckt,  so  dass  also  der  von  x  =  0  ausgehende  Querschnitt  Z^  in  der 
Richtung  der  negativen,  der  von  a'  =  1  ausgehende  Querschnitt  Z^  in 
der  Richtung  der  positiven  realen  Grössen  verläuft.  In  der  so  zer- 
schnittenen rc-Ebene,  welche  jetzt  die  einfach  zusammenhängende  Fläche 
T  repräsentii-t,  fixiren  wir  nunmehr  die  particulären  Integrale 

^i;  "02-,     u,,,  u,,]     u._,„  M,2, 
indem  wir  festsetzen,  dass  die  mehrdeutigen  Potenzen  von 

1  —    •      — 

die    in    den    (in    den    Nummern    71,    72    gegebenen)    Entwickelungen 
dieser  Integrale: 

u^.^   =  x'-'F(a  ^1-y,  ß-^l-y,2-y,x), 

u^^   =  F(a,  ß,  a  +  ß+l-y,  l-x), 

«.^,   =  (1  -  xy-"-''F(y  -a,y-ß,y-a-ß-\-l,l-x), 


u   ,  =^  X 


f{cc,  a-y-^1,  a-ß  +  l,    '), 
u^,  =  ^-''F{ß,  ß-y+1,  ß-a-^1,^) 
als  Factoren  auftreten,  so  gewählt  werden,  dass 

lim  x^^^''  =  1 ,         lim  (1  —  xy""'^  =  1, 

Hma;~"  =  l,  lima;"'*=l 

a:  =  l  x  =  l 

sei.     Wir  setzen  vorläufig  voraus,  dass  keine  der  Grössen 
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1  —  y ,     y  —  a  —  ß ,     a  —  /3 

eine  ganze  Zahl  ist. 

Es  handelt  sich  dann  um  die  Herstellung  der  zu  den  Querschnitten 
Zj,  l^  gehörigen  Uebergangssubstitutionen 

die  durch  die  Gleichungen 

(1)  [^.1.^^.2]  =   '^.lKu^2]. 

(2)  Kl,    ^*x2]  =   '^..oKi;    «02] 

erklärt  werden;  diese  werden  uns  auch  zugleich  die  bereits  in  der 
Nr.  74  (S.  267)  erwähnten  Relationen  zwischen  je  dreien  der  die  sechs 
verschiedenen  Integrale 


darstellenden  Entwickelungen  I— XXIV  (a.  a.  0.  S.  266)  liefern. 

Die  zu  den  Punkten  x  =  0,  x  =  1,  x  =  00  gehörigen  canonischen 
Substitutionen  lauten  der  Reihe  nach 

^^0  =  [^      --2n,y)  ,  -^1  =  (0    ,^'-(/-«-/^'))  ' 

Vo 

Die  Substitutionen,  die  etwa  das  Fundamentalsystem  n^^^  ti^^^  bei  ein- 
fachen positiven  Umläufen  um  die  Punkte 

x  =  0,     x=l,     X  =  <X) 

erfährt,  d.  h.  die  zu  diesem  Fundamentalsysteme  gehörigen  Fundamen- 
talsubstitutionen, lassen  sich  alsdann  in  die  Form  setzen 

und  es  besteht  die  Beziehung 

(3)  ^~J  =  s^As::  s^^si^s:^\ 

welche  vier  Gleichungen  zwischen  den  Coefficienten  der  beiden  zu  be- 
stimmenden Uebergangssubstitutionen  liefert.  Nun  lassen  sich  aber 
für  jede  dieser  Substitutionen  zwei  Coefficienten  leicht  berechnen.  Setzen 
wir  nämlich 
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ir(y-l)JT(y-a-(3-l)  , 

*  2T(y  —  a  —  1)  JT(y  —  ^  —  1)  ~  '  V«7  P;  /j  7 

SO  besteht,  wie  wir  in  der  Nr.  75  (S.  270)  gezeigt  haben,  die  Glei- 
chung (vergl.  (43)  a.  a.  0.) 

F{a,ß,y,l)=fia,ß,r), 

vorausgesetzt,  dass  die  für  die  Convergenz  der  Reihe  F(a,  ß,  y.  x)  im 
Punkte  X  =  \  erforderliche  Bedingung  (vergl.  Nr.  74,  S.  268) 

^:a{y  —  a  —  ß)>0 

erfüllt  ist.     Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  Gleichungen: 

F{a,  a-y^l,a-ß+l,  1)  = /'K  a  -  y  +  l,  a  -  ß  ^  \), 
F{ß,  ß-y-{-l,  ß-cc-^1,  l)=fiß,  ß-y^],  ß-a-i-1), 

wenn 

m(y  —  a  —  ß)>0 
ist,  und 

F(a,  y-ß,a-ß+  1,1)  =  f{a,  y  -  ß,  a  -  ß  ^  1), 
F(ß,  y~-.a,  ß-a  +  1,  l)=f{ß,  y-a,  ß-a-\-l), 

wenn 

9i(l-y)>0 

ist.     Machen  wir  vorläufig  die  Annahme 

(4)  'tR(y-a-ß)>0,       m(l—y)>0, 

so  ist  überdies  zufolge  der  Entwickelungen  V,  VII  (Nr.  74) 

für     a:  =  1,     ti^^  =  l,     u^,^  =  0, 
und  zufolge  der  Entwickelungen  I,  III 

für     X  =  0,     u^^  =  1,     u^.-^  =  0. 

Nehmen  wir  jetzt  in  den  Gleichungen  (1)  für  u^^^,  u_^.^  die  mit 
( —  If  beziehungsweise  ( —  l)"*  multiplicirten  Entwickelungen  IX, 
X  und  setzen  dann  x  =  1,  so  erhalten  wir 

^»1  =  f((^,  cc  —  y-}-l,  a  —  ß-{-  1), 

y..i=f(ß^  /3-y  +  l,  /3-a  +  l); 

nehmen  wir  ferner  in  den  Gleichungen  (2)  für  u^^,  n^^  die  mit 
( —  1)"  beziehungsweise  ( —  1)'^  multiplicirten  Entwickelungen  XIII, 
XIV,  die  für 

gültig  sind,  und  setzen  dann  x  =  0,^  so  ergiebt  sich 
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Die  vier  in  der  symbolischen  Beziehung  (3)  zusammengefassten  Glei- 
chungen würden  nun  hinreichen,  um  auch  noch  die  übrigen  Coeffi- 
cienten  der  Substitutionen  S^^,  S^^  zu  bestimmen,  wir  schlagen  aber 
für  die  Berechnung  derselben  ein  etwas  weniger  umständliches  Ver- 
fahren ein,  welches  uns  auch  ermöglichen  wird,  die  beschränkende 
Voraussetzung  (4)  fallen  zu  lassen. 

Um  die  Formeln  zunächst  in  der  Gestalt  zu  erhalten,  wie  sie  von 
Gauss  und  Kummer  aufgestellt  worden  sind,  berechnen  wir  statt  der 
Substitution  S^^^  vorerst  die  dem  directen  Wege  zwischen  den  Punkten 
X  =  0  und  X  =  1  entsprechende  Uebergangssubstitution 


■■■•=( 


die  mit  S_^  u  ^^o  tlnrch  die  Beziehung 

verknüpft  und  durch  die  Gleichungen 

(5)  [M,„  u,,]  =  S^^[u^^,  w,,] 

erklärt  ist.  Denken  wir  uns  in  diesen  letzteren  Gleichungen  für  u^^,  m^^ 
die  Entwickelungen  I,  III,  für  n^^,  u^^  die  Entwickelungen  V,  VII  ein- 
gesetzt, so  können  wir,  falls 

vorausgesetzt  wird,  x  =  0  setzen  und  erhalten 
a^,  =  fia,  ß,a-\-ß-y+l), 

yio  =  f(y  —  ^>  y  —  ß^  y  —  ci  —  ß-\- 1). 

Falls  auch  noch 

9^(7  —  a  —  /3)  >  0 

ist,  so  können  wir  in  eben  diesen  Gleichungen  auch  x  =  1  einsetzen, 
wodurch  sich  die  Beziehungen 

1  =  a^J{a,  ß,  y)  +  ß^J{a  _  y  +  1,  /3  -  j.  +  1,  2  -  y), 

0  =  y^J(a,  ß,  y)J^Ö^J{a-y  +  l,  ß-y+l,  2  -  y) 

ergeben.  Indem  man  nun  die  bekannten  Eigenschaften  der  77- Function 
(vergl.  Gauss,  Disquisitiones  circa  seriem  etc.  art.  25) 
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n(-,)n{z) 

TT  (-,e)  77(5-1)  = 


sm  nz  ' 


sin  7t  z 
))enntzt,  findet  man  hieraus  die  Ausdrücke 

^    —  — ^/(l  —  ß,l—cc,y  —  a  —  /5H-1). 


lt>  JT(1  — y)7I(y  — a  — l)JT(y  — (3— 1)' 

Die  Gleichungen  (5)  lassen  sich  hiernach  in  die  elegante  Form  setzen 
jF{a,  ß,a-\-ß-r+l,l-x)=f{a,  ß,  a -^  ß-y  ^  1)  F(a,  ß,y,x) 
\-hflcc~y+l,ß-y+l,a-{-ß-y-]-l)x'-'F{a-y+l,ß-y-^l,2~y,x), 

\{l-xy-"-^Fiy-CC,  y-ß,y-a-ß-^l,  1-x) 
(7)j    =f(y-a,y~ß,y~u-ß-j-l)F(a,  ß,  y,  x) 

I    J^fl\  —  a,l—ß,y~a  —  ß  +  l)x^"'F{a  —  y-{-l,ß~y  +  l,2~y,a^: 

Um  nun  zu  zeigen,  dass  diese  nur  unter  Festhaltung  der  Voraus- 
setzung (4)  hergeleiteten  Formeln  auch  gültig  bleiben,  wenn  diese 
Voraussetzung  nicht  mehr  erfüllt  ist,  kann  man  sich  z.  B.  des  folgenden 
Verfahrens  bedienen.     Nehmen  wir  an,  es  sei  etwa 

3ft(l— y)<0,     aber     my  —  ct  —  ß)>0, 

dann  convergiren  die  für  h^^,  w^.,  geltenden  Entwickelungen  VI,  VIII 
für  X  '=  0  und  die  für  u^^^,  u^^^  geltenden  Entwickelungen  I,  III  für 
X  =  1.  Benutzt  man  in  den  Gleichungen  (5)  diese  Entwickelungen, 
so  ergeben  sich,  wenn  man  nach  Division  durch  x  ~^  x  =  0  und 
dann  x  =  1  setzt.  Ausdrücke  für  die  Coefficienten  der  Substitution  /S'^^ , 
die  mit  den  unter  Festhaltung  der  Bedingungen  (4)  gefundenen  durch 
leichte  Umformungen  in  Uebereinstimmung  gebracht  werden  können. 
So  lautet  z.  B.  die  eine  der  Gleichungen  (5)  nach  Division  durch  x  ~''' 

F{a+l-y,ß-\-l-y,a-\-ß+l^y)  =  x'^\^,^F{a,  ß,  y,  ,r) 
+  ß,,F(a  +  l-y,ß+l-y,2-y,x), 

also  folgt  für  X  =  0,  da  wegen  9ft(l  — ■  y)  <  0 
lim,/~'  =  0 

,c  =  0 

ist,  für  /3jg  der  Ausdruck 

Schlesinger,  Differentialgleichungeu.    I.  31 
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ßio  =  /X«  +  1  - r,  /3+  1  - r,  «  +  /3  +  1  -  r), 

und  dies  stimmt  mit  dem  oben  gefundenen  Werthe  überein. 
Hätte  man 

^(1— r)>0     und     ^:)l(y  —  a^ß)<0, 

so  würden  in  den  Gleichungen  (5)  für  ti^^,  u^,,  die  Entwickelungen 
V,  VII ^  dagegen  für  u^^,  u^^  die  Entwickelungen  II,  IV  zu  nehmen' 
sein;  endlich  müsste  man  sich,  wenn 

^ (1  —  y)  <  0     und     m(y  —  a  —  ß)<0 

wären,  für  n^^,  u^^  der  Entwickelungen  VI,  VIII  und  für  «^^,  u^^_^  der 
Entwickelungen  II,  IV  bedienen;  allemal  würden  sich  für  die  Coeffi- 
cienten  der  Substitution  S^^^  die  unter  der  Annahme  (4j  gefundenen 
Werthe  ergeben.*  Diese  Werthe  sind  also  richtig,  so  lange  die"  dabei 
in  Betracht  kommenden  iJ-Functionen  einen  Sinn  haben.  Die-  Func- 
tion f{cc,  ß,  y)   ist   (vergl.  Nr.  75,  S.  271),  so  lange  keine  der  Grössen 

y  —  \,  y  —  a  —  ß  —  \,  y  —  a  —  1,  y  —  ß  —  1 

gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist,  eine  eindeutige  Function  der 
u,  ß,  y,  die  niemals  verschwindet  oder  unendlich  wird.  Sie  wird  un- 
endlich, wenn  eine  der  Grössen 

y  —1,  y  —  a  —  ß—1 

ganzzahlig  negativ  ist,  ohne  dass  eine  der  beiden  Grössen 

y  —  a  —  l,y  —  ß—\ 

eine  negative  ganze  Zahl  wäre;  sie  verschwindet,  wenn  das  Umgekehrte 
der  Fall  ist.  Wir  können  folglich  sagen:  die  für  die  Coefficienten  der 
Gleichungen  (5)  gefundenen  Ausdrücke  bleiben  gültig,  so  lange  y  —  a  —  ß 
und  1  —  y  nicht  Null  oder  ganze  Zahlen  sind,  insbesondere  gilt  die 
Gleichung  (6),  so  lange  1  —  y  nicht  ganzzahlig  und  cc  -\-  ß  —  y  +  1 
nicht  gleich  Null  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist,  und  die  Glei- 
chung (7),  so  lange  1  —  y  nicht  ganzzahlig  und  y  ■ —  a  —  ß  -\-  1  weder 
Null  noch  eine  negative  ganze  Zahl  ist.  D.  h.  mit  anderen  Worten: 
die  Gleichungen  (6),  (7)  bleiben  gültig,  so  lange  die  in 
denselben  vorkommenden  Potenzreihenentwickelungen  der 
Integrale 

^i;  ^2;  ^xxy  ^12 
einen  Sinn  haben. 

Genau    ebenso    finden    wir   für   die   Coefficienten   der   Substitution 
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,S'^^j  nebst  eleu  schon  oben  gefundenen  Werthen  der  a^^,  y_^^  die 
Ausdrücke 

/5.0  =  c'>'-"-^''^'/(l  -  /3,  «  -  7  +  1,  a  -  /3  +  1), 
die  Gleichungen  (2)  nehmen  hiernach  die  Form  an 

(8)  u^,  =  e-"''7X«;  r - ß,  cc-ß  +  lyu,, 

+  c^-''-«-^''^'/(l  -ß,a-y-^\,<c-ß-\-  l)a^^^, 
(9)  n^^.^  =  6-"''V(^,  y-a,  ß-a+  1^^ 

_|_  ,/>'-.*+iy(i  -u,  ß-y+l,  ß-a-{-  l)i.„^ . 

Diese  Gleichungen  gelten,  so  lange  1  —  y  und  cc  —  ß  nicht  ganzzahlig 
sind,  insbesondere  gilt  (8),  wenn  1  —  y  keine  ganze  Zahl  und  a  —  ß -\-  l 
nicht  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist  und  (9),  wenn  1  —  y 
keine  ganze  Zahl  und  ß  —  cc  -{-  1  weder  Null  noch  negativ  ganz- 
zahlig ist. 

Jetzt  hat  auch  die  Herstellung  aller  anderen  Uebergangssubstitu- 
tionen  keinerlei  Schwierigkeit;  wir  stellen  die  vollständigen  Formeln 
zusammen  und  bemerken,  dass  jede  einzelne  der  anzugebenden  Glei- 
chungen so  lange  gültig  bleibt,  als  die  Ent Wickelungen  der  in  der- 
selben vorkommenden  Integrale,  wie  sie  durch  die  Formeln  I — XXI Y 
geliefert  werden,  einen  Sinn  behalten. 

Die  inverse  Substitution  von  S^^ 

lautet 

%i = /■(«;  ß^  y)  ^'ii + f^y  —  ^;  y  —  ß^  y)^h2  ^ 

%,=f(^-y+h  ß~y-\-^,  2 -7)^1 +/■(!-«,  1-/3,  2-yX.^. 
Die  Substitution 

1  cc  cc  1 

ergiebt  sich  in  der  Form 
u^=f(a,a-y-^l,cc-\-ß-y-{-l)H^^+f{ß-y+\,ß,cc-^ß~y-\-l)ii.^,, 

«^  =e<«+'^^->')-y(?  -ß,l-ß,r-cc-ß-}-i)  a^ , 

+  e^"+'*-''^"'/(y  -  «,  l  -cc,y-a~ß^\)  n,^  ^., 
und  /S'  ,    selbst  hat  die  Gestalt 


484  VIII.  Berechnung  der  Fundamentalsub^titutioneu.    Kapitel  'S. 

H,^  ^  =  f(u,  a  —  y-\-  1,  «  —  /3  +  1)  11^^ 

Endlich  finden  wir  für 

die  Ausdrücke 

"üi  —  ^"'"/■(s  y  —  /3,  y)»^^  +  (f'^'fXy  —  (c,  ß,  y)«^,, 
%,=  e^''-'-''^'"'f{c^-y+h  1-7,  2-7)^'., 

Li  den  Fällen,  wo  eine  oder  mehrere  der  Grössen 
^—7,  7  —  ^  —  ß,  (^  —  ß 

ganzzahlige  Werthe  haben,  treten  an  die  Stelle  gewisser  der  sechs  in 
Reihenform  darstellbaren  Integrale,  die  im  allgemeinen  Falle  die  cano- 
nischen FnndamentalsTsteme  repräsenfciren,  die  in  den  Xnmmern  71,  72 
aufgestellten  mit  Logarithmen  behafteten  Litegrale;  man  kann  dann 
auch  für  diese  die  Uebergangsubstitutionen  herstellen,  und  zwar  ent- 
weder direct,  oder  indem  man  in  den  oben  aufgestellten  Formeln  einen 
Grenzübergang  vornimmt;  wir  werden  die  betreffenden  Ausdrücke  an 
einer  späteren  Stelle  geben,  wo  wir  es  mit  wichtigen  Specialfällen  der 
Gau  SS 'sehen  Differentialgleichung  zu  thun  haben  werden,  für  die  ge- 
wisse der  drei  Wurzeldifferenzen  der  determinirenden  Gleichungen 
gleich  Null  oder  ganzen  Zahlen  sind. 

130.    Schlussbemerkung. 

Die  im  gegenwärtigen  Abschnitte  entwickelten  Methoden  setzen 
uns  in  den  Stand,  für  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  den  Verlauf  eines  durch  seine  Aufangswei-the  ge- 
gebenen Litegrals  in  der  ganzen  Ebene  zu  verfolgen.  Wir  bedürfen 
hierzu  einerseits  der  in  der  Umgebung  der  einzelnen  singiiläreu  Punkte 
gültigen  Entwickelungen  und  andererseits  des  einem  Fundamental- 
systeme eigenthümlichen  Systems  von  Fundamentalsubstitutionen.  Das 
letztere  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Aendenmgen  zu  verfolgen,  welche 
ein  Integi-al  oder  allgemein  ein  Fundamentalsjstem  von  Litegralen 
erfährt,  wenn  die  unabhängige  Variable  x  Wege  beschreibt,  die  in  der 


130.  Schlussbemerkung.  485 

mehrfach  zusammenhängenden  Fläche  T  verlaufen,  wo  T  aus  der 
:<; -Ebene  hervorgeht,  indem  wir  die  wesentlichen  singulären  Punkte 
von  derselben  ausschliessen.  Wir  können  also  kurz  sagen,  das  System 
von  Fundamentalsubstitutionen  bestimmt  uns  die  Verzweigung  eines 
Fundamentalsystems,  ebenso  wie  die  zu  einem  algebraischen  Gebilde 
gehörige  Riemann'sche  Fläche  die  Verzweigung  der  betreffenden 
algebraischen  Function  darstellt.  Aehnlich,  wie  nun  alle  tieferen 
Fragen  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  an  die  Betrachtung 
der  Riemann 'sehen  Fläche,  d.h.  der  Verzweigungsart  der  algebraischen 
Function  anknüpfen,  hat  eine  Reihe  von  Problemen,  die  für  die  Inte- 
grale linearer  Differentialgleichungen  aufgeworfen  wurden,  ein  ein- 
gehenderes Studium  des  Systems  der  Fundamentalsubstitutionen  er- 
forderlich gemacht.  Dabei  hat  es  sich  als  nothwendig  erwiesen,  die  Ge- 
sammtheit  aller  Substitutionen  zu  betrachten,  die  durch  alle  möglichen 
Umläufe  der  unabhängigen  Variabein  entstehen,  d.  h.  die  durch  Com- 
position  aus  den  Fundamentalsubstitutionen  hervorgehen;  man  hat,  aus 
später  noch  ausführlich  darzulegenden  Gründen,  diese  Gesammtheit  die 
Gruppe  der  Differentialgleichung  genannt. 

Durch  die  Aufgaben,  die  das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  der 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  stellte,  sah  sich  Riemann  ver- 
anlasst, die  Frage  nach  der  Gesammtheit  aller  algebraischen  Functionen 
aufzuwerfen,  deren  Riemann'sche  Flächen  eindeutig  conform  auf  ein- 
ander bezogen  werden  können,  oder  die  —  wie  man  sich  auch  aus- 
drücken kann,  indem  man  nur  den  Begriff  der  Riemann'schen 
Fläche  in  etwas  allgemeinerer  Weise  fasst  —  dieselbe  Riemann- 
sche  Fläche  haben.  Diese  Frage  führt  unmittelbar  dazu,  zu  unter- 
suchen, wie  man  algebraische  Functionen  construiren  kann,  die  zu 
einer  gegebenen  Riemann'schen  Fläche  gehören,  sie  führt  also  auf 
die  von  Riemann  zum  Ausgangspunkte  gewählte  Problemstellung. 
Auch  in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  waren  es 
vorwiegend  die  Umkehmngsfragen,  die  zu  ähnlichen  Problemen  Ver- 
anlassung gaben  wie  die,  welche  Riemann  in  der  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  behandelt  hatte.  Man  erkannte,  dass  gewisse 
Eigenschaften  der  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen  einzig  und 
allein  von  der  Gruppe  der  Differentialgleichung  abhängen  und  warf 
dadurch  die  Frage  auf  nach  der  Gesammtheit  der  Differentialgleichungen, 
die  dieselbe  Gruppe  haben  und  dem  entsprechend  nach  der  Bestimmung 
einer  Differentialgleichung,  deren  Gruppe  gegeben  ist.  Riemann  selbst 
hatte,  wie  aus  den  aus  seinem  Nachlasse  herausgegebenen  Bemerkungen 
hervorgeht,  ähnlich  wie  für  seine  Theorie  der  algebraischen  Functionen, 
so    auch    für    die    von    ihm    geplante    Begründung    einer    Theorie    der 
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linearen  Differentialgleiclimigen  (vergl.  die  historische  Einleitung,  Nr.  o), 
gerade  die  Bestimmung  einer  Differentialgleichung  durch  die  Gruppe 
zum  Ausgangspunkte  gewählt:  man  konnte  aber  dem,  was  von  Rie- 
mann's  hierauf  bezüglichen  Gedanken  in  die  OeJffentlichkeit  gelangt 
ist,  wenig  mehr  als  die  Bezeichnung  entnehmen,  welche  die  sämmt- 
lichen  Differentialgleichungen,  die  eine  und  dieselbe  Gruppe  besitzen, 
in  eine  Classe  zusammenfasst.  Wir  werden  in  den  folgenden  Ab- 
schnitten zuvörderst  den  Gruppenbegriff  erörtern  und  zwar  in  der  all- 
gemeinsten Form,  in  der  er  für  unsere  Theorie  in  Frage  kommt;  dann 
soll  die  Behandlung  der  eben  angedeuteten  Probleme  in  Angriff  ge- 
nommen werden.  Dieselbe  wird  insbesondere  auch  zu  einer  Reihe  von 
gewissen  speciellen  Typen  linearer  Differentialgleichungen  führen,  deren 
Untersuchung  an  sich  von  hohem  analytischen  Interesse  ist,  die  aber 
auch  für  die  allgemeine  Theorie  die  grösste  Wichtigkeit  erlangt  haben. 


Berichtigungen. 

Zeile  10  v.  o.  ist  zwischen  den  Worten  „durch"  und  „particuläre"  einzu- 
schalten „n". 

-145  kommt  in  einigen  Formeln  i  in  zweierlei  Bedeutung  vor;  einmal  als 
Index,  wo  es  also  einen  der  Werthe  1,  2,  •  •  •  n  bedeutet,  das  anderemal 
aber  als  Factor  in  2«?',  wo  es  wie  üblich  gleich  y —  1  zu  setzen  ist. 
Zeile  9  v.  o.  ist  zu  setzen  /"J""^^  an  die  Stelle  von  /■('"- 1). 
Zeile  9  v.  o.  ist  an  Stelle  von  „nur"  zu  lesen  „nun". 
Zeile  13  v.  o.  ist  zwischen  (0)  und  vom  einzuschalten  „mindestens". 
Zeile  8  v.  u.   ist   hinzuzufügen:   Ist  (0)  von  höherem  Range  (was  für 
i>2  vorkommen  kann),   so  sind  diese  Bedingungen  zwar  hin- 
reichend aber  nicht  nothwendig. 
S.  189,  Zeile   2    v.    u.    ist    an    Stelle    von    li^.  _^.         {q  -{- r.^_-^^  —  r.^)    zu    setzen 

h,   _^        C'V_i)- 

'0      ■^z  — 1^  /— 1' 

S.  200,  Zeile  3  v.  o.  ist  zu  setzen    ^  r^  an  die  Stelle  von    ^^ r^ . 

a  =  l  /(=ü 
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